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Моделирование процесса отклонения протонов и π−-мезонов в изогнутых

осевых и плоскостных каналах кристалла кремния выполнено с помощью

численного решения кинетического уравнения Фоккера–Планка в пространстве

поперечных энергий методом пропагатора. Показано, что π−-мезоны с энергией

150GeV деканалируют из плоскостных каналов кристалла кремния на глубинах

порядка нескольких десятков микрометров, формируя угловое распределение с

двумя максимумами, симметрия которых нарушается при изгибе кристалла.

Задача исследования процесса отклонения высокоэнергетических

частиц с помощью изогнутых кристаллов относится к числу актуальных

задач настоящего времени [1,2]. В цели настоящей работы входит

задача моделирования угловых распределений протонов и π−-мезонов

за изогнутым кристаллом кремния с помощью новой компьютерной

программы TROPICS (
”
Trajectory Of Particle In a Crystal“ Simulator) [3],

основу которой составляет численное решение кинетического урав-

нения Фоккера−Планка в пространстве поперечных энергий методом

пропагатора (см., например, [4]).
Эволюция изменения плотности каналированных частиц в фазовом

пространстве поперечных энергий за счет многократного рассеяния

описывается кинетическим уравнением Фоккера−Планка, которое име-
ет вид [5]
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где P = P(E⊥, t) — функция распределения частиц по поперечной

энергии E⊥ в момент времени t; A(E⊥, t) и B(E⊥, t) — коэффициенты

дрейфа и диффузии соответственно.
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Движение каналированных частиц в поле атомной цепочки описыва-

ется системой стохастических уравнений
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= δ f x ,
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= δ f y ,

где m = γm0; γ = (1− β2)−1/2 — Лоренц-фактор; β = v/c ; c — скорость

света; v — скорость заряженной частицы в направлении оси OZ;

m0 — масса покоя; U e f f (x , y) = U(x , y) + pvx/Rx + pvy/Ry ; U(x , y) —
непрерывный потенциал атомной цепочки; Rx , Ry — радиусы изгиба

кристалла в направлении оси OX и OY соответственно, которые изме-

няются с глубиной z ; z = v t; p — импульс каналированной частицы;

δ f x , δ f y — флуктуация поперечной силы вдоль направления x и y
соответственно.

Поперечную энергию каналированных частиц в случае осевого

каналирования представим в виде

E⊥ =
m
2

(

x2 + y2
)

+ Ue f f (x , y).

Скорость изменения поперечной энергии частицы имеет вид

dE⊥

dt
= ẋδ f x + ẏδ f y .

Вдоль регулярной траектории будет выполняться уравнение

dE⊥

dt
≈ ẋ δ f x + ẏ δ f y ,

где x = x(t) и y = y(t) — решение уравнения Ньютона в отсутствие

флуктуаций
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Начальные условия к уравнению (2) имеют вид: x0 = x(0), y0 = y(0),
ẋ0 = ẋ(0), ẏ 0 = ẏ(0). Приращение 1E⊥ за малое время 1t определим
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следующим образом:

1E⊥ =

t+1t
∫

t

(ẋ δ f x + ẏ δ f y) dt.

Коффициент дрейфа A(E⊥, t) имеет вид
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так как δ f x = 0 и δ f y = 0.

Корреляционная функция проекций флуктуаций поперечной силы имеет

вид

δ f k(t)δ f k(t′) = Dkk(x , y)δ(t − t′), (3)

где k = x , y ; Dkk(x , y) — компонента коэффициента диффузии заряжен-

ных частиц в поле атомной цепочки [6].
Коэффициент диффузии B(E⊥, t) с учетом (3) имеет вид

B(E⊥, t) = lim
1t→0

1E2
⊥

1t
= x 2Dxx + y2Dyy + 2ẋ ẏDxy .

Можно показать, что для изолированной атомной цепочки Dxx = Dyy ,

а Dxy = 0. Подставим коэффициенты A(E⊥, t) и B(E⊥, t) в (1) и получим

уравнение диффузии в пространстве поперечных энергий
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, (4)

где B(t) = x2Dxx + y2Dyy — коэффициент диффузии в пространстве

поперечных энергий. Решение уравнения диффузии (4) имеет вид
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2
+ U e f f (x 0), y0) — значение поперечной энергии в

момент времени t0; δE2
⊥

— средний квадрат флуктуаций поперечной

Письма в ЖТФ, 2012, том 38, вып. 12



90 В.П. Кощеев, Д.А. Моргун, Ю.Н. Штанов

энергии, скорость изменения которого запишем в виде

dδE2
⊥

dt
= x2Dxx + y2Dyy . (6)

Таким образом, коэффициент диффузии B(t) уравнения (4) имеет

смысл скорости изменения среднего квадрата флуктуаций поперечной

энергии (6).
Решение уравнения Фоккера−Планка в кристалле найдем методом

пропагатора, роль которого играет функция распределения (5). Скоро-
сти каналированных частиц переопределяются случайным образом с по-

мощью функции распределения (5) после прохождения каналированной

частицей отрезка траектории, длина которого zmax = vtmax ограничена

неравенством

δE2
⊥

(t 6 tmax) 6 (0.05Vmax)
2,

где Vmax — максимальное значение непрерывного потенциала.

Переопределение значений скорости производится случайным обра-

зом при помощи соотношений

1v2 =
2

m

(

−2(δE⊥)2 lnPD(E⊥)
)1/2

;

vx |n+1 = vx |n + 1v cosϕ; (7)

vy |n+1 = vy |n + 1v sinϕ.

Случайные величины PD(E⊥) и ϕ равномерно распределены на интерва-

лах 0 6 PD(E⊥) 6 1 и 0 6 ϕ 6 2π. Переопределение скорости запреща-

ется, если после предыдущего переопределения пройдено расстояние

меньше τmin. Расстояние τmin определяется некоторым минимальным

количеством столкновений частицы с атомами кристалла. Программный

комплекс TROPICS основан на численном решении системы урав-

нений (5), (6) и (7). Ядерный коэффициент диффузии вычислялся

в приближении Китагавы−Оцуки [7], а электронный коэффициент

диффузии — в приближении локальной электронной плотности [8].
Используется кубическая эрмитовая сплайн-аппроксимация коэффи-

циента диффузии и поперечной силы, численные значения которых

были первоначально вычислены с помощью разложения в двойной

тригонометрический ряд Фурье. Учитывались структурный и атомный

Письма в ЖТФ, 2012, том 38, вып. 12



Моделирование процесса отклонения протонов... 91

Рис. 1. Угловое распределение протонов с энергией 400GeV за кристаллом

Si, 〈111〉. Сплошная линия — [1] и крестики (x) — расчет для θv = θteor
v = 0,

кружки (o) — расчет для θteor
v = 14µrad. Радиус изгиба кристалла указан в

тексте.

форм-факторы, а также фактор Дебая−Валлера. Температура кристалла

считалась равной 294K. Для потенциала изолированного атома ис-

пользовалось приближение Мольер [8]. Следуя [1,2], были приняты

обозначения, а именно: в плоскости XOZ лежат как радиус изгиба Rx

плоскости (110), так и углы наклона θv оси 〈111〉 кристалла кремния и

вылета частиц θx , которые измерялись относительно первоначального

направления пучка. Начальные значения точек влета были равномерно

распределены в следующих пределах 1x1y = 0.5 · 2 = 1mm2, а углы

влета нормально распределены вокруг среднего значения. Модельное

среднеквадратичное отклонение, которое определяет угловую расходи-

мость пучка частиц, было выбрано равным 5µrad по осям OX и OY , так
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Рис. 2. Угловое распределение пучка π−-мезонов с энергией 150Gev в (110)
плоскостном канале кристалла кремния в эксперименте [2] (кружки) и компью-

терном эксперименте (сплошная линия) с радиусами изгиба кристалла 22.79 и

80m соответственно.

как в эксперименте [1,2] осуществлялся дополнительный отбор частиц

по углам. В компьютерном эксперименте учитывалось угловое разре-

шение детектирующей системы 1θx = 1θy = 3µrad. Толщина кристалла

была 0.98mm. Для численного решения системы дифференциальных

уравнений движения применялся метод Рунге−Кутты 4-го порядка

точности с шагом интегрирования 20 nm. Расстояние τmin было равным

30 nm. Время расчета каждого распределения составило около 2 h

на двухъядерном компьютере. Расчеты были произведены для 10 000

частиц. На рис. 1 представлены экспериментальные [1] и расчетные

угловые распределения протонов с энергией 400GeV, которые откло-

нялись изогнутым кристаллом кремния (Rx = 40m и 1/Ry = 0). Наи-
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Рис. 3. Угловое распределение пучка π−-мезонов с энергией 150GeV в (110)
плоскостном канале кристалла кремния в компьютерном эксперименте для

прямого кристалла (кривизна равна нулю) (сплошная линия) и для кристалла с

радиусом изгиба 22.79m (крестики).

лучшее согласие с экспериментом достигается тогда, когда кристалл

дополнительно разориентирован на угол θteor
v = 14 µrad. На рис. 2

представлены экспериментальные [2] и расчетные угловые распределе-

ния π−-мезонов с энергией 150GeV, которые отклонялись изогнутым

кристаллом кремния. Качественное согласие результатов расчета с

экспериментом достигается при радиусе изгиба кристалла Rteor
x = 80m.

Результаты моделирования указывают на то, что π−-мезоны с энергией

150GeV деканалируют из плоскостных каналов кристалла кремния

на глубинах порядка нескольких десятков микрометров, формируя

угловое распределение с двумя максимумами, симметрия которого

нарушается при изгибе кристалла. На рис. 3 представлены результаты
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компьютерного моделирования для прямого кристалла (кривизна равна
нулю) и для кристалла с радиусом изгиба Rx = Rteor

x = 22.79m. Угловое

расстояние между двумя максимумами слабо зависит от радиуса изгиба

кристалла. В работе [9] было показано, что радиус кривизны изменяется

в несколько раз вдоль длины кристалла, если применяется способ

изгиба кристалла, который был реализован в эксперименте [2]. Таким
образом, есть все основания предполагать, что в эксперименте [2]
не наблюдался эффект плоскостного каналирования π−-мезонов в

общепринятом смысле этого слова.
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