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Дано определение факторов деполяризации для анизотропного эллипсоида в анизотропной среде.

Показано, что обычные факторы деполяризации, справедливые для случая анизотропных сред, можно

распространить на анизотропные среды, если ввести понятие
”
приведенного эллипсоида“, в котором

учитываются как анизотропия формы эллипсоида, так и анизотропия среды.

Введение

Решение классической задачи об однородном изотроп-

ном эллипсоиде, помещенном в однородное внешнее

поле в изотропной среде, описано во многих учеб-

никах и широко применяется в приложениях (см.,
например, [1–3]; назовем этот случай для краткости

”
изотропным“). Прежде всего это относится к теории

композитов и неоднородных сред [4], где это решение

используется в базовых для этой теории приближения

Максвелла−Гарнетта [5] и эффективной среды Брагге-

мана [6].
”
Второе дыхание“ использование этого реше-

ния получило в связи с развитием нанотехнологий и,

в частности, нанокомпозитов, где модель однородного

эллипсоида в настоящее время широко применяется при

описании метаматериалов [7] и моделировании электро-

динамических характеристик композитов, содержащих

наночастицы [8–11], в том числе углеродные нанотрубки

и графены [12,13]. При этом макроскопическая изо-

тропность композитной среды обычно обеспечивается

хаотической ориентацией входящих в нее анизотропных

частиц.

Ключевым понятием для этого решения в изотропном

случае являются хорошо известные факторы деполяри-

зации или пропонциональные им геометрические фак-

торы эллипсоида.1 Эти факторы позволяют выразить в

явном виде поле внутри, а также, что особенно важно

для приложений, тензор поляризуемости эллипсоида.

Менее известно описание общего анизотропного слу-

чая, а именно анизотропного эллипсоида, помещенного

в однородное внешнее поле в анизотропной среде.

Такая модель возникает, в частности, при излучении

анизотропных композитных сред [14,15], которые в по-

следние годы привлекают большое внимание в связи

1 Для эллипсоида в свободном пространстве эти понятия совпадают,

а в случае среды с отличной от единицы диэлектрической проницае-

мостью отличаются множителем, см., например, [2,3]. Следуя [1], мы
используем термир

”
факторы деполяризации“, поскольку в названии

”
геометрические факторы“ делается акцент на их зависимость лишь

от формы эллипсоида, что не отражает возникающую в общем случае

зависимость от анизотропии среды.

с перспективами разнообразных практических прило-

жений (см., например, [16–25]). Кроме того, анизо-

тропные композиты возникают также всякий раз, когда

анизотропные включения недостаточно
”
хаотизированы“

по направлениям либо принудительно ориентированы,

так что в композите имеется выделенное направление.

Учитывая, что в большинстве композитов неоднород-

ные включения, как правило, анизотропны, а в случае

нанокомпозитов часто могут считаться даже предельно

анизотропными — т. е. одномерными (достаточно ука-

зать углеродные нанотрубки [20,23], а также цепочки

полимерных макромолекул, содержащие двойные сопря-

женные связи в случае проводящих полимеров [26,27],
либо сополимеров широкозонных и проводящих полиме-

ров [28,29]), можно заключить, что анизотропный случай

практически является не менее распространенным, чем

изотропный.

Для анизотропной задачи об эллипсоиде в однород-

ном внешнем поле также известен явный вид точного

решения, которое легко получить, например, используя

результаты работы [30], в которой была предложена об-

щая форма приближения эффективной среды (см. ниже).
В работе [31] это решение было выражено с исполь-

зованием так называемого тензора Эшелби, введенного

в [32,33] и широко используемого при рассмотрении

задач теории упругости.

В настоящей методической работе мы рассмотрим

соотношение между анизотропным и изотропным случа-

ями, введя общее определение факторов деполяризации,

а также понятие
”
приведенного эллипсоида“, позволя-

ющее выразить такие факторы в простой форме. Это

позволяет описать особенности анизотропной задачи,

избежав ошибок, которые допускаются в литературе,

когда геометрические факторы эллипсоида, определен-

ные для изотропной задачи, недостаточно обоснованно

используются и в анизотропном случае (см., напри-

мер, [34–36]).
Ниже показано, что в анизотропной среде можно

сохранить обычные выражения для факторов деполя-

ризации, если только заменить исходный эллипсоид на

”
приведенный“, зависящий от анизотропии среды. При
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этом в анизотропном случае факторы деполяризации

перестают зависеть лишь от геометрии эллипсоида, но

связываются также и с характеристиками анизотропной

среды.

В случае сфероида, соосного с одноосной анизотроп-

ной средой, для факторов деполяризации получаются

аналитические выражения, обобщающие известные из

литературы результаты. В этом случае факторы депо-

ляризации зависят от отношения квадрата аспектного

отношения эллипсоида к фактору анизотропии среды,

который определяется как отношение несовпадающих

собственных значений тензора диэлектрической прони-

цаемости среды.

Определение факторов деполяризации
эллипсоида в анизотропной среде

Для того чтобы определить поняние факторов деполя-

ризации анизотропного эллипсоида в анизотропной сре-

де, воспользуемся известным решением этой задачи для

случая однородного внешнего поля [30]. Для определен-

ности будем рассматривать диэлектрический эллипсоид

с анизотропной диэлектрической проницаемостью, хотя

окончательные результаты легко переносятся на случай

проводящего эллипсоида, а также аналогичных из задач

теории магнетизма теплопроводности и диффузии (см.,
например, [4]). При этом, чтобы избежать загромож-

дения формул, мы не станем специально выделять

обозначениями тензорные и векторные величины, считая

их характер достаточно ясным из контекста и опуская

для простоты символы единичных матриц.

Рассмотрим однородный анизотропный эллипсоид с

тензором диэлектрической проницаемости εi , помещен-

ный в анизотропную среду с тензором диэлектрической

проницаемости ε0. Матрицы диэлектрических проница-

емостей симметричны, т. е. не меняются при транспо-

нировании, εi = εT
i , ε0 = εT

0 , и имеют неотрицательные

собственные значения. Следуя [30], нетрудно показать,

что в случае эллипсоида, помещенного в однородное

внешнее поле E∞, поле E внутри эллипсоида однородно

E = E in = const и выражается через внешнее поле соот-

ношением

E in = (1− Ŵδε)−1E∞. (1)

Здесь δε = εi − ε0, εi и ε0 — тензоры диэлектрических

проницаемостей эллипсоида и среды соответственно, а

матрица Ŵ определяется интегралом по объему эллипсо-

ида V :

Ŵ =

∫

V

∇∇Gr dr, (2)

где

Gr = −
(

∇T ε0∇
)−1

r
= +

1

4π

√

|ε0|
(

r
T ε−1

0 r

)

(3)

— скалярная функция Грина однородной анизотропной

среды (в (3) cимвол (. . .)r означает ядро стоящего в

скобках однородного оператора), |ε0| — определитель

матрицы ε0, а произведение градиентов понимается

в смысле тензорного произведения, (∇∇)i j = ∇i∇ j .

Из (2) видно, что матрица симметрична, т. е. не меня-

ется при транспонировании: Ŵ = ŴT , или в компонентах,

Ŵi j = Ŵ ji .

Тензор Ŵ был введен в работе [30] в виде вытекающего

из (2) поверхностного интеграла

Ŵ =

∮

S

∇Gr nd2r, (4)

где S — поверхность эллипсоида, а n — единичный

вектор внешней нормали к этой поверхности (так что

nd2r = dS — векторный элемент S).
Для того чтобы связать тензор Ŵ c обычными факто-

рами деполяризации L j , которые определяются для изо-

тропного эллипсоида в изотропной среде, когда ε0 сво-

дится к скаляру, сравним выражение (1) с аналогичным

выражением для компонент поля внутри эллипсоида в

случае изотропной среды [1,2]:

E in
j =

(

1 + L j
1

ε0
δε

)−1

E∞

j (5)

или в симметричном виде

E in =

(

1 +
1√
ε0

L
1√
ε0

δε

)−1

E∞, (6)

где L — диагональный в главных осях эллипсоида

тензор с собственными значениями L j .

Из сравнения (6) с (1) видно, что в общем случае

можно определить тензор деполяризации L соотношени-

ем

Ŵ = − 1√
ε0

L
1√
ε0
, (7)

так что

L = −√
ε0 Ŵ

√
ε0. (8)

Такое обобщение сохраняет симметричность L и в слу-

чае анизотропного тензора ε0, позволяя определить гео-

метрические факторы как собственные значения L2. Для

изотропной среды, когда действие тензора ε0 сводится к

умножению на скаляр, (6) упрощается и принимает вид

L = −ε0Ŵ. (9)

В рассматриваемой задаче при вычислении Ŵ (4)
имеется два источника анизотропии: анизотропия тен-

зора диэлектрической проницаемости среды ε0 и анизо-

тропия формы эллипсоида. Последнюю можно описать

”
тензором полуосей“, диагональным в базисе главных

осей эллипсоида: в этом базисе A = diag (a1, a2, a3), где

2 Отметим, что использованный в работе [31] при получении явного

вида решения тензор Эшелби выражается как S = −Ŵε0, в общем

случае не является симметричным, но совпадает с L в изотропном

случае.
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a i — длины полуосей эллипсоида. При этом уравнение

поверхности S эллипсоида запишется в виде

z T A−2x ≡
∑ x2

i

a2
i

= 1. (10)

Для краткости назовем определяемый (10) эллипсоид

”
А-эллипсоидом“.

Подставляя Ŵ (4) в (8), после замены переменных

x ⇒ √
ε0x и перехода от интеграла по поверхности к

интегрированию по элементу телесного угла d�x вблизи

направления вектора x , так что dS = nx2d�x/(xT nx), для
тензора деполяризации L нетрудно получить простое

выражение

L =

〈

xnx

(xT · nx)

〉

≡
∫

xnx

(xT · nx)

d�
4π

, (11)

где диада xnx понимается в смысле тензорного произ-

ведения (т. е. как тензор второго ранга с компонентами

x i nx j),
(

xT · nx
)

— скалярное произведение, а nx —

внешняя нормаль к
”
приведенному“ эллипсоиду, поверх-

ность которого описывается уравнением

xT A−2
ε x ≡ xT√ε0A−2√ε0x = 1. (12)

Выражение (11) представляет собой обобщение фак-

тора деполяризации на случай анизотропной среды,

причем учет анизотропии среды фактически сводится к

замене исходного эллипсоида на
”
приведенный эллип-

соид“ (12). Из (11) видно, что тензор L не зависит от

нормировки векторов x и nx , так что в качестве x и nx

можно взять как единичные векторы соответствующих

направлений, так и любые параллельные им векторы.

При этом
”
приведенному“ эллипсоиду (12) отвечает

симметричный тензор полуосей Aε, определяемый соот-

ношением

A2
ε =

1√
ε0

A2 1√
ε0
. (13)

Выражение (11) позволяет придать тензору деполяри-

зации L простой геометрический смысл. Действительно,

согласно (11), тензор L можно трактовать как номиро-

ванную условием (15) (см. ниже)
”
корреляцию“ единич-

ного вектора направления луча, выходящего из начала

координат, с соответствующим единичным вектором

нормали к поверхности
”
приведенного эллипсоида“ nx ,

полученную усреднением по всевозможным направле-

ниям x (или иначе по поверхности
”
приведенного“

эллипсоида) в соответствии с правой частью (11).
В случае изотропной среды (11) можно рассматривать

как нетрадиционную форму записи обыного тензора

деполяризации. В этом случае ε0 сводится к скаляру, и

из (13) имеем

Aε =
1√
ε0

A, (14)

так что направления главных осей тензоров Aε и A
cовпадают, собственные значения отличаются лишь мно-

жителем и определяемые ими эллипсоиды подобны.

Поскольку нормали к таким эллипсоидам для каждого

направления вектора x одинаковы, при вычислении (11)
вместо

”
приведенного“ Aε-эллипсоида можно исполь-

зовать исходный А-эллипсоид. Для этого эллипсоида

каноническое представление (14) можно считать из-

вестным (собственные векторы А направлены вдоль

главных осей эллипсоида), так что тензор депляризации

(11) определяется лишь георметрией эллипсоида и не

зависит от диэлектрической проницаемости изотропной

среды (что оправдывает использование альтернативного

названия
”
геометрический фактор“ [2]).

В отличие от этого в общем случае в анизотропной

среде тензор деполяризации L (11) становится завися-

щим не только от формы эллипсоида, но и от описываю-

щего свойства среды тензора ε0. При вычислении L эта

зависимость полностью учитывается заменой исходного

эллипсоида на
”
приведенный эллипсоид“ (12). Направ-

ления главных осей определяющего этот эллипсоид тен-

зора Aε не совпадают ни с направлениями главных осей

эллипсоида (тензора A), ни с направлениями главных

осей среды (тензора ε0), а выражаются лишь как неко-

торая их комбинация. Таким образом,
”
приведенный“

тензор Aε учитывает анизотропию формы эллипсоида

и анизотропию среды, причем фактор деполяризации L
зависит лишь от Aε (13), L = L(Aε), но не от ε0 и A в

отдельности.

Некоторые следствия

Рассмотрим некоторые простые следствия общего

выражения (11) для фактора деполяризации эллипсоида

в анизотропной среде.

Поскольку след диады равен скалярному произведе-

нию Sp xnx = (xT · nx), из (11) следует, что, как и для

изотропной среды, в общем анизотропном случае след

тензора L равен единице:

Sp L =

〈

(

xT · nx
)

(xT · nx)

〉

= 1. (15)

Этот факт можно использовать для упрощения вычисле-

ний (отметим, что исходный тензор Ŵ этим свойством

не обладает).
Если считать известными собственные значения aεi и

направления собственных осей ei тензора Aε, так что

задано каноническое представление

Aε =
∑

aεi ei ei , (16)

то тензор L в базисе ei будет диагональным с вытекаю-

щими из (11) собственными значениями

Li =

〈

x i nxi

(xT · nx)

〉

. (17)

Поскольку (11) очевидно не зависит от абсолютной

величины вектора нормали nx , вместо nx в (11) можно
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использовать пропорциональный nx вектор градиента

∇(xT · A2
ε · x) с компонентами x i/a2

εi
, причем тогда зна-

менатель в (11) обращается в единицу. В результате

получаем

Li =
〈

x2
i /a2

εi

〉

≡ 1

a2
εi

∫

x2
i

d�x

4π
. (18)

Входящий сюда двукратный интеграл по направлени-

ям легко преобразуется в однократный, для чего доста-

точно перейти к сферическим координатам с осью z ,
ориентированной вдоль ei , и выполнить интегрирование

по азимуту. В результате получаем

Li =

1
∫

0

µ2dµ
[

(

µ2 + (1−µ2)a2
εi
/a2

ε j

)(

µ2 + (1−µ2)a2
εi
/a2

εk

)

]1/2
,

(19)

где µ — косинус полярного угла, а несовпадающие

индексы i, j, k нумеруют базисные векторы.

Соотношение (19) обобщает на анизотропный случай

хорошо известные факторы деполяризации для эллипсо-

ида в изотропной среде, которые записываются в виде

интеграла, полученного Дирихле в середине 19 века и

зависящего лишь от формы эллипсоида [1,2],

Li =
a1a2a3

2

∞
∫

0

ds

(s + a2
i )

[

(s + a2
1)(s + a2

2)(s + a2
3)

]1/2
,

(20)

где a i — полуоси эллипсоида. Несобственный инте-

грал (20) совпадает с (19), если только в (20) вместо a i

использовать полуоси приведенного эллипсоида aεi .

Другими словами, обычное выражение для факторов

деполяризации (20) становится применимым в общем

анизотропном случае, если исходный эллипсоид (10)
заменить приведенным эллипсоидом (12).

В случае изотропных сред факторы деполяризации

зависят лишь от геометрии эллипсоида (с этим связано

использование альтернативного их названия
”
геометри-

ческие факторы“), так что симметрия этих факторов

определяется симметрией эллипсоида. В частности, для

однократно вырожденного эллипсоида (сфероида) тен-

зор деполяризации также однократно вырожден и имеет

в плоскости кругового сечения эллипсоида два совпа-

дающих собственных значения. В отличие от этого для

эллипсоида в анизотропной среде тензор деполяризации

определяется формой приведенного эллипсоида (12),
которая зависит от ориентации исходного эллипсоида

относительно главных осей среды. При этом приведен-

ный эллипсоид и, как следствие, тензор деполяризации

могут быть вырожденными (т. е. иметь совпадающие

собственные значения) и в отсутствие вырождения у

эллипсоида, и у среды в отдельности.

Так, если главные оси эллипсоида ориентированы

вдоль главных осей среды, то
”
приведенный“ эллипсоид

также ориентирован вдоль указанных осей и, как следует

из (13), имеет полуоси

aεi =
a i√
εi
. (21)

Вырождению
”
приведенного“ эллипсоида отвечает слу-

чай совпадения двух собственных значений, скажем

aε1 = aε2 , что отвечает равенству отношений

a1

a2

=

√

ε1

ε2
. (22)

При этом как форма эллипсоида, так и анизотропная

среда в отдельности могут быть невырожденными (т. е.
обе части (20) отличны от единицы). Напротив, вырож-
денный эллипсоид в анизотропной среде в общем случае

обладает невырожденным тензором деполяризации. Так,

в случае шара (полностью вырожденного эллипсоида)
симметрия тензора деполяризации совпадает с симмет-

рией анизотропной среды.

В случае вырождения приведенного эллипсоида

aε1 = aε2 = aε⊥ интегралы (17) берутся в явном виде,

причем для фактора деполяризации вдоль оси симмет-

рии приведенного эллипсоида имеем выражение, сов-

падающее по форме с аналогичным выражением для

фактора деполяризации в изотропной среде [1],

L3 = g

1
∫

0

µ2

1− (1−g)µ2
dµ =

g
g − 1

(

1− arctg
√

g−1√
g−1

)

.

(23)

Отличие этого выражения от аналогичного для изо-

тропной среды [1] заключается лишь в форме фак-

тора g , равного отношению квадратов несовпадающих

полуосей не исходного, а приведенного эллипсоида

g =
( aε

⊥

aε3

)2
(для определенности при вычислении ин-

теграла в (17) считается, что приведенный эллипсо-

ид сплюснутый, g > 1; отметим, что при численных

расчетах бывает удобней непосредственно использовать

входящий в (23) интеграл, который единообразно опре-

делен при любых g). Оставшиеся собственные значе-

ния L1,2 выражаются с учетом условия нормировки (9),
L1 + L2 + L3 = 1, что дает L1 = L2 = (1− L3)/2.
В общем случае величина g сложным образом зави-

сит от полуосей эллипсоида и тензора проницаемости

среды. В случае вырожденных эллипсоида и среды с

одинаковыми ориентациями главных осей g = ν2
a/νε и

выражается как отношение двух факторов анизотропии:

эллипсоида ν2
a =

(

a⊥

a z

)2
и среды νε = ε⊥

εz
. В частности,

для шара в вырожденной анизотропной среде νa = 1, так

что g = 1/νε . При этом с учетом (7) для собственного

значения Ŵ3 = −L3/ε3 из (23) получается выражение,

эквивалентно приведенному в [30], а оставшиеся диаго-

нальные компоненты Ŵ1,2 вполне аналогично выражают-

ся через компоненты L1,2 = (1− L3/2). Таким образом,

использование факторов деполяризации (11) позволяет
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распространить известные результаты [1,30] на общий

случай анизотропного эллипсоида в анизотропной среде.

В приложениях часто требуется знать тензор поля-

ризуемости эллипсоида α. Используя результаты рабо-

ты [30], нетрудно показать, что в общем случае ани-

зотропной среды тензор поляризуемости однородного

эллипсоида в однородном внешнем поле E∞ выражает-

ся как

α =
V
4π

δε(1 − Ŵδε)−1

=
V
4π

√
ε0

(√
ε0

1

δε

√
ε0 + L

)−1√
ε0, (24)

где V — объем эллипсоида, так что дипольный мо-

мент эллипсоида равен P = αE∞ (здесь тензор Ŵ вы-

ражен через L cогласно (7) и учтено справедливое

для некоммутирующих матриц A и B соотношение

(AB)−1 = B−1A−1).
В соотношении (24) учитывается, что в общем случае

анизотропных среды ε0 и заполнения эллипсоида εi

тензоры ε0 и δε = εi − ε0 некоммутативны. Если же

либо среда, либо заполнение изотропны, то ε0 и δε

коммутируют, и (24) можно записать в упрощенном виде

α =
V
4π

√
ε0

( ε0

δε
+ L

)−1 √
ε0, (25)

где порядок следования матриц ε0 и (δε)−1 оказывается

несущественным.

Использование выражения для поляризуемости α че-

рез тензор деполяризации L в виде (24) или (25)
позволяет в некоторых случаях упростить нахождение

явного вида тензора поляризуемости α, т. е. выполнить

обращение входящих в (24) или (25) матриц. Чтобы

показать это, рассмотрим два примера.

Первый из них — это случай эллипсоида с анизо-

тропным заполнением в изотропной среде, когда тензор

деполяризации L не зависит от ε0 и отвечает известным

для изотропной среды выражениям (20). Если при этом

направления главных осей заполнения εi совпадают с

направлениями главных осей эллипсоида, то в этих глав-

ных осях тензорное выражение (25) распадается на три

независимых выражения для собственных значений, так

что обращение матрицы в (25) становится тривиальным

и сводится к обращению собственных значений.

Имеется, однако, и менее тривиальный случай, допус-

кающий в случае изотропной среды простое обращение

матрицы в (25), а именно случай сфероида с вырож-

денным осесимметричным заполнением εi , произвольно

ориентированным относительно осей сфероида. В этом

случае тензоры L и εi имеют одинаковую структуру

L = L⊥ + (Lz − L⊥)z z , (26)

εi = εi⊥ + (εiz − εi⊥)z ′z ′, (27)

где z и z ′ — единичные векторы соответствующих осей

симметрии, z z и z ′z ′ — диады, а символы единичных

тензоров, как и ранее, опускаются. При этом обращение

матрицы, входящей в (25), легко выполняется в явном

виде.

Действительно, в случаях (26), (27) входящий в (25)
под знаком обращения тензор имеет вид

ε0

δε
+ L = a + bz z + cz ′z ′, (28)

где явный вид скалярных коэффициентов a, b и c
нетрудно получить непосредственно. Обращение (28)
можно выполнить методом неопределенных коэффици-

ентов, что дает

(a + bz z + cz ′z ′)−1 =
1

a

{

1 +
1

b′c ′µ2 − 1

×
[

b′z z + c ′z ′z ′ − b′c ′µ(z z ′ + z ′z )
]

}

, (29)

где b′ = b/(b + a), c ′ = c/(c + 1), µ = (z z ′) — косинус

угла между осями симметрии. Использование (28) и (29)
позволяет записать обратную матрицу из (25) в явном

виде.

Еще один пример, допусакающий упрощение, это

случай эллипсоида с изотропным заполнением в анизо-

тропной среде, который также отвечает выражению (25).
При этом даже в случае осесимметричных среды и

эллипсоида приведенный эллипсоид уже не является

осесимметричным, так что при этом соображения сим-

метрии не облегчают обращения матрицы, входящей

в (25). Однако для шара (полностью вырожденного

эллипсоида) симметрия приведенного эллипсоида совпа-

дает с симметрией среды, так что в главных осях тензора

среды ε0 левая часть (27) будет диагональна, и в этих

осях обращение (25) снова становится тривиальным

(при этом, если среда является осесимметричной, то

приведенный эллипсоид оказывается вырожденным и

интегралы (19), выражающие собственные значения L,
вычисляются в явном виде).

Заключение

В настоящей работе мы рассмотрели обобщение фак-

торов деполяризации эллипсоида, определяемых обычно

лишь для случая изотропных сред, на случай анизо-

тропных сред с тензорными диэлектрическими харак-

теристиками. Мы показали, что при переходе к ани-

зотропной среде при расчете факторов деполяризации

вместо исходного эллипсоида (10) необходимо исполь-

зовать приведенный эллипсоид (12), который кроме

геометрии эллипсоида зависит также от характера ани-

зотропии среды. Введение таких факторов помогает в

ряде случаев упростить вычисления, позволяя лучше

понять структуру решения и избежать ошибок, связан-

ных с неправомерным применением факторов деполя-

ризации из изотропной задачи в случае анизотропных

сред.
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