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Проведено теоретическое исследование нелинейных волновых процессов в стержневом акустическом

резонаторе с гистерезисной нелинейностью при его гармоническом возбуждении. Определены характери-

стики продольных нелинейных колебаний резонатора с жесткой и мягкой границами: амплитудно-зависимые

потери, сдвиги резонансных частот и амплитуды второй и третьей гармоник. Из сравнения теоретических

и экспериментальных зависимостей нелинейных акустических эффектов в резонаторе из отожженной

поликристаллической меди определены параметры гистерезисной нелинейности этого материала.

Введение

В работе [1] на основе анализа результатов экспе-

риментальных исследований эффектов дислокационного

амплитудно-зависимого внутреннего трения (АЗВТ) в

поликристаллических твердых телах было предложено

гистерезисное уравнение состояния c насыщением нели-

нейных потерь

σ (ε, sign ε̇) = E
[

ε − f (ε, sign ε̇)
]

, (1)

f (ε, sign ε̇) =
1

2(1 + γ0|ε|)

×



















γ1ε
2, ε > 0, ε̇ > 0,

−γ2ε
2 + (γ1 + γ2)emε, ε > 0, ε̇ < 0,

−γ3ε
2, ε < 0, ε̇ < 0,

γ4ε
2 + (γ3 + γ4)emε, ε < 0, ε̇ > 0,

(2)

где σ и ε — напряжение и деформация, E — мо-

дуль упругости, f (ε, sign ε̇) — гистерезисная функция,

| f (ε, sign ε̇)| ≪ |ε|, | f ′
ε(ε, sign ε̇)| ≪ 1, em — амплитуда

деформации, γ0 и γ1−4 — параметры гистерезисной

нелинейности, γ0 ≥ 0, γ1 + γ2 ≥ 0, γ3 + γ4 ≥ 0. Из вы-

ражения (2) следует, что с ростом амплитуды em рост

площади петли гистерезиса замедляется, с этим и свя-

зано насыщение нелинейных потерь. Кроме нелинейных

потерь гистерезисная нелинейность приводит и к другим

нелинейным эффектам, экспериментальное изучение их

закономерностей можно использовать для определения

параметров нелинейности материала.

В работе [1] были проведены теоретические иссле-

дования нелинейных эффектов, возникающих при рас-

пространении акустических волн в средах с гистерезис-

ной нелинейностью (2), при этом было показано, что

такие среды обладают нелинейной дисперсией. Более

интенсивно (при прочих равных условиях) нелинейные

волновые процессы протекают в резонаторах при их воз-

буждении на частотах, близких к резонансным, при этом

из-за отражений от границ в резонаторах устанавлива-

ются волны, имеющие не бегущую, а стоячую структуру.

В высокодобротных резонаторах амплитуда резонансных

колебаний значительно превышает амплитуду колеба-

ний излучателя и может достигать достаточно высоких

значений (em ≥ 10−6), при которых гистерезисная нели-

нейность поликристаллических материалов проявляется

весьма заметно.

В настоящей работе проводится исследование нели-

нейных волновых процессов в стержневом акустическом

резонаторе с гистерезисной нелинейностью при его гар-

моническом возбуждении. Определены характеристики

продольных нелинейных колебаний резонатора с жест-

кой и мягкой границами: амплитудно-зависимые потери,

сдвиги резонансных частот и амплитуды второй и тре-

тьей гармоник. Приведены результаты эксперименталь-

ного исследования нелинейных акустических эффектов в

резонаторе из отожженной поликристаллической меди.

Из сравнения теоретических и экспериментальных зави-

симостей нелинейных эффектов определены параметры

гистерезисной нелинейности этого металла.

АЗВТ и генерация гармоник
в резонаторе с гистерезисной
нелинейностью

Итак, исследуем нелинейные волновые процессы в

стержневом резонаторе с жесткой и мягкой границами и

с гистерезисной нелинейностью (2). (С таким резонато-

ром удобно проводить экспериментальные исследования

нелинейных эффектов, при этом на жесткой границе

располагается пьезокерамический излучатель акустиче-

ских колебаний, а на мягкой — приемник.) Подстав-

ляя (1) в уравнение движения ρUtt = σx (ε, sign ε̇) [2]
и учитывая линейную диссипацию и геометрическую

дисперсию продольных (вдоль оси x) акустических волн

в стержне [3,4], получим одномерное волновое урав-

нение для продольных вдоль оси x стержня смещений
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U = U(x , t):

Utt −C2
0Uxx − ν2r20[Utt −C2

t Uxx ]xx

= −C2
0[ f (ε, sign ε̇)]x + αUxxt, (3)

где ε(x , t) = Ux (x , t) — продольная деформация, C0 =
= (E/ρ)1/2 — скорость низкочастотной продольной вол-

ны, Ct — скорость сдвиговой волны, ρ — плотность,

α — коэффициент линейной диссипации, ν — коэффи-

циент Пуассона, r0 = R/
√
2, R — радиус стержня.

Для резонатора с жесткой (x = 0) и мягкой (x = L)
границами граничные условия имеют вид [2]

U(x = 0, t) = A0 cos�t, Ux(x = L, t) = 0, (4)

где A0 и � — амплитуда и частота возбуждения резона-

тора, L — его длина. (При проведении эксперименталь-

ных исследований нелинейных акустических эффектов

амплитуда A0 и частота � колебаний границы резона-

тора x = 0 определяются амплитудой u0 и частотой �

электрического напряжения на пьезокерамическом излу-

чателе, при этом A0 ∝ u0.)
Отметим, что в резонаторе, описываемом волновым

уравнением (3) и граничными условиями (4), имеет

место два вида дисперсии: геометрическая и граничная.

Из уравнений (3), (4) находим линейное дисперсион-

ное соотношение и собственные волновые числа Kp и

резонансные частоты �p резонатора в низкочастотном

приближении (�/�d ≪ 1):

K(�) =
�

C0

[

1 +

(

�

�d

)2
]

,

Kp =
(2p − 1)π

2L
= (2p − 1)K1,

�p =
πC0(2p − 1)

2L
(1− mp), (5)

где �d = 2
√
1−νC0

νr 0
, K1 = π

2L , mp =
(

πνr 0(2p−1)

4L
√
1−ν

)2

≪ 1, p —

номер моды, p = 1.2.3 . . .. Из выражений (5) видно,

что при mp ≪ 1 собственные числа Kp и резонанс-

ные частоты �p такого резонатора пропорциональны

нечетным числам 2p − 1, поэтому 2�p 6= �p+1, �2p,

но 3�p
∼= �3p−1. Таким образом, при возбуждении в

нелинейном резонаторе с жесткой и мягкой граница-

ми колебаний на частоте � ≈ �p возникающие в нем

колебания на частоте 2� ≈ 2�p будут нерезонансными

(из-за граничной дисперсии), а на частоте 3� ∼= 3�p —

близкими к резонансным (из-за слабой геометрической

дисперсии).
Для решения системы уравнений (1)−(4) используем

замену

V (x , t) = U(x , t) − A0 cos�t, (6)

при которой граничные условия для V (x , t) становятся

нулевыми

V (x = 0, t) = 0, Vx(x = L, t) = 0. (7)

Будем рассматривать вынужденные колебания резо-

натора вблизи резонанса моды с номером p, когда

почти на всей длине резонатора, за исключением обла-

сти вблизи излучателя, выполняется условие |U(x , t)|,
|V (x , t)| ≫ A0. Подставляя (6) в (4), получим волновое

уравнение, в правой части которого находятся слага-

емые, описывающие нелинейность, линейную диссипа-

цию и внешнюю силу:

Vtt −C2
0Vxx − ν2r20[Vtt −C2

t Vxx ]xx

= −C2
0[ f (Vx , signVxt)]x + αVxxt + A0�

2 cos�t. (8)

Считая эти слагаемые малыми, будем искать решение

уравнения (8) в виде, близком к решению однородного

уравнения:

V (x , t) = V1(x , t) + W (x , t), (9)

где

V1(x , t) = V0 sinKpx cos ϑ,

W (x , t) =

∞
∑

n=2

V (n)(x , t) =

∞
∑

n=2

Vn(x) sin(nϑ + ϕn)

— малая поправка, |W (x , t)| ≪ |V1(x , t)|,
|Wx(x , t)| ≪ |V1x(x , t)|, ϑ = (�p + δ)t + ϕ1, V0, ϕ1 —

амплитуда и фаза колебаний на частоте �, Vn(x) и ϕn —

амплитуда и фаза колебаний на частоте n�, δ = �−�p,

|δ| ≪ �p/p.
Из выражения (9) следует, что

ε(x , t) = ε1(x , t) + Wx(x , t) = εm cosKpx cos ϑ

+

∞
∑

n=2

Vnx(x) sin(nϑ + ϕn), (10)

где ε1(x , t) = V1x(x , t) = εm cosKpx cos ϑ , εm = V0Kp —

амплитуда деформации в резонаторе на частоте

� = �p + δ, при этом амплитуда деформации em в урав-

нении (2) определяется выражением em = εm| cosKpx |.
Подставляя (9), (10) в (8), получим неоднородное

уравнение для W (x , t), удовлетворяющее нулевым гра-

ничным условиям W (x = 0, t) = Wx(x = L, t) = 0:

Wtt −C2
0Wxx − ν2r20[Wtt −C2

t Wxx ]xx − αWxxt

= −C2
0[ f (ε, sign ε̇)]x + α�pK2

pV0 sinKpx sinϑ

+ 2δ�pV0 sinKpx cos ϑ + A0�
2
p cos(ϑ − ϕ1). (11)

Чтобы решение уравнения (11) не нарастало во време-

ни, должно выполняться условие ортогональности его

правой части собственным функциям sinKpx оператора,

стоящего в левой части. Это эквивалентно отсутствию в

правой части уравнения (11) фурье-компонент с волно-

вым числом Kp и частотой �. В общем виде, однако,

получить аналитическое решение уравнения (11) не

удается, поэтому далее мы рассмотрим два предельных
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случая: γ0εm ≪ 1 и γ0εm ≫ 1. В этих режимах удается

получить выражения для характеристик нелинейных

колебаний резонатора: амплитудно-зависимых потерь и

сдвига резонансной частоты, амплитуд второй и третьей

гармоник частоты накачки.

Малоамплитудный режим (γ0εm ≪ 1)

Вначале рассмотрим малоамплитудный режим воз-

буждения резонатора (γ0εm ≪ 1), когда 1
1+γ0|ε| ≈

≈ 1− γ0|ε| и гистерезисную функцию f (ε, sign ε̇) можно
представить в виде

f (ε, sign ε̇) ∼= 1− γ0|ε|
2

×



















γ1ε
2, ε > 0, ε̇ > 0,

−γ2ε
2 + (γ1 + γ2)emε, ε > 0, ε̇ < 0,

−γ3ε
2, ε < 0, ε̇ < 0,

γ4ε
2 + (γ3 + γ4)emε, ε < 0, ε̇ > 0,

(12)

Для решения задачи о самовоздействии волны в резона-

торе, т. е. для определения амплитуды εm деформации

в резонаторе на частоте возбуждения �, выделим в

правой части уравнения (11) колебания на собствен-

ной моде с номером p и с частотой � (учитывая,
что |ε1(x , t)| ≫ |Wx(x , t)| и ε(x , t) ∼= ε1(x , t)). Для этого

умножим правую часть уравнения (11) на sinKpx —

собственную функцию резонатора и проинтегрируем ее

по x от 0 до L, при этом для нелинейной функции имеем

L
∫

0

2π
∫

0

[ f (ε1, sign ε̇1)]x sinKpx

(

cos ϑ

sinϑ

)

dxdϑ

= −πL

{

ε2mKp

(

a1

b1

)

− γ0ε
3
mKp

(

c1

d1

)}

, (13)

где

a1 =
4

9π2
(γ1 − γ2 + γ3 − γ4) +

1

6π
(γ1 + γ2 + γ3 + γ4),

b1 =
1

9π2
(γ1 + γ2 + γ3 + γ4),

c1 =
9

256
(γ1 − γ2 + γ3 − γ4) +

1

8π
(γ1 + γ2 + γ3 + γ4),

d1 =
1

64π
(γ1 + γ2 + γ3 + γ4).

Приравнивая соответствующие фурье-компоненты

по ϑ в правой части получившегося уравнения к нулю,

получим уравнения для определения амплитуды εm на

частоте �

a1ε
2
m�p − c1γ0ε

3
m�p + δεm = −[�pA0/L] cosϕ1, (14)

b1ε
2
m�p − d1γ0ε

3
m�p + α�2

pεm/2C2
0 = −[�pA0/L] sinϕ1.

(15)

Из этих уравнений находим резонансную кривую

резонатора и выражения для нелинейных сдвига резо-

нансной частоты δnl = δnl(εm) и коэффициента потерь

µnl = µnl(εm):

εm =
A0�0/L

[

δ − δnl(εm)]2 +
�4

p

4
[µp + µnl(εm)]2

]1/2
, (16)

δnl(εm) = −a1εm[1− γ0(c1/a1)εm]�p,

µnl(εm) = 2b1εm[1− γ0(d1/b1)εm]�−1
p , (17)

где µp = α/C2
0 = (�pQp)

−1 и Qp — коэффициент ли-

нейных потерь и добротность резонатора на часто-

те �p . Вследствие нелинейности резонатора зависи-

мость εm = εm(A0) является нелинейной и неявной, при

этом максимальная амплитуда εm деформации имеет

место при резонансе, когда δ = δnl(εm):

εm =
2A0Qp/L

1 + µnl(εm)/µp
. (18)

Для определения амплитуды колебаний V (2)(x , t) в резо-

наторе на частоте 2� найдем фурье-компоненты гисте-

резисной функции f (ε1, sign ε̇) на этой частоте

1

π

2π
∫

0

f (ε1, sign ε̇1)

(

cos 2ϑ

sin 2ϑ

)

dϑ

=

(

a2

b2

)

ε2m cos2 Kpx −
(

c2

d2

)

γ0ε
3
m| cos3 Kpx |, (19)

где

a2 =
1

16
(γ1 − γ2 − γ3 + γ4) +

1

6π
(γ1 + γ2 − γ3 − γ4),

b2 =
1

12π
(γ1 + γ2 − γ3 − γ4),

c2 =
1

5π
(γ1 − γ2 − γ3 + γ4) +

1

16
(γ1 + γ2 − γ3 − γ4),

d2 =
1

20π
(γ1 + γ2 − γ3 − γ4).

Уравнение для смещений V (2)(x , t) имеет вид

V (2)
tt −C2

0V
(2)
xx − ν2r20[V

(2)
tt −C2

t V (2)
xx ]xx − αV (2)

xxt

= −C2
0

(

ε2m cos2 Kpx [a2 cos 2ϑ + b2 sin 2ϑ ]

− γ0ε
3
m

∣

∣ cos3 Kpx
∣

∣[c2 cos 2ϑ + d2 sin 2ϑ ]
)

x
. (20)

Для резонатора с жесткой и мягкой границами при

резонансной накачке ее вторая гармоника не являет-

ся резонансной (из-за граничной дисперсии), поэтому

дисперсионным и диссипативным слагаемыми в урав-

нении (20) можно пренебречь. Решение уравнения (20)
будем искать в виде суммы двух слагаемых:

V (2)(x , t) = V (21)(x , t) + V (22)(x , t)

= V21(x) sin(2ϑ + ϕ21) + V22(x) sin(2ϑ + ϕ22), (21)
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где смещения V (21)(x , t) и V (22)(x , t) определяются

первым и вторым слагаемыми правой части уравне-

ния (20), при этом V (21)(x = 0, t) = V (22)(x = 0, t) = 0,

V (21)
x (x = L, t) = V (22)

x (x = L, t) = 0. Из уравнения (20)
получаем выражения для амплитуд V21(x) и V22(x):

V21(x) =
(a2

2 + b2
2)

1/2ε2m
8Kp

(sin 2Kpx − 2Kpx cos 2Kpx),

tgϕ21 = a2/b2, (22)

V22(x) =
(c2

2 + d2
2)

1/2γ0ε
3
m

4Kp

(

(

sinKpx − 3

5
sin 3Kpx

)

× sign(cosKpx) − 16

5

[

1

2
+

Kpx
π

]

cos 2Kpx

)

,

tgϕ22 = c2/d2, (23)

где в выражении для амплитуды V22(x) квадратные

скобки означают целую часть числа 1
2

+
Kpx
π
. Из выра-

жений (21)−(23) находим амплитуду смещения V2(L)
свободной границы резонатора на частоте 2�

V2(L) = V21(L) + V22(L) cos(ϕ21 − ϕ22)

=
(a2

2 + b2
2)

1/2

4

[

1− 16γ0

5π

a2c2 + b2d2

a2
2 + b2

2

εm

]

ε2mL.

(24)
Аналогичным образом получается уравнение для смеще-

ния V (3)(x , t) на частоте третьей гармоники

V (3)
tt −C0V

(3)
xx − ν2r20[V

(3)
tt −C2

t V (3)
xx ]xx − αV (3)

xxt

= −C2
0[〈 f (ε1, sign ε̇1)〉3ϑ + [〈 f ′

ε(ε1, sign ε̇1)〉0V (3)
x ]x

= −C2
0

(

ε2m cosKpx
∣

∣ cosKpx
∣

∣[a3 cos 3ϑ + b3 sin 3ϑ ]

− γ0ε
3
m cos3 Kpx [c3 cos 3ϑ + d3 sin 3ϑ ]

)

x

−C2
0

(

[a0εm

∣

∣ cosKpx
∣

∣− γ0c0ε
2
m cos2 Kpx ]V (3)

x

)

x
, (25)

где

〈 f (ε1, sign ε̇1)〉3ϑ = ε2m cosKpx
∣

∣ cosKpx
∣

∣[a3 cos 3ϑ

+ b3 sin 3ϑ ] − γ0ε
3
m cos3 Kpx [c3 cos 3ϑ + d3 sin 3ϑ ],

〈 f ′
ε(ε1, sign ε̇1)〉0 =

1

2π

2π
∫

0

f ′
ε(ε1, sign ε̇1)dϑ

= a0εm

∣

∣ cosKpx
∣

∣− γ0c0ε
2
m cos2 Kpx ,

a3 =
1

15π
(γ1 − γ2 + γ3 − γ4),

b3 =
1

60π
(γ1 + γ2 + γ3 + γ4),

c3 =
1

15π
(γ1 + γ2 + γ3 + γ4) +

1

32
(γ1 − γ2 + γ3 − γ4),

d3 =
1

40π
(γ1 + γ2 + γ3 + γ4),

a0 = (γ1 − γ2 + γ3 − γ4)/2π + (γ1 + γ2 + γ3 + γ4)/8,

c0 = (3/16)(γ1 − γ2 + γ3 − γ4)

+ (1/2π)(γ1 + γ2 + γ3 + γ4).

Частота третьей гармоники 3(�p + δnl) в отличие от

второй близка к резонансной частоте �3p−1, поэтому ре-

шение уравнения (25) будем искать в виде собственной

моды резонатора с номером 3p − 1:

V (3)(x , t) = V3 sinK3p−1x sin(3ϑ + ϕ3), (26)

где V3, ϕ3 = const.

Умножая уравнение (25) на sinK3p−1x и интегрируя

его по x от 0 до L, находим выражение для ампли-

туды деформации ε3 = K3p−1V3 = 3KpV3 колебаний на

частоте 3� при резонансном возбуждении на основной

частоте

ε3 =
8

√

a2
3 + b2

3

(

1− 15π
32

γ0gεm
)

ε2m�p

5π
[

(3�p/Q3p−1)2+4[3(1−q)δnl(εm)+1�3p−1]2
]1/2

,

(27)
где

q =
36a0

35πa1

[

1 + γ0εm

(

c1

a1

− 35π

144

c0

a0

)]

,

g =
a3c3 + b3d3

a2
3 + b2

3

, 1�3p−1 = 3�p −�3p−1

— дисперсионная расстройка частоты 3�p от соответ-

ствующего резонанса �3p−1, связанная с линейной дис-

персией волн в стержне и отличием граничных условий

резонатора от идеальных.

В этом режиме вначале, когда γ0εm ≪ 1, имеют

место следующие зависимости: δnl(εm), µnl(εm) ∝ εm,

V2(L), ε3 ∝ ε2m, а затем при увеличении εm должны

наблюдаться отклонения от них, в частности, для δnl(εm)
(при c1/a1 > 0) и µnl(εm) — в сторону насыщения.

Здесь в резонаторе нелинейная дисперсия гистерезисно-

го материала [1] проявляется в нелинейной расстройке

1�3p,nl(εm) = 3(1− q)δnl(εm) частоты третьей гармони-

ки от соответствующего линейного резонанса.

Сильноамплитудный режим (γ0εm ≫ 1)

В сильноамплитудном режиме, когда на большей

части резонатора и на большей части периода волны

для деформации ε(x , t) выполняется условие γ0|ε| ≫ 1

и 1
1+γ0|ε|

∼= 1
γ0|ε| , гистерезисная функция (2) имеет вид

f (ε, sign ε) =
1

2γ0

×



















γ1ε, ε > 0, ε̇ > 0,

−γ2ε + (γ1 + γ2)em, ε > 0, ε̇ < 0,

γ3ε, ε < 0, ε̇ < 0,

−γ4ε − (γ3 + γ4)em, ε < 0, ε̇ > 0.

(28)
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В этом случае задача о нелинейных колебаниях ре-

зонатора решается так же, как и в малоамплитудном

режиме: резонансная кривая резонатора и максималь-

ная амплитуда εm деформации определяются теми же

уравнениями (16) и (18), а характеристики колебаний —

следующими выражениями:

δnl(εm) = −a1�p = const, µnl(εm) = b1�
−1
p = const,

(29)

V2(x) =
2(a2

2 + b2
2)

1/2εmL
3π(2p − 1)

(

sign(cosKpx) sinKpx

− 2

[

1

2
+

Kpx
π

]

cos 2Kpx

)

, (30)

V2(L) =
2(a2

2 + b2
2)

1/2εmL
3π

, tgϕ2 =
a2

b2

, ε3 = 0, (31)

где

a1 =
1

4πγ0

(

γ1 + γ2 + γ3 + γ4 +
γ1 − γ2 + γ3 − γ4

4

)

,

b1 =
γ1 + γ2 + γ3 + γ4

4πγ0
,

a2 =
γ1 − γ2 − γ3 + γ4

6πγ0
,

b2 =
γ1 + γ2 − γ3 − γ4

6πγ0
.

(В выражении (30) квадратные скобки также означают

целую часть числа 1
2

+
Kpx
π
.)

Отметим, что в сильно-амплитудном режиме име-

ют место следующие зависимости: δnl(εm) = const,

µnl(εm) = const, V2(L) ∝ εm, а ε3 = 0. Все они свя-

заны с насыщением гистерезисной нелинейности:

f (ε, sign ε̇) ∝ (γ1−4/γ0)ε. В этом режиме нелинейная

дисперсия приводит к тому, что вынуждающая си-

ла для колебаний V (3)(x , t) в резонаторе с жест-

кой и мягкой границами пропорциональна cos 3Kpx ,
а собственной функцией такого резонатора является

sinK3p−1x = sin 3Kpx , т. е. для колебаний V (3)(x , t) пра-

вая часть уравнения (11) ортогональна собственной

функции этого уравнения, поэтому ε3 = 0.

Нелинейные эффекты АЗВТ
в резонаторе из отожженной меди

Эффекты гистерезисной нелинейности наблюдаются

во многих поликристаллических материалах: металлах,

сплавах, горных породах, причем часто в разных ма-

териалах они проявляются по-разному. В некоторых

металлах, например в отожженной меди, даже в области

не очень больших деформаций (εm < 10−5) имеет ме-

сто насыщение гистерезисных потерь. Здесь приведены

результаты экспериментальных исследований нелиней-

ных акустических эффектов АЗВТ в резонаторе из

отожженной поликристаллической меди. Эксперимент

проводился со стержневым резонатором с жесткой и

мягкой границами. Длина стержня L составляла 30 cm,

его диаметр — 8mm.

Температура отжига стержня — 800◦C, время отжига

около 4 h. Резонансные частоты Fp = �p/2π и доброт-

ности �p первой и второй продольных мод резонато-

ра составляли: F1 ≈ 3210Hz, Q1 ≈ 210 и F2 ≈ 9435Hz,

Q2 ≈ 165. Резонансная частота F1 ≈ 3210Hz соответ-

ствуют тому, что скорость C0 низкочастотной продоль-

ной волны в стержне равна 3.8 · 105 cm/s. Измерения

нелинейных эффектов проводились при возбуждении

резонатора на его первой моде (p = 1). На рис. 1

показан график зависимости амплитуды деформации εm

стержня (в резонансе) от амплитуды u0 электрического

напряжения на пьезокерамическом излучателе (u0 в дБ

относительно 1µV, u0 ∝ A0). Из рис. 1 следует, что

при малых деформациях (εm ≤ 2 · 10−7) имеет место

линейная зависимость εm от u0 (т. е. εm ∝ u0), затем при

2 · 10−7 < εm ≤ 2 · 10−6 зависимость εm = εm(u0) стано-

вится нелинейной, а при εm > 2 · 10−6 опять наблюда-

ется линейная зависимость εm ∝ u0. Такое поведение εm

от u0 свидетельствует о наличии нелинейных потерь в

резонаторе и их насыщении. Из выражения (18) и экс-

периментальной зависимости εm = εm(A0) (рис. 1) опре-

делим соответствующую ей зависимость µnl = µnl(εm).
Учитывая, что u0 ∝ A0, из выражения (18) получаем

формулу для определения нелинейных потерь

µnl(εm)

µp
=

εm,1

εm

u0

u0.1

− 1, (32)

где εm,1 и u0.1 — начальные экспериментальные значения

амплитуды деформации стержня и амплитуды напряже-

ния на излучателе, когда эффекты АЗВТ пренебрежимо

80 100 120 140 160
–8

–7

–6

–5

–4

lg
 (

)
e m

u0, dB

Рис. 1. Зависимость амплитуды εm (в резонансе) от амплиту-

ды электрического напряжения u0 на излучателе (в децибелах

относительно 1 µV). Прямые линии соответствуют линейным

зависимостям εm ∝ u0 .
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Рис. 2. Зависимости µnl(εm)/µ1 (1) и |1Fnl(εm)|/F1 (2) от

амплитуды εm . Прямые линии соответствуют линейным зави-

симостям |1Fnl(εm)|/F1 и µnl(εm)/µ1 от εm .
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Рис. 3. Зависимость амплитуды третьей гармоники ε3 от

резонансной амплитуды εm . Прямая линия соответствует квад-

ратичной зависимости ε3 от εm .

малы и εm ∝ A0 ∝ u0, а εm и u0 — текущие значения

амплитуды деформации стержня и амплитуды напря-

жения на излучателе, когда эффекты АЗВТ проявля-

ются вполне заметно, εm > εm,1, u0 > u0.1. Зависимость

µnl(εm)/µ1 от εm приведена на рис. 2. На этом же

рисунке приведена зависимость |1Fnl(εm)|/F1 от εm, где

1Fnl(εm) = 2πδnl(εm) < 0. Из рис. 2 видно, что вначале

(при εm ≤ 4 · 10−6) µnl(εm) ∝ εm, 1Fnl(εm) ∝ εm, а за-

тем (при εm > 4 · 10−6) µnl(εm) и 1Fnl(εm) стремятся к

насыщению. Это соответствует теоретическим зависи-

мостям (17), (29). При достаточно большой амплиту-

де εm > 3 · 10−7 в резонаторе наблюдалась генерация

третьей гармоники. (Уровень второй гармоники из-за

ее
”
нерезонансности“ был мал и недостаточен для

надежного измерения.) На рис. 3 приведена зависимость

амплитуды третьей гармоники ε3 от резонансной ампли-

туды εm . Из этого рисунка видно, что зависимость ε3
от εm немонотонна, при этом можно выделить три диа-

пазона по амплитуде εm, в которых имеют место следую-

щие зависимости: в первом (3 · 10−7 ≤ εm ≤ 4 · 10−6) —

ε3 ∝ ε2m, во втором (4 · 10−6 ≤ εm ≤ 8 · 10−6) ε3 ≈ const

и в третьем (8 · 10−6 ≤ εm ≤ 10−5) ε3 сильно умень-

шается. Такое поведение ε3 качественно соответствует

теоретическим зависимостям (27), (31). Из сравнения

теоретических и экспериментальных результатов можно

определить значения параметров гистерезисной нели-

нейности (2). По измеренным нелинейным потерям и

сдвигу резонансной частоты в малоамплитудном режиме

находим a1
∼= 3 · 103, b1 ≈ 1.2 · 103, γ1 + γ3 ≈ 2.4 · 104,

γ2 + γ4 ∼= 8 · 104,
√

a2
3 + b2

3
∼= 3.8 · 103 . Значение послед-

него коэффициента можно независимо определить по

амплитуде третьей гармоники из выражения (27), при

этом он оказывается равным

√

a2
3 + b2

3 ≈ 3.7 · 103, что

достаточно близко к значению

√

a2
3 + b2

3, определенному

по нелинейным потерям и сдвигу резонансной частоты.

Наконец, определим параметр γ0, ответственный за

насыщение нелинейных потерь. Из выражения (18) сле-

дует, что в малоамплитудном (при µnl(εm)/µp ≪ 1) и

в сильноамплитудном режимах имеем соответственно

следующие линейные зависимости εm,1 и εm,2 от A0:

εm,1 = 2A0Qp/L, εm,2 =
2A0Qp/L
1 + b1Qp

. (33)

Из этих выражений находим b1Qp = εm,1

εm,2
− 1. Из рис. 1

видно, что εm,1/εm,2 = 2.75 и, следовательно,

γ0 =
(γ1 + γ2 + γ3 + γ4)Q1

4π[(εm,1/εm,2) − 1]
≈ 106.

Заключение

В настоящей работе проведены теоретические иссле-

дования нелинейных акустических эффектов в стержне-

вом резонаторе с гистерезисной нелинейностью при его

гармоническом возбуждении. При малых и больших ам-

плитудах возбуждения резонатора (т. е. в режимах до и

после насыщения) получены аналитические выражения

для нелинейных потерь и сдвига резонансных частот,

а также для амплитуд второй и третьей гармоник. Ам-

плитудные зависимости этих эффектов свидетельствуют

о сложной и разнообразной динамике нелинейных вол-

новых процессов в резонаторах с гистерезисной нели-

нейностью. При малых амплитудах возбуждения резо-

натора нелинейная дисперсия гистерезисного материала

приводит к нелинейной расстройке частоты третьей

гармоники от соответствующего линейного резонанса,
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а при больших — нелинейная дисперсия проявляет-

ся в том, что вынуждающая сила для колебаний на

частоте третьей гармоники становится ортогональной

собственной функции резонатора, что в итоге приводит

к сильному падению амплитуды колебаний резонатора

на этой частоте. В настоящей работе приведены ре-

зультаты экспериментального исследования гистерезис-

ных эффектов в резонаторе из отожженной поликри-

сталлической меди, согласующиеся с аналитическими

результатами (что, впрочем, неудивительно, так как

гистерезисное уравнение состояния строилось на основе

результатов экспериментов с материалами, в которых

наблюдается насыщение нелинейных потерь). Из срав-

нения теоретических и экспериментальных результа-

тов определены параметры гистерезисной нелинейности

отожженной меди. Их значения оказались достаточно

высокими, что позволяет надеяться на возможность

измерения нелинейных эффектов в резонаторах и из

других гистерезисных материалов даже при не очень

больших амплитудах акустических волн.
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