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Для описания плотности состояний полупроводниковой подложки использована модель, отвечающая

параболическому электронному спектру. В аналитической форме получены критерии возникновения

щели/щелей в плотности состояний эпитаксиального графена и ее/их характеристики (ширина, расположение
по отношению к запрещенной зоне подложки). Предложен способ экспериментальной проверки полученных

результатов.

Проблема эпитаксиального графена [1–4] привлекает
внимание в первую очередь в связи с разработкой пла-

нарных приборных структур. Второй момент — возмож-

ность создания графенового слоя (слоев) непосредствен-
но на SiC-подложке. С точки зрения теории основным

здесь является вопрос о том, как подложка влияет

на спектр электронных состояний графена. В случае

полупроводникового субстрата, самое существенное —

понять, появляется ли в спектре графена энергетическая

щель, и если появляется, то при каких условиях. Мо-

дельному подходу к ответу на этот последний вопрос бы-

ли посвящены работы [5,6], где для описания субстрата

использовалась модель Халдейна–Андерсона [7]. В этой

модели энергетическая плотность состояний ρs(ω), где
ω — энергетическая переменная, задается двумя прямо-

угольными полубесконечными ступеньками одинаковой

высоты [7], разделенными запрещенной зоной Eg .

В работах [5,6] удалось проанализировать, как место-

положение и ширина 1 возникающей в спектре эпитак-

сиального графена щели зависят от взаиморасположения

точки Дирака графена ωD и запрещенной зоны подлож-

ки Eg . Не было, однако, получено критерия возникнове-

ния щели, связывающего энергию взаимодействия меж-

ду ближайшими атомами углерода свободного графена t
и матричный элемент взаимодействия атома графена с

подложкой V . Между тем ясно, что при t/V ≫ 1 имеем

квазисвободный графен, т. е. бесщелевой; при t/V ≪ 1

говорить о графене уже нет смысла. Обстоятельством,

помешавшим получить в работах [5,6] обсуждаемый

критерий, явилась сама модель Халдейна–Андерсона [7].
Наличие скачков-ступенек в функции ρs (ω) приводит к

появлению расходимостей в плотности состояний, так

что, строго говоря, щели появляются уже при сколь

угодно малом значении V . Поэтому в настоящей работе

предложим хоть и простую, но более реалистичную

модель ρs (ω), позволяющую найти критерий возникно-

вения щели в эпитаксиальном графене.

Будем считать, что подложке отвечает параболиче-

ский закон дисперсии, так что энергетическая плотность

состояний ρs (ω) есть

ρs(ω) =















AC
√

ω − Eg/2, Eg/2 < ω ≤ WC + Eg/2,

AV
√

−ω − Eg/2, −WV − Eg/2 ≤ ω < −Eg/2,

0, |ω| ≤ Eg/2, |ω| > WC,V + Eg/2.

(1)

Здесь AC,V = A′
C,V�, где A′

C .V =
√
2m3/2

dc,ν/π
2
~
3, где

mdc(ν) — эффективная масса для плотности состояний

зоны проводимости (валентной зоны) [8,9], � — объем

элементарной ячейки, WC(V ) — ширина зоны прово-

димости (валентной зоны), за нуль энергии принято

положение центра запрещенной зоны субстрата. Пара-

метры AC,V и WC .V не являются независимыми. Действи-

тельно, из того обстоятельства, что в зонах разрешенных

состояний нужно разместить Ne электронов, следует

условие
∞
∫

−∞

(ω)dω = Ne, (2)

которое, например, в случае соединений ANB8−N сводит-

ся к AC,VW 3/2
C,V = 6.

Мы здесь обрезали плотности состояний на внешних

краях зоны проводимости и валентной. В принципе

не трудно было бы ввести более адекватную модель,

лишенную скачков при ω = ±(W + Eg/2). В настоящий

момент, однако, нас интересует лишь область энергий,

перекрывающаяся с запрещенной зоной, и не интересует

периферия.

Как показано в [5,6], локальная (на один атом) плот-

ность состояний однослойного эпитаксиального графена
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ρg(ω) дается выражением

ρg(ω) =
1

πξ2

[

Ŵ(ω) ln

(

�∓ ξ
)2

+ Ŵ2(ω)

�
2
+ Ŵ2(ω)

+ 2�

(

arctan
�

Ŵ(ω)
− arctan

�∓ ξ

Ŵ(ω)

)]

, (3)

Ŵ(ω) = πV 2ρs(ω), (4)

3(ω) =
1

π
P

∞
∫

−∞

Ŵ(ω′)dω′

ω − ω′
dω′, (5)

где P — символ главного значения, � = ω − εa , где

εa ≡ ωD , � ≡ �− 3(ω), ξ ≡ 3taqB/2, qB — вектор

обрезания [5,6], a — расстояние между ближайшими

соседями в графене; верхний знак в (2) относится к

π∗-зоне (� > 0), нижний — к π-зоне графена (� < 0).
Подставляя (1) и (4) в (5) и полагая для просто-

ты AC = AV = A, WC = WV = W , получим приведенную

функцию сдвига 3(ω) = 3(ω)/AV 2 в виде

3(ω) =















F−(ω) − L−(ω), ω < −Eg/2,

F−(ω) − F+(ω), −Eg/2 ≤ ω ≤ Eg/2,

−F+(ω) + L+(ω), ω > Eg/2,

(6)

где

F±(ω) = 2
√

±ω + Eg/2 arctan

√
W

√

±ω + Eg/2
,

L±(ω) =
√

±ω − Eg/2 ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

±ω − Eg/2 +
√

W
√

±ω − Eg/2−
√

W

∣

∣

∣

∣

∣

. (7)

Для дальнейшего анализа удобно ввести безраз-

мерные величины: энергию x = 2ω/Eg , ширину зоны

w = 2W/Eg , функцию уширения квазиуровня γ(x) =
= Ŵ(x)/Ŵ0, Ŵ0 = πAV 2

√

Eg/2, функцию сдвига квази-

уровня λ(x) = 3(x)/AV 2
√

Eg/2.

Функция λ(x) представлена на рис. 1. Из рисунка

следует, что при x = ±1 (ω = ±Eg/2) имеются экстре-

мумы функции λ(x), а расходимости, присущие модели

Халдейна–Андерсона, отсутствуют. Наличие же расхо-

димостей при x = ±4 (ω = ±(W + Eg/2)) не вносит

искажений в поставленную здесь задачу (см. ниже).
Отметим, что

3max ≡
∣

∣3(±Eg/2)
∣

∣ = 2
√

Eg arctan
√

W/Eg . (8)

Рассмотрим теперь плотность состояний эпитаксиаль-

ного графена (3) в области энергий, соответствующих

запрещенной зоне субстрата, т. е. при |ω| < Eg/2. В этой

области функция Ŵ(ω) тождественно равна нулю, так

что (3) сводится к выражению

ρg(ω) =
2�

πξ2

(

arctg
�

s
− arctg

�∓ ξ

s

)

, (9)
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Рис. 1. Зависимость приведенной функции сдвига λ(x) от

безразмерной энергии x при w = 3. Области (−4,−1), (1, 4),
выделенные на оси y = 0 жирными отрезками, отвечают соот-

ветственно валентной зоне и зоне проводимости.

где s = 0+. Значение ρg(ω) обращается в нуль при

условии выполнении неравенства

�
(

�∓ ξ
)

> 0, (10)

где по-прежнему знак минус относится к случаю � > 0,

знак плюс — к � < 0. Таким образом, при � > 0

условием выполнения неравенства (9) является � > ξ .

В обратном же случае � < 0 условие (3) выполняет-

ся при � < −ξ . Объединяя два этих случая, получим

окончательное неравенство, эквивалентное (10), в виде

|�| > ξ или

|ω − εa − 3(ω)| > ξ, (11)

или в безразмерном виде

|z − ηa −Cλ(x)| > ζ, (12)

где C = AV 2
√

2/Eg , ηa = 2εa/Eg , ζ = 2ξ/Eg .

Рассмотрим для начала простейший (симметричный)
случай, когда εa = 0 (точка Дирака графена совпадает

с центром запрещенной зоны субстрата). Рис. 2 ил-

люстрирует решение неравенства (12). В случае C = 1

(график 1 на рис. 2) при ζ = ζ1 = 3.70 неравенство (12)
не выполняется, так что щели в спектре графена от-

сутствуют. При ζ = ζ2 = 2.80 неравенству (12) отве-

чают области (−1,−0.95) для 1− и (0.95, 1) для 1+

(здесь и в дальнейшем щель, расположенная в нижней

части запрещенной зоны субстрата, будет обозначаться

как 1−, в верхней — как 1+). При ζ = ζ3 = 0.56 эти об-

ласти расширяются и становятся равными (−1,−0.25)
и (0.25, 1) для 1− и 1+ соответственно. Именно эти
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Рис. 2. К решению неравенства (12) при w = 3, ηa = 0,

C = 1 (1) и C = 0.25 (2), ζ1 = 3.70, ζ2 = 2.80, ζ3 = 0.56.
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Рис. 3. Плотность состояний графена в области запрещен-

ной зоны подложки при w = 3, C = 1, ζ1 = 3.70, ζ2 = 2.80,

ζ3 = 0.56.

области и отвечают щелям в спектре эпитаксиального

графена. В случае C = 0.25 (график 2 на рис. 2) при

ζ = ζ1 и ζ = ζ2 неравенство (12) не выполняется, так что

щель в спектре графена отсутствует. При ζ = ζ3 щели по

сравнению со случаем C = 1 сужаются. Таким образом,

увеличение ξ ∝ t при C = const ведет к сужению щелей

и к их исчезновению при определенном критическом

значении ξmax. С другой стороны, увеличение C ∝ V 2 при

ξ = const ведет к расширению существующих щелей и

возникновению новых.

Определим значение ξmax из (11). Для симметричного

случая имеем

ξmax =
1

2
Eg + 2AV 2

√

Eg arctan
√

W/Eg . (13)

При ξ < ξmax в плотности состояний эпитаксиального

графена имеются две щели, расположенные симметрич-

но относительно центра запрещенной зоны подложки.

В областях энергий, где щели отсутствуют, плотность

состояний графена

ρg(ω) =
2|�|
ξ2

. (14)

На рис. 3 представлена приведенная плотность состо-

яний ρ∗
g (x) = ρg(x)(Eg/2) в области запрещенной зоны

для случая C = 1 и ζ = ζ1, ζ2, ζ3.

Перейдем теперь к асимметричному случаю, полагая

εa 6= 0. На рис. 4 представлен графический подход к

решению неравенства (12) для ηa1 = 0.5, ηa2 = 1.0,

ηa3 = 2.0. Из рисунка следует, что при ζ = ζ1 = 3.70, ко-

гда в симметричном случае щели отсутствовали (рис. 2),
в асимметричном случае щель 1− возникает для всех

рассмотренных значений ηa , причем 1−3 > 1−2 > 1−1.

С другой стороны, в асимметричном случае щель 1+2

возникает только при ζ < 3. Таким образом, при ηa > 0

щели 1− в асимметричном случае уширяются (от-
крываются) по сравнению с симметричным случаем, а

щели 1+, наоборот, сужаются (исчезают). При ηa < 0

возникает обратная картина.
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Рис. 4. К решению неравенства (12) при w = 3, C = 1,

ζ1 = 3.70, ζ2 = 2.80, ζ3 = 0.56. 1 — ηa = 0.5, 2 — ηa = 1.0,

3 — ηa = 2.0.
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Запишем критерий возникновения щелей в асиммет-

ричном случае

ξ∓max =

∣

∣

∣

∣

∣

1

2
Eg ± εa + 2AV 2

√

Eg arctan

√

W
Eg

∣

∣

∣

∣

∣

. (15)

В заключение отметим, что экспериментальную про-

верку полученных результатов проще всего осуществить

для однослойного эпитаксиального графена, сформиро-

ванного на гексагональных политипах карбида крем-

ния [6,10–14]. Действительно, при переходе от политипа

к политипу меняются, в первую очередь, значения Eg

и ξ [15] (и, возможно, A), а при смене Si-грани на С-грань

или интеркаляции водорода в пространство между под-

ложкой и слоем графена изменяется значение V .
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