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Построена система дифференциальных уравнений с учетом аддитивной и мультипликативной флук-

туационных составляющих для описания стохастической системы конденсации вещества. Исследована

фазовая диаграмма системы, определяющая области существования процессов конденсации, разборки

предварительно осажденного вещества и полного испарения. Проанализирована плотность распределения

значений концентрации адсорбированных атомов.

Ведение

В последнее время развитие различных областей

науки и техники вплотную связано с использованием

наноматериалов. Особый интерес при этом вызыва-

ют нанопористые материалы, которые применяются не

только в медицине и биологии, но также используются

в процессах катализа, очистки жидкости и т. д. Однако

в большинстве случаев производство нанопористых ма-

териалов связано с множеством технологических про-

блем, поэтому огромное практическое значение имеют

разработки новых технологий получения нанопористых

материалов. Одним из перспективных направлений при

этом является конденсация вещества в стационарном ре-

жиме, близком к фазовому равновесию. Такое состояние

достигается благодаря наличию плазмы, повышающей

эффективную температуру ростовой поверхности, а са-

моорганизация обеспечивается естественным течением

процесса конденсации [1,2].

В результате таких процессов в системах со слабой

обратной связью при малых значениях равновесной кон-

центрации ne и осаждаемого потока реализуется един-

ственное состояние, отвечающее стационарному режиму

конденсации; с усилением обратной связи и инверсией

осаждаемого потока появляется стационарное состояние

разборки предварительно осажденного конденсата, что

отвечает режиму образования нанопористых структур.

Полученные при этом нетривиальные структуры [1,3–5]
могут быть использованы в технологиях, связанных с

квантовыми точками (например, пирамидальный ступен-

чатый монокристалл никеля [2]) или в виде мембран

(например, ажурная структура меди [2]). Кроме того,

методика [1] позволяет получать и другие нанообъекты:

фуллерены, нанотрубки, нанокристаллы алмаза и т. д.

В основе теоретического рассмотрения данного про-

цесса [2] лежит самосогласованное описание трех сте-

пеней свободы: поверхностной концентрации адсорбиро-

ванных атомов n, температуры ростовой поверхности T ,
отсчитанной от температуры внешней среды, и потока

десорбции J . При этом самосогласованное поведение

указанных величин обеспечивает процесс самоорганиза-

ции системы плазма–конденсат. С физической точки зре-

ния данная самоорганизация обусловлена тем, что под

действием плазмы повышение энергии адсорбированных

атомов приводит в процессе конденсации к увеличению

температуры ростовой поверхности, которое, в свою

очередь, компенсируется потоком десорбции адсорбиро-

ванных атомов, отвечающих за пересыщение n−ne .

Уравнения эволюции системы

В работе [5] достигнуто понимание основных черт

картины самоорганизации в адиабатическом приближе-

нии, предполагающем, что температура ростовой по-

верхности и поток десорбции адсорбированных атомов

следуют за изменением концентрации. При этом урав-

нение эволюции поверхностной концентрации адсорби-

рованных атомов построено с учетом условия непре-

рывности и теоремы Гаусса. Кроме того, основываясь

на синергетическом подходе [6], уравнения эволюции

оставшихся степеней свободы содержат диссипативные

вклады и слагаемые, представляющие положительную

и отрицательную обратные связи. В результате система

дифференциальных уравнений, позволяющая самосогла-

сованным образом представить переход между двумя

состояниями (плазма–конденсат), имеет вид

ṅ =
ne − n
τn

− J,

τT Ṫ = −T − a1nJ,

τJ J̇ = −(Jac + J) + aJnT, (1)

где τn, τT , τJ — времена релаксации соответствующих

величин, aT , aJ — положительные константы связи,

Jac — накопленный поток.

Однако состояние разборки поверхности, при котором

образуются нанопористые структуры, в рамках такой

схемы теоретического объяснения не находит. В рабо-

те [2] данная система описывается с учетом стохасти-

ческих источников, отражающих случайное воздействие

внешних факторов, которое всегда имеет место в реаль-

ном эксперименте. Для описания флуктуаций при этом
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был выбран белый шум, который представляет собой

идеализированную математическую модель. В реальном

же эксперименте значение флуктуаций в данный момент

времени, как правило, влияет на их значение в после-

дующий момент времени. Поэтому в настоящей работе

система дифференциальных уравнений (1)

τnṅ = (ne − n) = τnJ,

τT Ṫ = −T − aT nJ + ζ (t),

τJ J̇ = −(Jac + J) + aJnT + nξ(t) (2)

модифицируется с учетом стохастических источников,

представленных в виде процесса Орнштейна–Уленбека:

〈ζ (t)〉 = 0, 〈ζ (t)ζ (t′)〉 =
IT

τζ
exp

(

−
|t − t′|
τζ

)

,

〈ξ(t)〉 = 0, 〈ξ(t)ξ(t′)〉 =
IT

τξ
exp

(

−
|t − t′|
τξ

)

. (3)

Здесь IT , I — интенсивности флуктуаций температуры

ростовой поверхности и потока соответственно, τζ , τξ —

соответствующие времена релаксации флуктуаций.

Следует отметить тот факт, что в системе (2) для

температуры рассмотрен случай аддитивного шума, а

для потока — мультипликативного. Это объясняется

тем, что флуктуации температуры зависят только от

внешних условий (например, от стабильности работы

охладительной установки), а флуктуации потока десорб-

ции всегда взаимосвязаны с поверхностной концентра-

цией адсорбированных атомов.

В общем случае система (2) не имеет аналитического

решения, поэтому для ее последующего анализа необхо-

димо использовать некоторые приближения. Во-первых,

учтем, что в связи с согласованностью флуктуационных

процессов времена изменения флуктуаций температуры

и возникающие при этом флуктуации потока десорбции

будут тесно взаимосвязаны, что можно представить

соотношением

τζ ≈ τξ = τ . (4)

Кроме того, для облегчения математических расчетов

уместно будет использовать следующее соотношение

для интенсивностей шумов:

IT = k2I, (5)

где коэффициент k2 показывает, во сколько раз интенсив-

ность флуктуаций температуры больше интенсивности

флуктуаций потока.

Поскольку система (2) содержит достаточно большое

количество констант, то уместно будет ввести безраз-

мерные переменные. Для этого воспользуемся харак-

терными масштабами для времени t, концентрации n,
температуры ростовой поверхности T , потока J и ин-

тенсивности шума I :

ts ≡ τn, ns ≡ (aT aJ)
−1/2, Ts ≡ (τnaJ)

−1,

Js ≡ τ −1
n (aT aJ)

−1/2, Is ≡ τn. (6)

В результате безразмерная система уравнений, опи-

сывающих стохастическую систему плазма–конденсат,
принимает вид

ṅ = −(n − ne) − J,

δ−1Ṫ = −T − nJ + κλ(t),

σ−1J̇ = −(Jac + J) + nT + nλ(t), (7)

где введены соотношения времен релаксации

δ−1 ≡ τT /τn, σ−1 ≡ τJ/τn (8)

и нормированный коэффициент соотношения интенсив-

ностей шумов

κ = aJk.

Кроме того, с учетом приближения (4) стохастические
источники в уравнениях для температуры и потока

теперь определяются выражениями

〈λ(t)〉 = 0, 〈λ(t)λ(t′)〉 =
I
τ
exp

(

−
|t − t′|

τ

)

(9)

с безразмерными величинами.

Исследование кинетики системы [3,4] при различных

соотношениях времен релаксации поверхностной кон-

центрации напыляемого вещества n, температуры росто-

вой поверхности T и потока десорбции J показало, что

вблизи стационарных точек наблюдается либо участок

замедленной эволюции, либо спиральный участок, на

котором реализуется немонотонный режим конденсации.

При этом процессу конденсации благоприятствует рост

времени релаксации температуры τT . Кроме того, из

экспериментальных фактов известно, что немаловаж-

ную роль при обратном процессе разборки конденсата

(образовании нанопористых структур) играют резкие

перепады температуры ростовой поверхности (перебои
в системе охлаждения установки), т. е. время изменения

температуры τT в данном случае является наименьшим.

Поэтому, учитывая данные факты, рассмотрим самоор-

ганизованную систему плазма–конденсат в приближении
малого времени изменения температуры

τJ ≈ τn ≫ τT . (10)

Учитывая приближение (10), соотношения (8) можно

представить следующим образом:

δ−1 → 0, σ ≈ 1. (11)

Тогда выражение, стоящее в левой части второго

уравнения (7), пренебрежимо мало, и для температуры

получим зависимость

T = n(ṅ + n − ne) + κλ(t), (12)

где была учтена зависимость для потока J = ne − ṅ − n,
полученная из первого уравнения системы (7). Диф-

ференцируя по времени последнее соотношение для

Журнал технической физики, 2013, том 83, вып. 11



12 Т.И. Жиленко, О.В. Ющенко

потока и подставляя полученное выражение совместно

с зависимостью (12) в третье уравнение системы (7),
окончательно получим дифференциальное уравнение

второго порядка

n̈ + ṅ
[

1 + σ (1 + n2)
]

= σ Jac − σ (n − ne)(1 + n2)

− σ (1 + κ)nλ(t). (13)

Уравнение эволюции (13) имеет каноническую фор-

му нелинейного стохастического осциллятора Ван-дер-

Поля [7–9]

n̈ + ṅγ(n) = f (n) + g(n)λ(t), (14)

где коэффициент трения γ(n), сила f (n) и амплитуда

шума g(n) определяются выражениями

γ(n) = 1 + σ (1 + n2),

f (n) = σ
[

Jac − (n − ne)(1 + n2)
]

,

g(n) = σ (1 + κ)n. (15)

Диаграмма состояний системы

Далее наша задача состоит в нахождении распреде-

ления системы в фазовом пространстве, образуемом

значениями поверхностной концентрации n, скорости ее

изменения ṅ и времени t .
С этой целью представим уравнение Эйлера (13) в

рамках формализма Гамильтона [10]

ṅ = p,

ṗ = γ(n)p + f (n) + g(n)λ(t). (16)

Тогда искомая плотность вероятности P(n, p, t) сводит-

ся к усреднению по шуму λ функции распределения

ρ(n, p, t) решений системы (16)

P(n, p, t) = 〈ρ(n, p, t)〉. (17)

Будем исходить из метода, впервые предложенного

в статье [11] и развитого в работах [12,13]. Для этого

представляем уравнение непрерывности в интегрально-

дифференциальном виде, используя метод разложения

по кумулянтам Ван Кампена [7]; затем на основе пра-

вила суммирования Эйнштейна [11] получаем уравнение

Крамерса [14], решением которого является функция

P(n, p, t). Однако поскольку практический интерес пред-

ставляет не полная функция распределения P(n, p, t), а
ее интеграл

P(n, t) =

∫

p

P(n, p, t)d p, (18)

то, анализируя рекуррентное соотношение [11–13], при-
ходим к уравнению Фоккера–Планка в форме Крамерса–
Мойала

∂P(n, t)
∂t

= −
∂[D1(n)P(n, t)]

∂n
+

∂2[D2(n)P(n, t)]
∂n2

, (19)

где коэффициенты дрейфа и диффузии определяются

функциями (15)

D1(n) =
1

γ(n)

{

f (n) +

[

M0(t)
g2(n)

γ2(n)

∂γ(n)

∂n

+ M1(t)g(n)
∂g(n)

∂n

]}

,

D2(n) = M0(t)
g2(n)

γ2(n)
(20)

и моментами корреляционной функции (9)

M0(t) = M0 = I, (21)

M1(t) = M1 = Iτ . (22)

В стационарном случае P(n, t) не зависит от времени

и выполняется условие
∂P(n,t)

∂t = 0. Тогда стационар-

ное состояние соответствующего процесса (конденса-
ции, разборки или испарения) определяется условием

экстремума распределения P(n), которое сводится к

выражению

D1(n) −
∂D2(n)

∂n
= 0. (23)

Подставляя в (23) соотношения (20), (21) и (15) и

проводя соответствующие преобразования, приходим к

уравнению

Jac = (n − ne)(1 + n2) − Iτ σ (1 + κ)2n

+
2Iσ (1 + σ )(1 + κ)2n

(

1 + σ (1 + n2)
)2

. (24)

Поскольку состояние, когда все осажденные атомы,

обладая избытком энергии, испаряются с подложки,

отвечает нулевой концентрации n = 0, то из (24) легко

получить условие, ограничивающее область существова-

ния такого решения

Jac = −ne. (25)

Численно анализируя зависимость (24), построим в

пространстве параметров I, Jac фазовую диаграмму си-

стемы (рис. 1), которая определяет области существо-

вания различных стационарных значений концентрации

(решений уравнения (24)) для различных соотношений

между интенсивностями флуктуаций температуры и по-

тока.

На рисунке прямая 1 отвечает условию (25), которое
делит фазовую диаграмму на две части: ниже прямой 1

(при Jac < −ne) обязательно существует решение n = 0,

которое отвечает процессу испарения предварительно

адсорбированных атомов; выше прямой 1 (при значе-

ниях накопленного потока Jac > −ne) решением уравне-

ния (24) будет ненулевое значение концентрации, что

отвечает либо процессу конденсации, либо разборке

предварительно осажденного на подложке конденсата.

Журнал технической физики, 2013, том 83, вып. 11



Статическое описание стохастической системы конденсации 13

Рис. 1. Фазовая диаграмма системы при ne = 0.25, τ = 0.25,

Jac = 4, κ = 1 (штрихпунктирные линии отвечают κ = 0.25,

штриховые — κ = 2).

В результате анализа условий реализации дополнитель-

ных решений уравнения (24) были построены кривые 2

и 3 и прямая 4, которые совместно с прямой 1 делят фа-

зовую диаграмму на пять областей. При этом область C

отвечает только процессу конденсации; с уменьшением

накопленного потока либо с увеличением интенсивности

шума система попадает в область CD, где процесс

конденсации сосуществует с процессом разборки по-

верхности,1 и уравнение (24) имеет два ненулевых

решения. В самой малой области D фазовой диаграммы

реализуется только состояние разборки, когда атомы

конденсата, предварительно осажденного на подложку,

испаряются не полностью, а выборочно, образуя при

этом ажурные нанопористые структуры. При увеличе-

нии интенсивности флуктуаций и инверсии накоплен-

ного потока система может перейти в область DV, где

процесс испарения идет более интенсивно, сосуществуя

при этом с островковыми пористыми структурами на

подложке. В области V остается только процесс испаре-

ния, когда все конденсируемые атомы вещества облада-

ют настолько большой энергией, что процесс адсорбции

не происходит, и атомы, отталкиваясь от поверхности,

возвращаются в рабочий объем установки.

Следует отметить, что при малых значениях интен-

сивности флуктуаций состояние разборки вообще не

реализуется, а с уменьшением значения Jac после пре-

одоления границы (25) все адсорбированные атомы на-

чинают испаряться, не образуя при этом нанопористых

структур. Кроме того, анализируя фазовую диаграмму

в зависимости от значения параметра κ, отвечающего

за соотношение между интенсивностями флуктуаций

температуры и потока, можно сказать, что наиболее

приемлемым случаем реализации процесса разборки и

1 В рамках методики [5,1] при проведении эксперимента порядка 7 h

такая ситуация может отвечать образованию вискеров, вдоль тела

которых кристаллическая фаза чередуется пористыми включениями.

образования нанопористых структур будет преобладание

интенсивности флуктуаций потока над интенсивностью

флуктуаций температуры.

Стационарное распределение

Для более наглядного представления процессов, ха-

рактерных для каждой из областей приведенной на

рис. 1 фазовой диаграммы, рассмотрим стационарное

решение уравнения Фоккера–Планка (19), которое сво-

дится к распределению [15]

P(n) =
N−1(n)

D2(n)
exp

{

n
∫

0

D1(n′)

D2(n′)
dn′

}

. (26)

Здесь нормировочный коэффициент определяется стан-

дартным образом

N =

∞
∫

0

dn
D2(n)

exp

{

n
∫

0

D1(n′)

D2(n′)
dn′

}

. (27)

В результате стационарное распределение по значениям

концентрации адсорбированных атомов принимает вид,

представленный на рис. 2.

Как видно из рис. 2, на кривой 1 реализуется един-

ственный максимум, отвечающий ненулевой концентра-

ции, т. е. в данном случае наиболее вероятным будет

только процесс конденсации вещества. Для кривой 2

наиболее вероятным будет процесс с малой концентра-

цией n, что отвечает процессу разборки предварительно

осажденного вещества. Кривая 3 характеризуется нали-

чием двух максимумов с различными значениями n 6= 0.

Такая ситуация отвечает описанному выше случаю сосу-

ществования двух процессов — конденсации и разборки

поверхности. Для кривой 4 максимум реализуется при

n = 0, т. е. наиболее вероятным будет процесс испаре-

ния, характеризуемый нулевой концентрацией адсорби-

рованных атомов.

Рис. 2. Функция распределения P(n) при ne = 0.25, τ = 0.25,

κ = 1. Кривая 1 отвечает I = 3, Jac = 7. Кривая 2 — Jac = 2,

I = 3. Кривая 3 — Jac = 9, I = 8. Кривая 4 — Jac = −0.4, I = 3.
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Заключение

В результате исследования стохастической системы

плазма–конденсат на основе синергетической схемы,

учитывающей самосогласованное поведение концентра-

ции адсорбированных атомов, температуры ростовой по-

верхности и потока десорбции, была построена система

трех дифференциальных уравнений с учетом флуктуа-

ций температуры и потока. При этом для описания усло-

вий, максимально приближенных к эксперименту, урав-

нение эволюции потока содержало мультипликативный

шум, а уравнение эволюции температуры — аддитивный.

Анализируя систему в рамках приближения (10), было
получено уравнение Эйлера в виде (13). Решая соответ-

ствующее уравнение Фоккера–Планка в стационарном

случае, были получены и проанализированы фазовая

диаграмма системы и плотность функции распределения

по значениям концентрации адсорбированных атомов.

В результате можно сделать вывод, что область фазовой

диаграммы, для которой характерным является процесс

разборки поверхности (или процесс образования нано-

пористых структур), реализуется только для небольшого

диапазона параметров системы, что подтверждается экс-

периментально. Таким образом, настоящая работа может

быть достаточно актуальна при рассмотрении условий

получения нанопористых материалов.

Настоящая работа выполнена при участии Министер-

ства образования и науки, молодежи и спорта Укра-

ины в рамках госбюджетной темы № 0112U001380,

№ 0110U004791.
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