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На основе уравнений полевой теории дефектов рассмотрены закономерности распространения плоских

гармонических в однородных средах с дислокациями и при наличии границ раздела. Определены коэффици-

енты отраженияи преломления волн смещений и волн поля дефектов, характеризуемого тензором плотности

дислокаций и тензором плотности потока дислокаций. Проанализированы зависимости полученных величин

от параметров граничащих сред.

В настоящее время внешние поверхности и внутрен-

ние границы раздела сред являются важными объектами

исследования физической мезомеханики [1], поскольку

в многочисленных исследованиях установлена их су-

щественная роль в процессах деформирования разру-

шения материалов. В настоящей работе рассмотрены

особенности прохождения волн через границу раздела

сред с дислокациями, динамика которых определяет

известный механизм пластической деформации. Иссле-

дование проводится на основе уравнений полевой тео-

рии дефектов [2], включающей динамические уравнения

калибровочной теории дислокаций

B∂iI i j = −P j , Seikl∂kαl j = −B∂0I i j − σi j (1)

и кинематические тождества континуальной теории

∂iαi j = 0, eikl∂k I l j = ∂0αi j , (2)

где αi j , I i j — компоненты тензоров плотности и

плотности потока дислокаций, σi j , P i — компоненты

напряжений и импульса, B , S — константы теории, ∂0 —

производная по времени. Рассматриваются вязкоупру-

гие, упруговязкопластические среды и среда Максвелла,

определяемые соотношениями

σi j = C i jkl∂kUl + Gi jkl∂k∂0Ul, (3)

σi j = C i jkl∂kul + ηI i j , (4)

∂0σi j = C i jkl∂0εkl − σi j/τ , (5)

где Ui , ui — компоненты вектора упругих и полных

смещений, C i jkl , Gi jkl — тензоры упругих модулей и

коэффициентов вязкости упругого тела, εi j — тензор

деформации, η — коэффициент вязкости, τ — время

релаксации. Напряжение и импульс удовлетворяют урав-

нению динамического равновесия ∂0P i = ∂nσni , которое

является условием совместности (1), (2).
Было установлено [3,4], что в рассматриваемых средах

распространяются волны смещений, связанные с дина-

микой компонент тензора плотности потока дислокаций

на плоскости фронта волны,

Un(z , t) = an exp(−iωt + iknz ),

Iz n(z , t) = (iρω/B)

∫

Un(z , t)dz , (6)

где z — направление распространения волны, ω —

частота волны, i — мнимая единица, kn — волновое

число, n = z , x , y . В вязкоупругих средах (3)

k2
z = (ω/C l)

2/(1− i tg δz ),

k2
x = k2

y = (ω/Ct)
2/(1− i tg δx ), (7)

tg δz = ω(γ + 2ν)/(λ + 2µ),

tg δx = tg δy = ων/µ.

Здесь C l =
√

(λ + 2µ)/ρ, Ct =
√
µ/ρ — продольная и

поперечная скорости упругих волн, tg δn — тангенсы

углов потерь, λ, µ — коэффициенты Ламе, γ , ν —

объемная и сдвиговая вязкость упругого тела. В случае

упруговязкопластических сред (4) волновые числа зада-

ются выражениями

k2
z = (ω/C l)

2(1 + i tg δ),

k2
x = k2

y = (ω/Ct)
2(1 + i tg δ),

tg δ = η/Bω. (8)

Можно показать, что в среде Максвелла (5) решения (6)
определяются волновыми векторами (8) при следующем

значении тангенса угла потерь:

tg δ = 1/τ ω. (9)

Компоненты тензора плотности потока дислокаций на

плоскостях, параллельных направлению распростране-

ния волны, могут быть записаны в виде

Imn(z , t) = qmn(z ) exp(−iωt + i〈kn〉z ), m = x , y, (10)

где qmn(z ) — амплитуды, зависящие от коорди-

нат при n = z = m, и константы при n 6= m 6= z ,
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Рис. 1. Зависимости модулей (a, c) и косинусов аргументов (b, d), коэффициентов отражения (a, b) и преломления (c, d) волн

смещений от отношений упругих импедансов; в упруго-вязкопластической среде и среде Максвелла tg δ− = 0, tg δ+ = 0 (1),
2.0 (2), 0, 2 (3), 2, 0.5 (4), 0.5, 2 (5); в вязкоупругой среде tg δ−n = 0, tg δ+

n = 0 (1), 0, 2 (2), 2, 0 (3), 0.5, 2 (4), 2, 0.5 (5).

〈kz 〉 = (kx + k)/2, 〈kx〉 = (kz + k)/2, 〈ky 〉 = k в слу-

чае Ixn компонент и 〈kz 〉 = (ky + k)/2, 〈ky 〉 = (kz + k)/2,
〈kx 〉 = k в случае Iyn компонент. Волновой вектор k
определяется следующим выражением для вязкоупругой

среды и среды Максвелла:

k = ω/C, C =
√

S/B, (11)

в упруговязкопластической среде

k = (ω/C)
√

1 + i tg δ. (12)

Полученные решения (6), (10) были использованы

для анализа закономерностей прохождения волн через

границу раздела неупругих сред с дислокациями. Рас-

смотрим частный случай нормального падения первич-

ной волны на границу раздела. Граничные условия для

компонент поля дефектов имеют вид

[BIz n] = 0, [αz n] = 0, [Imn] = 0, [Sαmn] = 0. (13)

Для компонент вектора смещений и напряжений гранич-

ные условия в случае идеального контакта записывают

обычным обрмзом

[Uz ] = 0 [Um] = 0, [σz n] = 0. (14)

Подставляя (6) в (14), можно получить выражения ко-

эффициентов отражения и преломления для волн ком-

понент вектора смещений

Rn =
ρ−k+

n + ρ+k−
n

ρ−k+
n + ρ+k−

n
, Yn =

2ρ−k+
n

ρ−k+
n + ρ+k−

n
(15)

и компонент тензора плотности потока дислокаций на

фронте волны

Rz n = Rn,

Yz n = (B−k−

n ρ+)/(B+k+
n ρ

−)Yn. (16)

Рассматриваемые величины представляют отношения

амплитуд отраженной и преломленной волн к амплитуде

падающей волны. Верхние индексы
”
−“,

”
+“ показывают

принадлежность к средам, где распространяются пер-

вичные и вторичные волны. Вторая пара равенств (13)
позволяет определить выражения коэффициентов Фре-

неля Imn компонент в виде

Rmn =
S−〈k−

n 〉 − S+〈k+
n 〉

S−〈k−
n 〉 + S+〈k+

n 〉
,

Ymn =
2S−〈k−

n 〉
S−〈k−

n 〉 + S+〈k+
n 〉

, m = x , y. (17)

Следует отметить, что коэффициенты отражения и пре-

ломления Imz , Imm компонент, представляющих сумму

двух колебаний [3,4], могут быть вычислены лишь

приближенно в рамках метода медленно меняющихся

амплитуд [5], что предполагает ∂z qmi(z ) = 0, i = z , m.

На основе (15)–(17) были рассчитаны действительные

и мнимые части рассматриваемых величин, найдены их

модули и аргументы. На рис. 1 приведены зависимости

модулей и косинусов аргументов коэффициентов отра-

жения и преломления волн смещений от отношений
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Рис. 2. Зависимости модулей (a) и косинусов аргументов (b) коэффициентов преломления волн компонент тензора плотности

потока дислокаций на фронте волны от отношений упругих импедансов при tg δ− = 0, tg δ+ = 0 (1), 2, 0 (2), 0, 2 (3), 2, 0.5 (4),
0.5, 2 (5) в случае упруго-вязкопластической среды и среды Максвелла и при tg δ− = 0, tg δ+ = 0 (1), 0, 2 (2), 2, 0 (3), 0.5, 2 (4),
2, 0.5 (5) в вязкоупругой среде; B−/B+ = 1.

упругих импедансов граничащих сред pn = ρ+C+
n /ρ

−C−
n

при различных значениях тангенсов углов потерь. Дан-

ные зависимости зеркально противоположны относи-

тельно тангенсов углов потерь граничащих сред для

вязкоупругих и упруговязкопластических сред. На рис. 2

представлены аналогичные зависимости коэффициентов

преломления Iz n компонент (16). В отличие от моду-

лей и косинусов аргументов (15), (16), совпадающих в

различных средах при взаимной перестановке тангенсов

углов потерь контактирующих сред, синусы аргументов

меняют знак.

Коэффициенты Френеля Ixn компонент в упруго-

вязкопластических средах могут быть записаны в виде

Rxn =
A−ppk0nA+

A− + ppk0A+
,

Yxn =
2A−

A− + ppk0nA+
, (18)

в срезе Максвелла аналогичные соотношения запишутся

таким образом

Rxn =
1 + c−

n A− − pp(1 + c+
n A+)

1 + c−
n A− + pp(1 + c+

n A+)
,

Yxn =
2(1 + c−

n A−)

1 + c−
n A− + pp(1 + c+

n A+)
, (19)

для вязкоупругой среды были получены следующие

выражения:

Rxn =
1 + c−

n /B−
n − pp(1 + c+

n /B+
n )

1 + c−
n /B−

n + pp(1 + c+
n /B+

n )
,

Yxn =
2(1 + c−

n /B−
n )

1 + c−
n /B−

n + pp(1 + c+
n /B+

n )
. (20)

Здесь pp = B+C+/B−C− — отношение
”
пластических

импедансов“ граничащих сред, A± =
√

1 + i tg δ±, B±
n =

=
√

1− i tg δ±, k0n = (1 + c+
n )/(1 + c−

n ), c±

z (x) =

= C±/C+
t(l), c±

y = 0. Выражения (18)−(20) при c−
n =

= c+
n = 0 определяют Rxy , Yxy коэффициенты, вид кото-

рых в координатах {|Rmn|, cosFmn, |Ymn|, cosWmn} (pp)
аналогичен зависимостям 1 на рис. 1 для вязкоупругих

сред и среды Максвелла и кривым 1–5 для упруго-

вязкопластических сред. При c−
n , c+

n 6= 0 на основе (18)–
(20) находятся коэффициенты Френеля Ixz , Ixx

компонент, которые также качественно подобны

кривым 1–5 на рис. 1. В случае нулевых тангенсов

углов потерь зависимости модулей Rxz , Rxx и косинусов

их аргументов сдвигаются влево относительно pp = 1

на величину k0n при c−
n < c+

n и вправо при c−
n > c+

n .

Модули Yxz , Yxx больше модуля Yxy при c−
n > c+

n

и меньше при c−
n < c+

n , cosWmn(pp) = 1. Характер

зависимостей Rmn, Ymn от тангенсов углов потерь

противоположен аналогичным зависимостям для волн

смещений в каждой из сред (рис. 1). Особенность

представленных результатов состоит в том, что модули

коэффициентов отражения всех волн в средах с

дислокациями имеют минимум, условиями которого

являются выражения

Re(Rn(mn)) = 0, ∂Im(Rn(mn))/∂ pn(p) = 0,

∂2Im(Rn(mn))/∂
2pn(p) > 0.

Полученные результаты, необходимые при изучении

отражательной и пропускательной способностей границ

раздела, особенностей прохождения волн через слой,

могут быть использованы при анализе и интерпретации

данных сейсмических исследований и методов неразру-

шающего контроля.

Работа выполнена при частичной финансовой под-

держке Российского фонда фундаментальных исследова-

ний (код проекта 09-01-00264a).
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