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Найдено, что пузырек в проводящей жидкости вытягивается вдоль электрического поля. Получены

выражения для коэффициента растяжения пузырька в зависимости от характерных параметров задачи.

1. В ряде задач необходимо исследовать геометриче-

ские параметры пузырьков в жидкости в присутствии

внешнего электрического поля. Так, согласно современ-

ным воззрениям, пробой жидкого диэлектрика происхо-

дит посредством зажигания разрядов в микропузырьках

(см., например, [1], стр. 193). При малом размере

пузырьков условия пробоя определяются левой ветвью

кривой Пашена, которая характеризуется резким умень-

шением напряжения пробоя с удлинением разрядного

промежутка. Поэтому изменение размеров пузырька под

действием электрического поля может оказаться суще-

ственным фактором, определяющим условия пробоя.

Пузырьки также играют важную роль в процессе

съема тепла с нагревающей поверхности. В этом случае

электрическое поле влияет на условия отрыва пузырька

от поверхности, а вместе с этим и на весь процесс

теплосъема [2].
Состояние инородных включений (жидких и газовых)

в жидкость, находящуюся в электрическом поле, анали-

зировалось в ряде работ (см., например, [3,4]). Так, в [4]
было найдено, что вне зависимости от соотношения ди-

электрических проницаемостей непроводящих основной

жидкости и включения последние вытягиваются вдоль

электрического поля. В работе [4] рассматривались так-

же проводящие включения в непроводящую жидкость.

Согласно [4], проводимость включения эквивалентна

бесконечно большой диэлектрической проницаемости.

Однако в случае непроводящих включений, например

пузырьков, в проводящую жидкость такой подход ока-

зался бы некорректным. В настоящей работе показано,

что при нахождении электрического поля проводящую

жидкость действительно можно считать эквивалентной

диэлектрику с бесконечно большой диэлектрической

проницаемостью. В то же время пондеромоторная си-

ла, действующая на пузырек, должна рассчитываться

по реальной диэлектрической проницаемости жидкости.

Такой подход оставляет в силе вывод о растяжении пу-

зырька вдоль электрического поля. В настоящей работе

получены выражения для коэффициента растяжений в

зависимости от параметров задачи.

2. Обычно в курсах теории электричества проводится

различие между диэлектриками и проводниками. Между

тем имеются среды, при анализе электрических явлений

в которых необходимо учитывать как поляризуемость,

присущую диэлектрикам, так и проводимость. Такой

средой является, например, обычная вода.

Плотность свободного заряда ρ меняется в проводя-

щей среде в соответствии с уравнением

∂ρ

∂t
+ divj = 0, (1)

где j = σE — плотность тока, σ — проводимость.

Мгновенные значения ρ могут быть найдены из урав-

нения Пуассона

divD = 4πρ. (2)

где D = εE, ε — диэлектрическая проницаемость.

Сопоставление (1) с (2) показывает, что распреде-

ление свободного заряда в проводящей поляризуемой

среде устанавливается за время порядка T ≈ ε/4πσ .

Оно необходимо для накопления свободного заряда, ней-

трализующего поляризационный. Поэтому для быстрых

процессов с характерным временем t ≪ T можно игно-

рировать проводимость среды, используя для прибли-

женного определения электрического поля уравнение

divD = 0, (3)

а для медленных с t ≫ T — ее поляризуемость. В по-

следнем случае электрическое поле можно находить из

уравнения

divj = 0. (4)

В случае процессов, гармонических во времени и

пропорциональных exp(−iωt), как проводимость, так и

поляризуемость среды учитываются введением

εeff = ε +
4πiσ
ω

.

Уравнения (3) и (4) переходят друг в друга при замене

ε ↔ σ . Это хорошо известное обстоятельство позволяет

переносить результаты, полученные для одной из сред,

на другую.

Из (4) следует, что в установившемся состоянии на

резкой границе двух проводящих сред должны выпол-
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няться соотношения

E1,t = E2,t, (5)

σ1E1,n = σ2E2,n, (6)

где индексы t и n отмечают тангенциальные и нормаль-

ные компоненты электрического поля соответственно.

Поверхностная плотность свободного заряда, высту-

пающего на границе, дается выражением

Q =
1

4π
(ε1E1,n − ε2E2,n). (7)

Из (6), (7) следует, что поверхностный заряд от-

сутствует, если ε1/σ1 = ε2/σ2. Для плавно неоднород-

ных сред это условие принимает вид σ (r)/ε(r) = const.

Данное условие можно найти, например, в [3]. Заме-

тим, что в этой работе при анализе пространственно-

го распределения электрического поля предполагается

отсутствие свободных зарядов даже в случае непрово-

дящих пузырьков в проводящей жидкости, когда усло-

вие σ (r)/ε(r) = const не выполняется. Поэтому выводы

работы [3], относящиеся к этому интересующему нас

случаю, неверны.

Выражение для объемной плотности пондеромотор-

ной силы, действующей на среду со стороны электри-

ческого поля, справедливое в присутствии как поляриза-

ционных, так и свободных зарядов, удобно представить

в тензорном виде

f i =
1

4π

∂

∂x k

(

εEi Ek +
1

2

(

τ
∂ε

∂τ
− ε

)

E2δik

)

, (8)

где τ — плотность среды (см., например, [5], стр. 162).
Из (8) получаем, что в однородной среде (ε = const)

в состоянии равновесия должно выполняться условие

P = P′
−

1

8π
τ
∂ε

∂τ
E2 = const,

где P′ — гидростатическое давление.

Если среда имеет резкую границу, то на нее наряду с

давлением P действует также дополнительное пондеро-

моторное давление

PE =
1

8π
ε(E2

t − E2
n ). (9)

Здесь положительным считается направление наружу от

данной среды.

Выражение (9) согласуется с известными представ-

лениями о том, что силовые линии электрического

поля отталкиваются друг от друга (слагаемое, про-

порциональное E2
t ) и стремится сократить свою длину

(слагаемое, пропорциональное E2
n ).

3. Одной из практически интересных задач, при ре-

шении которой могут быть полезны приведенные со-

отношения, является задача об электрическом поле в

проводящей среде в присутствии инородного включения

и о воздействии поля на само включение. Данная задача

возникает, например, при исследовании пробоя жидко-

сти в присутствии пузырьков.

В работе [4] найдено, что инородные включения в

непроводящую среду в присутствии электрического поля

стремятся принять форму, близкую к эллипсоидальной.

Можно показать, что это положение справедливо и для

проводящих сред. При нахождении электрического поля

в таких средах, следуя [3,4], воспользуемся упомянутой

выше аналогией с диэлектриками. Производя замену

ε → σ в выражениях, полученных для диэлектрической

среды с инородным включением в форме эллипсоида

(см., например, [6], стр. 63), находим, что в интересу-

ющей нас задаче электрическое поле внутри эллипсоида

равно

E2 = E0

[

1 +

(

σ2

σ1
− 1

)

G

]

−1

, (10)

где E0 — электрическое поле вдали от эллипсоида,

индексом
”
1“ отмечены величины, характеризующие

основную среду,
”
2“ — включения,

G =
1

γ2 − 1

[

γ
√

γ2 − 1
ln

(

γ +
√

γ2 − 1
)

− 1

]

,

γ = a/b, a — большая полуось эллипсоида, b — малая

полуось. Предполагается, что эллипсоид представляет

собой фигуру вращения относительно E0 и вытянут

в этом направлении, коэффициент растяжения γ > 1,

см. ниже. Величина G уменьшается от G = 1/3 для

сферы (γ = 1), до G → 0 для
”
игольчатого“ включения

(γ → ∞).
Электрическое поле на внутренней поверхности эл-

липсоида — в пузырьке — дается выражениями

E2,t = (1 + γ−4 ctg2 θ)−1/2E2,

E2,n = (1 + γ4 tg2 θ)−1/2E2,

где θ — полярный угол в сферической системе коорди-

нат, ось которой параллельна электрическому полю E0.

Электрическое поле на внешней поверхности — в

жидкости может быть найдено с помощью соотноше-

ний (5), (6). Используя также (9), находим полное

давление, оказываемое электрическим полем на границу

пузырек–жидкость

P ′

E = PE,1 − PE,2

=
1

8π

{

(ε1 − ε2)E
2
2,t +

[

ε2 − ε1

(

σ2

σ1

)2]

E2
2,n

}

. (11)

В некоторых случаях проводящая среда, гранича-

щая с непроводящей, оказывается аналогичной ди-

электрику с ε → ∞. Так, например, рассмотрим про-

водящее включение в диэлектрик. Согласно (10),
для электрического поля внутри включения получаем

E2 ≈ E0
σ1
σ2

1
G → 0, однако пондеромоторное давление

на границу включения оказывается отличным от нуля
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P ′

E ≈ −
ε1
8π

(

E0

G

)2

(1 + γ4 tg2 θ)−1 (см. (11)). В силу прин-

ципа эквивалентности, упомянутого в начале предыду-

щего раздела, то же самое выражение для величины P′

E
получили бы, положив ε2/ε1 → ∞. В то же время

данный принцип несправедлив в случае непроводяще-

го включения в проводящую среду (пузырек в воде).
Действительно, при σ2/σ1 → 0 как электрическое поле в

пузырьке, так и пондеромоторное давление на пузырек,

конечны (см. (8), (10)). Однако, заменяя в (10), (11)
отношение σ2/σ1 на ε2/ε1 → ∞ и положив ε1 → ∞,

нашли бы, что P ′

E → ∞. Этот вывод противоречит

существованию стационарных пузырьков в жидкостях в

присутствии внешнего электрического поля.

Наряду с пондеромоторным давлением на поверх-

ность пузырька действует поверхностное натяжение

Pµ = µC, где µ — коэффициент поверхностного натя-

жения, C — кривизна поверхности пузырька.

Условие баланса сил на поверхности пузырька имеет

вид

P1 + Pµ(θ) + P ′

E(θ) = P2.

На полюсе пузырька (θ = 0) E2,t = 0, E2,n = E2, в

то время как на экваторе (θ = π/2) E2,t = E2, E2,n = 0.

В наиболее интересном случае пузырьков в воде спра-

ведливы соотношения ε1/ε2 ≫ 1, σ1/σ2 → ∞, поэтому

пондеромоторное давление жидкости на пузырек на

экваторе превышает давление на полюсе. Разность дав-

лений Pb,E(θ) может быть скомпенсирована за счет

вытягивания пузырька вдоль внешнего электрического

поля. При этом кривизна поверхности пузырька, а

вместе с ней и поверхностное натяжение возрастают у

полюса и уменьшаются у экватора.

Условие, при выполнении которого включение в среду

вытягивается вдоль электрического поля, имеет вид

ε1

[

1 +

(

σ2

σ1

)2]

> 2/ε2.

Легко видеть, что данное условие обеспечивает вы-

тягивание включения и в том случае, когда одна из

величин Pb,E(π/2), Pb,E(0) или они обе оказываются

отрицательными, и пондеромоторное давление на по-

верхности пузырька меняет знак.

В некоторых случаях проводящая среда, граничащая с

непроводящей, ведет себя как диэлектрик с ε → ∞. Так,

например, рассмотрим проводящее включение в диэлек-

трик. Согласно (10), для электрического поля внутри

включения получаем E2 ≈ E0
σ1
σ2

1
G → 0, однако понде-

ромоторное давление на границу включения оказыва-

ется отличным от нуля P′

E ≈ −
ε1
8π

(

E0

G

)2

(1 + γ4 tg2 θ)−1

(см. (11)). В силу принципа эквивалентности, упомя-

нутого в начале предыдущего раздела, то же самое

выражение для величины P ′

E получили бы, положив

ε2/ε1 → ∞. В то же время данный принцип несправед-

лив в случае непроводящего включения в проводящую

среду (пузырек в воде). Действительно, при σ2/σ1 → 0

как электрическое поле в пузырьке, так и пондеромотор-

ное давление на пузырек конечны (см. (8), (10)). Однако,
заменяя в (10), (11) отношение σ2/σ1 на ε2/ε1 → 0 и по-

ложив ε1 → ∞, мы нашли бы, что P′

E → ∞. Этот вывод

противоречит существованию стационарных пузырьков

в жидкостях в присутствии внешнего электрического

поля.

4. Последовательный анализ интересующей нас про-

блемы предполагает решение уравнения равновесия со-

гласованно с нахождением распределения электрическо-

го поля, искажаемого пузырьком. Эта трудоемкая задача,

по-видимому, может быть решена лишь численно. Она

существенно упрощается, если принять, как это было

сделано в [3,4], что пузырек имеет форму эллипсоида.

Состояние такого пузырька характеризуется тремя па-

раметрами: полуосями эллипса a, b и давлением газа

внутри пузырька P2.

Давление связано с объемом пузырька соотношением

P2V = const, которое удобно представить в виде [4]

P2 = Pµ,0

r30
ab2

, (12)

где r0 — радиус пузырька, если бы он имел форму сферы

и находился под давлением Pµ,0 = 2µ/r0 . Радиус пузырь-
ка в отсутствие электрического поля r∗ определяется

равенством

2µr20 = 2µr∗2 + P1r∗3.

Уравнение (12) следует дополнить уравнениями рав-

новесия поверхности пузырька при двух значениях по-

лярного угла θ, например, при θ = 0 и θ = π/2:

P1 + γ
r0
b

Pµ,0 +

[

ε2 − ε1

(

σ2

σ1

)2]

PE,0 = P2, (13)

P1 +
1

2

1 + γ2

γ2

r0
b

Pµ,0 + (ε1 − ε2)PE,0 = P2, (14)

где введено обозначение PE,0 = 1
8π

E2
2 . Для кривиз-

ны поверхности пузырька использованы выражения

C(0) = 2γ/b, C(π/2) = (1 + γ2)/(bγ2), см. [3].
Следуя [4], систему уравнений (12)–(14) удобно пред-

ставить в виде алгебраического (кубического) уравнения
для PE,0:

αP3
E,0 − βPE,0 − P1 = 0,

где

α =
8

γP2
µ,0

(

B
A

)3

, β = ε1 +
1

A

(

1 + γ2

γ2
B − 2γε2

)

,

A = 2γ −
1 + γ2

γ2
, B = ε1

(

1 +
(σ2

σ1

)2
)

− 2ε2.

Будем считать, что выполняется условие ε1 ≫ ε2.

Такое соотношение между значениями диэлектрической

проницаемости выполняется для наиболее интересного

случая пузырьков в воде. В слабом электрическом
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поле P∗

E = ε1PE,0 ≪ max(Pµ,0, P2/3
µ,0P1/3

1 ) форма пузырька

близка к сферической (δ = γ − 1 ≪ 1, δ ∝ E2
0 ):

δ ≈
P∗

E

2Pµ,0











(

Pµ,0

P1

)1/3

(P1 ≫ Pµ,0),

1 (P1 ≪ Pµ,0).

(15)

В сильном поле P∗

E ≫ max(Pµ,0, P2/3
µ,0P1/3

1 ), когда

γ ≫ 1, растяжение пузырька с увеличением электриче-

ского поля замедляется

γ ≈

(

P∗

E

Pµ,0

)1/2











(

P∗

E

P1

)1/3

(P1 ≫ P∗

E),

1 (P1 ≪ P∗

E).

(16)

Оценим величину электрического поля, при котором

форма пузырька в обычной воде заметно отличается от

сферической. В интересующем нас случае σ1/σ2 → ∞,

поэтому P∗

E ≈
ε1
8π

αE2
0 , где α ≈ 9/4 при γ − 1 = δ ≪ 1

и α ≈ 1 при γ ≫ 1.

Предположим, что полное гидростатическое давле-

ние в воде P1 = 1 atm, а радиус пузырька r∗ = 1mm,

тогда P1 ≫ P∗

µ = 2µ/r∗, и из соотношения PV = const

находим Pµ,0 ≈ (P∗

µ)
3/2/P1/2

1 ≪ P1. При этих условиях

приводим (15), (16) к виду

γ − 1 ≈







































P∗

E

2P∗

µ

(P∗

µ ≫ P∗

E),

(

P∗

E

P∗

µ

)3/4

(P1 ≫ P∗

E ≫ P∗

µ,),

(

P∗

E

P∗

µ

)1/2(P1

P∗

µ

)1/4

(P∗

E ≫ P1).

Из последних выражений следует естественный вы-

вод, что пузырек будет заметно деформирован элек-

трическим полем, если пондеромоторное давление по

порядку величины сравняется с поверхностным натя-

жением. Для этого электрическое поле по порядку

величины должно превышать 10 kV/cm.

Время установления рассматриваемого нами стаци-

онарного состояния дается выражением T ≈ ε/4πσ

(см. выше). Для обычной воды (ε ≈ 80, σ ≈ 108 s−1)
оно равно по порядку величины T ≈ 10−7 s. В резуль-

тате дистилляции проводимость падает и соответствен-

но время T возрастает примерно на четыре порядка.

Дистилляция в вакууме уменьшает проводимость еще

на два порядка. По своим характеристикам к последней

субстанции близок глицерин ([7], стр. 326).

В проводящей жидкости наряду с пондеромоторной

силой действует также сила Ампера. Соотношение меж-

ду этими силами можно оценить, сравнивая величины
ε
8π

E2 и 1
8π

B2. Сравнение показывает, что при выпол-

нении условия ε ≫

(

4πσ r 0
c

)2
сила Ампера должна слабо

влиять на распределение напряжени в жидкости.
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