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Найдено асимптотическое аналитическое решение начальной краевой задачи об исследовании временно́й

эволюции амплитуд капиллярных осцилляций сфероидальной во внешнем однородном электростатическом

поле капли вязкой жидкости и структуре поля скоростей течения жидкости в ней. Решение проведено

в линейном приближении по двум малым параметрам задачи: безразмерной амплитуде осцилляций и

безразмерной стационарной деформации равновесной формы капли во внешнем электрическом поле по

отношению к исходной сферической форме, с сохранением слагаемых, пропорциональных произведению

обоих малых параметров. В используемом приближении обнаружено взаимодействие мод осцилляций.

Показано, что интенсивность вихревой компоненты поля скоростей, связанного с осцилляциями, зависит

от вязкости жидкости и величины напряженности внешнего однородного электростатического поля и

быстро убывает по мере удаления от свободной поверхности. Глубина проникновения вихревого движения,

порождаемого периодическими движениями свободной поверхности, внутрь капли является немонотонной

функцией полярного угла, увеличивается с ростом безразмерной вязкости и величины напряженности поля.

Введение

Известно [1–5], что сферическая незаряженная кап-

ля электропроводной или диэлектрической жидкости,

будучи помещена во внешнее однородное электроста-

тическое поле, деформируется в нем в фигуру, яв-

ляющуюся в линейном приближении по отношению

амплитуды отклонения ее поверхности от сферической

формы к радиусу вытянутым сфероидом. В связи тем,

что такой физический объект представляет интерес для

геофизики, технической физики, химической техноло-

гии, его экспериментальные и теоретические исследова-

ния проводились неоднократно [3,5–11]. Тем не менее

некоторые вопросы, связанные с этой темой, до сих

пор остаются мало изученными, и в первую очередь

это относится к исследованию влияния вязкости на

закономерности реализации осцилляций капли во внеш-

нем электростатическом поле и ее неустойчивости в

нем, хотя определенные наработки в этом направлении

имеются [6,12–14]. В [6,12–14] проведены линейные

исследования, ставившие целью вывод дисперсионного

уравнения и его анализ. В настоящей работе будет

решена начальная краевая задача, ориентированная на

исследование структуры поля скоростей в осциллирую-

щей во внешнем однородном электростатическом поле

сфероидальной капле.

Формулировка задачи и ее решение

Пусть сферическая капля радиуса R вязкой несжима-

емой электропроводной жидкости с массовой плотно-

стью ρ, коэффициентом кинематической вязкости ν и

коэффициентом поверхностного натяжения σ помеще-

на в однородное электростатическое поле напряженно-

стью E0. Равновесная форма такой капли во внешнем

электростатическом поле близка к вытянутому сферо-

иду [1–5]. В предстоящем линейном по отношению

амплитуды отклонения формы поверхности капли от

сферической к радиусу R приближении равновесную

форму капли будем считать сфероидальной с эксцен-

триситетом e, величина которого в квадратичном по

e приближении связана с величиной напряженности

поля E0 соотношением e2 = 9E2
0/16πσR3 [1–3]. Примем,

что капля совершает осесимметричные осцилляции в

окрестности равновесной сфероидальной формы вслед-

ствие создания в начальный момент времени виртуаль-

ной осесимметричной деформации. Ее форма в про-

извольный момент времени t в сферической системе

координат с началом в центре масс капли определяется

соотношением

F(r, η, t) = r − r(ϑ) − ξ(ϑ, t) = 0, |max |ξ(ϑ, t)|/R| ≪ 1,

где r(ϑ) — функция, описывающая поверхность вытя-

нутого сфероида; ξ = ξ(ϑ, t) — осесимметричное возму-

щение равновесной сфероидальной поверхности капли,

вызванное капиллярными колебаниями; r и ϑ — сфери-

ческие координаты, угол ϑ отсчитывается от направле-

ния E0.

Нижеследующий анализ проведем в рамках теории

возмущений путем разложения по малым независимым

параметрам e2 и ξ с точностью до членов, имеющих

порядок малости ∼ e2, ξ и e2ξ , т. е. в линейном прибли-

жении по каждому из них. Соотношение между парамет-

рами e2 и ξ нуждается в отдельном комментарии. Если
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считать ξ ≪ e2, как это было сделано в [3,5–10,12–14],
то необходимо было бы учитывать и слагаемые e4ξ , e6ξ
и т. д., но, как показано в [15–17], это привело бы к резко-

му увеличению громоздкости проводимых расчетов без

получения качественно новых физических результатов.

Поэтому в нижеследующем изложении будем полагать

ξ < e2. Все рассмотрение проведем в безразмерных

переменных, в которых R = ρ = σ = 1. Амплитудные

значения величины поля скоростей движения жидкости

к капле, порождаемого периодическими движениями ее

свободной поверхности |U(r, t)|, а также связанных с ос-

цилляциями добавок к гидродинамическому давлению в

капле |pin(U, t)| и электрическому потенциалу поляриза-

ционного в поле E0 заряда на ней |φ(r, t)|, имеют тот же
порядок малости, что и амплитуда деформации формы

ее равновесной поверхности |ξ(ϑ, t)|. Все физические

величины, за которыми оставим прежние обозначения,

будут выражены в единицах своих характерных значений

r∗ = R, t∗ = R3/2ρ1/2σ−1/2, U∗ = R−1/2ρ−1/2σ 1/2,

P∗ = R−1σ, ν∗ = R1/2ρ−1/2σ 1/2, E0∗ = R−1/2σ 1/2.

Уравнение невозмущенной поверхности сфероида, вы-

тянутого вдоль поля E0, имеет вид

r(ϑ) ≡ (1− e2)1/6√
1− e2 cos2 ϑ

≈ 1 + e2
1

3
P2(η) + O(e4),

η ≡ cos ϑ,

где P2(η) — полином Лежандра.

Математическая формулировка линеаризованной за-

дачи расчета осцилляций поверхности вязкой сферои-

дальной капли несжимаемой жидкости в однородном

электростатическом поле имеет вид [13]

∂U

∂t
+

1

ρ
∇pin − ν1U = 0, divU = 0, 18 = 0, (1)

r = r(ϑ) :
dF
dt

= 0,
(

n, (τ ,∇)U
)

+
(

τ , (n,∇)U
)

= 0,

−pin(U, t) + 2v
(

n, (n,∇)U
)

− pE(ξ) + pσ (ξ) = 0,

r → 0 : U = 0, r → ∞, −∇8 → E0ez ,

t = 0 : ξ(ϑ) ≡ Z j P j(η), ∂tξ(ϑ) = 0. (2)

В (1), (2) τ и n — единичные векторы касатель-

ной и нормали к свободной поверхности жидкости,

U(r, t) = Ur (r, t)er + Uϑ(r, t)eϑ — поле скоростей тече-

ния жидксти в капле, связанного с осцилляциями ее

свободной поверхности; er и eϑ — орты сферической

системы координат, pin(U, t) — добавка к давлению вну-

три жидкости, обусловленная движением ее поверхности

и имеющая первый порядок малости по U(r, t) (т. е.
по ξ(ϑ, t), 8(r, t) — потенциал электрического поля

(в нижеследующих расчетах первого порядка малости

будем полагать, что 8(r, t) ≡ 80 + φ(r, t), где φ(r, t) —

поправка первого порядка малости к потенциалу од-

нородого электростатического поля 80, обусловленная

поляризационным зарядом на капле и деформацией ее

равновесной формы вследствие осцилляций свободной

поверхности), pE и pσ — добавки первого порядка

малости к давлению электрического поля на поверх-

ность капли и давлению сил поверхностного натяжения,

обусловленные осцилляциями.

Сформулированная задача дополняется естественны-

ми условиями сохранения объема капли и неподвижно-

сти ее центра масс при осцилляциях
∫

V

r2dr sinϑdϑdϕ =
4

3
π,

∫

V

rr2dr sinϑdϑdϕ = 0.

Здесь интегрирование выполняется по всему объему

капли. В линейном по ξ приближении эти условия

можно записать в виде

π
∫

0

ξ(ϑ, t) sinϑdϑ = 0,

2π
∫

0

π
∫

0

ξ(ϑ, t)er sinϑdϑ = 0. (3)

Решение сформулированной задачи

Решение задач (1)–(3) будем искать методом скаляри-

зации [18] по схеме, детально описанной в [13], где было

выведено и проанализировано дисперсионное уравнение

сходной задачи.

Согласно методу скаляризации, векторное поле скоро-

стей U(r, t) представляется в виде разложения

U(r, t) = N̂1ψ1(r, t) + N̂2ψ2(r, t) + N̂3ψ3(r, t), (4)

где ψ j — скалярные функции, а N̂ j — векторные

дифференциальные операторы, удовлетворяющие соот-

ношениям ортогональности, условиям коммутативности

с оператором Лапласа

N̂
+
j N̂i = 0, (при i 6= j); N̂ j1 = 1N̂ j, (i, j = 1, 2, 3)

и имеющие в сферической системе координат вид

N̂1 ≡ ∇, N̂2 ≡ ∇× r, N̂3 ≡ ∇× (∇× r).

Верхний индекс „ + “ у оператора означает эрмито-

вое сопряжение. Подставив разложение (4) в систему

векторных уравнений (1) относительно функций U(r, t)
и pin(U, t), несложно привести ее к системе четырех

скалярных уравнений для pin(U, t) и новых неизвестных

функций ψ j(r, t)

ν1ψ j(r, t) − (1− δ1 j)∂tψ j(r, t) = 0, ( j = 1, 2, 3);

pin(U, t) = −∂tψ1(r, t). (5)

Здесь δi j — символ Кронекера.

Компоненты поля скоростей течения жидкости в кап-

ле по извеcтным скалярным функциям ψ j(r, t) вычисля-

ются согласно соотношениям [13,18,19]:

Ur = ∂rψ1 −
1

r
1

sinϑ
∂ϑ(sinϑ∂ϑ)ψ3,

Uϑ = ∂ϑ

(

ψ1

r

)

+ ∂ϑ

[

1

r
∂r (r · ψ3)

]

, Uϕ = −∂ϑψ2.
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Следует отметить, что функция ψ2(r, t), описываю-

щая тороидальную часть вихревого движения в капле,

выделяемую оператором N̂2, не оказывает влияния на

осесимметричные осцилляции свободной поверхности

капли [13,18,19] и из нижеследующего рассмотрения

опущена.

Решения системы (5) с соответствующими скаляризо-

ванными граничными условиями (не выписанными здесь

во избежание излишней громоздкости, но приведенными

в [13,14]), естественно искать в виде [14,20]

ξ(ϑ, t) =
∞
∑

n=2

Mn(t)Pn(η),

φ(r, t) =
∞
∑

n=2

8n(t)r
−(n+1)Pn(η),

ψ1(r, t) =
∞
∑

n=2

C(1)
n (t)rnPn(η),

ψ3(r, t) =
∞
∑

n=2

C(3)
n (t)in(xr)Pn(η), (6)

где in(z ) — модифицированная сферическая функция

Бесселя первого рода [21]; x ≡ √
s/ν ; s — комплекс-

ная константа разделения переменных при решении

дифференциальных уравнений в частных производных

второго порядка (5), Mn(t), 8n(t), C( j)
n (t) — зависящие

от времени коэффициенты разложений. Выражения для

давлений pE(ξ) и pσ (ξ) приведены в [13,16] и имеют вид

pσ (ξ) ≡
∞
∑

n=2

(

e2σn±2M±2 + (e2σ (2)
n + e0σ (0)

n )Mn
)

Pn(η),

pE(ξ) ≡ W
∞
∑

n=2

(

e2ρn±4Mn±4 + (e2ρ(2)
n±2 + e0ρ(0)

n±2)Mn±2

+ (e2ρ(2)
n + e0ρ(0)

n )Mn
)

Pn(η), W = E2
0/8π. (7)

Аналитические выражения для коэффициентов σ
( j)
n

и ρ
( j)
n приведены в Приложении А.

Подставив (6), (7) в граничные условия, получим

систему однородных дифференциальных уравнений от-

носительно неизвестных коэффициентов Mn(t), C( j)
n (t),

8(t), из которой выразим C( j)
n (t), 8(t) через амплитуды

мод осцилляций Mn(t) (соответствующие аналитические

выражения приведены в Приложении В), и, сохраняя

слагаемые не выше первого порядка малости по e2,
придем к бесконечной системе связанных дифференци-

альных уравнений относительно Mn(t)

M ′′

n (t) + νM ′

n(t)(ε
(0)
n + e2ε(2)

n ) + Mn(β
(0)
n + e2β(2)

n )

+ e2M ′′

n−2(t)ηn−2 + νe2M ′

n−2(t)εn−2 + e2Mn−2βn−2

+ e2M ′′

n+2(t)ηn+2 + νe2M ′

n+2(t)εn+2 + e2Mn+2βn+2 = 0,

(8)

где аналитические выражения для коэффициентов β
(0)
n ,

β
(2)
n , βn±2, ηn±2, ε

(0)
n , ε

(2)
n приведены в Приложении С.

Из (8) видно, что наличие внешнего электрического

поля приводит к появлению взаимодействия мод осцил-

ляций, которого не было для заряженной и незаряжен-

ной капель в отсутствие поля [3,4]. Впрочем, коррект-
нее будет говорить о взаимодействии мод осцилляций

с возникающей во внешнем электростатическом по-

ле стационарной сфероидальной деформацией исходной

сферической формы капли [4,22]. В гидродинамических

асимптотических расчетах взаимодействие мод осцил-

ляций или волн на поверхности жидкости реализуется

лишь, начиная со второго порядка малости по безраз-

мерным амплитудам [4], и то обстоятельство, что в

данном случае оно появляется в расчетах, линейных

по |ξ | и e2, на первый взгляд необычно. Но из (8)
видно, что слагаемые, отвечающие за взаимодействие

мод, пропорциональны e2, а сами амплитуды Mn ∼ |ξ |.
В итоге компоненты уравнения (8), отвечающие за

взаимодействие, оказываются пропорциональными про-

изведению двух малых параметров |ξ | и e2, т. е. являются
нелинейными.

Решения системы (8), удовлетворяющие начальным

условиям (2), естественно искать методом последова-

тельных приближений по e2. В первом порядке малости

можно найти

Mn(t) = Z j

{

exp(ib(0)
n )

(

a (0)
n δn j +

1

a (0)
n

e2
[

q(1)
n−2δ(n−2) j

+ q(2)
n δn j + q(1)

n+2δ(n+2) j

]

)

exp
(

(s (0)
n + e2s (1)

n )t
)

− e2αn−2a (0)
n−2 exp(ib

(0)
n−2) exp(s

(0)
n−2t)δ(n−2) j

− e2αn+2a (0)
n+2 exp(ib

(0)
n+2) exp(s

(0)
n+2t)δ(n+2) j

}

, (9)

где δn j — символ Кронекера, s (0)
n — решение урав-

нения s (0)
n = 1

2

(

ε
(0)
n +

√

(ε
(0)
n )2 − 4β

(0)
n

)

, s (1)
n — про-

порциональная e2 поправка к s (0)
n . Полная часто-

та sn ≡ s (0)
n + e2s (1)

n является решением дисперсионно-

го уравнения sn = −λn +
√

λ2n − 4ωn, где λn ≡ e0ε(0)
n +

+e2ε(2)
n , ωn ≡ e0β(0)

n + e2β(2)
n . Коэффициенты a (0)

n , b(0)
n ,

s (0)
n , an, bn, sn, αn±2 приведены в Приложении D.

Дисперсионное уравнение в линейном по e2 прибли-

жении несложно получить, полагая в (8) Mn(t) ∼
∼ exp(st) (см. [13]).
Подставляя найденные выражения для коэффициен-

тов Mn(t) в выражение для ξ(ϑ, t) (6), можно полу-

чить аналитическое выражение для деформации формы

поверхности капли как функции времени. На рис. 1

приведены результаты численного расчета по (9) для

различных значений безразмерной вязкости. Величина

полевого параметра W на рис. 1 и на всех нижеследую-

щих рисунках считалась в долях от Wcr — критического
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Рис. 1. Зависимость от безразмерного времени безразмерной

амплитуды осцилляций основной (n = 2) моды, когда началь-

ная деформация определяется основной модой рассчитанная

при Z2 = 0.1, ϑ = π/4, W = 0.3Wcr , e2 = 0.27. Кривые постро-

ены при ν = 0.001 (1), 0.005 (2),0.025 (3).

для реализации неустойчивости капли во внешнем одно-

родном электростатическом поле значения.

Окончательные аналитические выражения для коэф-

фициентов C(1)
n (t), C(3)

n (t), 8(t) для записи искомых

полей скоростей и электрического поля получаются при

подстановке соотношения (9) в формулы (В.1)−(В.3)
Приложения В.

Структура поля скоростей

Согласно (4), в общем случае полное векторное поле

скоростей течени жидкости в капле вязкой жидкости

представляется в виде суперпозиции потенциального

поля (определяемого функцией ψ1(r, t) и векторным

оператором N̂1) и вихревого поля, состоящего из то-

роидальной и полоидальной компонент [13,14,18]. То-

роидальная компонента поля скоростей определяется

функцией ψ2(r, t) и векторным оператором N̂2, в случае

осесимметричных осцилляций не связана с деформацией

поверхности ξ(ϑ, t), функциями ψ1(r, t) и ψ3(r, t) и мо-

жет быть принята тождественно равной нулю [13,18]. Ви-
хревая полоидальная компонента поля скоростей опре-

деляется функцией ψ3(r, t) и векторным оператором N̂3

и связана с функциями ξ(ϑ, t) и ψ1(r, t) через граничные

условия.

Имея в виду исследование распределения вихревой

компоненты поля скоростей течения жидкости по объ-

ему капли, порождаемого осцилляциями ее поверхности,

построим график распределения ротора поля скоростей

вдоль радиальной координаты r . Аналитическое выраже-
ние для ротора целиком определяется функцией 93(r, t)
и имеет вид

� ≡ rotU ≡ 1

r

(

∂2

∂r2

(

r
∂ψ3

∂ϑ

)

+
∂

∂ϑ

(

1

r sin ϑ
∂

∂ϑ

(

sinϑ
∂ψ3

∂ϑ

)

))

eϕ, (10)

eϕ — орт азимутального угла. Для большей наглядности

нижеследующих расчетов по (10) от радиальной пере-

менной r перейдем к новой переменной z на основе

соотношения r = (z + 1)r(ϑ). Если переменная r из-

менялась в диапазоне 0 ≤ r ≤ r(ϑ) ≡ 1 + e2 1
3
Pn(η), т. е.

диапазон зависел от полярного угла, то переменная z
изменяется в диапазоне −1 ≤ z ≤ 0. Центру капли соот-

ветствует z = −1, а свободной поверхности — z = 0.

Графики зависимости амплитуды ротора поля ско-

ростей от радиальной переменной z , построенные

при ϑ = const для различных моментов времени, при-

ведены на рис. 2. Видно, что вихревое движение со-

средоточено в приповерхностном слое капли конечной

толщины. На рис. 3 приведены зависимости амплитуды

ротора поля скоростей от радиальной переменной z ,
построенные при ϑ = const для различных значений

коэффициента безразмерной вязкости капли. Видно, что

уже для коэффициента безразмерной вязкости ν = 0.125

Рис. 2. Зависимость безразмерной амплитуды ротора поля

скоростей от радиальной переменной z , когда начальная де-

формация определяется основной (n = 2) модой, построенная

при Z2 = 0.1, ϑ = π/4, W = 0.3Wcr , e2 = 0.27, ν = 0.002 для

различных моментов времени: 1 — t = 0.25T , 2 — 0.5T ,

3 — 0.75T , 4 — T , где T — период осцилляций основной

моды.

Рис. 3. Те же зависимости, что на рис. 2, построенные при

Z2 = 0.1, ϑ = π/4, W = 0.3Wcr , e2 = 0.27, t = 0.75T для раз-

личных значений коэффициента безразмерной кинематической

вязкости капли. 1 — коэффициенту безразмерной вязкости

ν = 0.001, 2 — 0.005, 3 — 0.025, 4 — 0.125.
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вихревое движение охватывает практически весь объ-

ем капли. Напомним, что коэффициент кинематиче-

ской вязкости обезразмеривается на ν∗ = R1/2ρ−1/2σ 1/2,

поэтому величина безразмерной вязкости для фикси-

рованной жидкости существенно зависит от радиуса

капли. Например, для воды с ν = 0.01 cm2/s, ρ = 1 g/cm3,

σ = 72 dyne/cm значение коэффициента безразмерной

вязкости ν = 0.125 достигается при R ≈ 0.09µm. Для

более крупных капель вихревое движение будет сосре-

доточиваться в приповерхностном слое.

На рис. 4 приведены зависимости амплитуды ротора

поля скоростей от радиальной переменной z , построен-
ные при ϑ = const для различных значений полевого па-

Рис. 4. a: те же зависимости, что на рис. 2, построен-

ные при Z2 = 0.1, ϑ = π/4, e2 = 0.27, t = 0.75T , ν = 0.002

для различных значений полевого параметра W . 1 —

W ≈ 0.1Wcr(e2 = 0.08), 2 — W ≈ 0.45Wcr(e2 = 0.36); b: то же

что на рис. 4, a, для других значений полевого парамет-

ра. 1 — W ≈ 0.6Wcr(e2 = 0.36), 2 — W ≈ 0.99Wcr(e2 = 0.8);
c : 2 с рис. 4, b в более крупном масштабе.

Рис. 5. Ее же зависимости, что на рис. 2, построенные

при Z2 = 0.1, ν = 0.002; W = 0.3Wcr , e2 = 0.27, t = 0.75T для

различных значений полярного угла ϑ . 1 — угол ϑ = 1;

2 — 30; 3 — 60deg.

Рис. 6. Зависимость безразмерной амплитуды ротора поля

скоростей от полярного угла ϑ в первой четверти диапазона

его изменения, когда начальная деформация определяется

основной (n = 2) модой, построенная при Z2 = 0.1, ν = 0.002,

W = 0.3Wcr , e2 = 0.27, t = 0.75T , z = 0.

раметра W . На рис. 4, c приведена кривая 2 с рис. 4, b, но

в более крупном масштабе. Видно, что с увеличением W
интенсивность вихревого движения уменьшается, но оно

охватывает все больший объем.

На рис. 5 приведены зависимости амплитуды ротора

поля скоростей от переменной z , построенные для

различных значений полярного угла ϑ . На рис. 6 при-

ведена зависимость амплитуды ротора поля скоростей

при r = const от полярного угла ϑ в первой четверти

диапазона его изменения. Из рис. 5 и 6 видно, что

интенсивность вихревого движения жидкости в капле,

порождаемого осцилляциями свободной поверхности,

является немонотонной функцией ϑ .

Заключение

Найдено аналитическое решение начальной краевой

задачи о расчете поля скоростей течения жидкости в

вытянутой сфероидальной капле вязкой жидкости, ос-
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циллирующей во внешнем электростатическом поле за

счет задания виртуальной деформации конечной ампли-

туды в начальный момент времени. Решение проведено

в линейном приближении по двум малым парамет-

рам задачи: безразмерной амплитуде осцилляций Z j и

квадрату эксцентриситета сфероида e2, с сохранением

слагаемых e2Z j . В используемом приближении обнару-

жено взаимодействие мод осцилляций. Показано, что в

общем случае полное векторное поле скоростей течения

жидкости в капле представляется в виде суперпозиции

векторного потенциального поля и векторного вихрево-

го поля, состоящего из тороидальной и полоидальной

компонент. Для ситуации начальной осесимметричной

деформации, приводящей к возникновению осесиммет-

ричных же течений жидкости, тороидального вихревого

поля не возникает. Полоидальное вихревое поле для

капель с малой безразмерной вязкостью (если безраз-

мерный коэффициент кинематической вязкости ν ≪ 0.1)
сосредоточено в узком приповерхностном слое капли, а

для капель с большой безразмерной вязкостью (ν ≥ 0.1)
охватывает весь объем капли.

Приложение A.
Лапласовское и электростатическое
давления

Лапласовское давление.

σn−2 ≡ − (n − 1)n(6− 3n + n2)

(2n − 1)(2n − 3)
, σ (0)

n ≡ (n − 1)(2 + n);

σ (2)
n ≡ −2n(1 + n)(4 + n + n2)

3(2n − 1)(2n + 3)
,

σn+2 ≡ − (1 + n)(2 + n)(10 + 5n + n2)

(2n + 3)(2n + 5)
.

Давление электрического поля.

ρn−4(n) ≡ − 9(14 − 3n)(n − 3)(n − 2)(n − 1)n
(35− 24n + 4n2)(2n − 1)(2n − 3)

,

ρ
(0)
n−2(n) ≡ −18(2− n)(n − 1)n

(2n − 1)2
,

ρ
(2)
n−2(n) ≡

3(n − 1)n(−1980 − 3291n + 3416n2+

+1252n3 − 1376n4 + 224n5)

5(2n − 5)(2n − 3)2(2n − 1)(2n + 1)(2n + 3)
,

ρ(0)
n (n) ≡ − 18(n + 6n2 − 2n3 − 4n4)

(2n − 1)(2n + 1)(2n + 3)
,

ρ(2)
n (n) ≡

6n(105 + 902n + 1308n2 − 84n3−
−941n4 − 212n5 + 44n6)

5(2n − 3)(2n − 1)(2n + 1)2(2n + 3)(2n + 5)
,

ρ
(0)
n+2(n) =

18n(2 + 3n + n)2

(2n + 3)(2n + 5)
,

ρ
(2)
n+2(n) ≡

3(2 + 3n + n2)(810 − 355n − 8376n2−
−3676n3 + 384n4 + 224n5)

5(2n − 1)(2n + 1)(2n + 3)(2n + 5)2(2n + 7)
,

ρn+4(n) ≡ 27− 48− 76n − 20n2 + 15n3 + 8n4 + n5

(2n + 3)(2n + 5)(2n + 7)(2n + 9)
.

Приложение B.
Аналитические выражения
для коэффициентов C(1)

n (t), C(3)
n (t), 8n(t)

C(1)
n (t) ≡ cn−2e

2M ′

n−2(t) + (c(2)
n e2 + c(0)

n e0)M ′

n(t)

+ cn−2e
2M ′

n+2(t), (B.1)

cn−2 ≡

≡ (1− n)

2(n − 2)(3 − 8n + 4n2)x2[x − 2τn−2(x)][x − 2τn(x)]

×
[

2xτn−2

(

44n3 − 10n4 + n2(x2 − 34) − 8(x2 − 5)

− n(48 + x2) + 2(8− 2n − 3n2 + n3)xτn(x)
)

+ (n − 2)
(

48− 46x2 − x4 + 6n2(−8 + x2)

+ 2n3(8 + x2) + n(−16− 10x2 + x4) − 2x [−24− x2

+ n(8 + x2)]τn(x)
)

]

, τn(x) ≡ in+1(x)/in(x),

c2
n ≡ −(n + 1)

3n(4n + 4n2 − 3)x2[x − 2τn(x)]2

×
[

n4x2 − 2n3(12 + x2) + n2(24 − 32x2 + x4)

− 3(8 − 12x2 + x4) − n(16x2 + x4 − 24)

+ 2x
(

34n3 + 2n4 − 2n2(x2 − 11) + 3(x2 − 4)

+ n(−34 + 5x2)
)

τn(x) + 4n(n + n2 − 5)x2τn(x)2
]

,

c(0)
n ≡ 2n2 + x2 − 2xτn(x) − 2

nx [x − 2τn(x)]
,

cn+2 ≡
−(n + 1)

2n(15 + 16n + 4n2)x2[x − 2τn(x)][x − 2τn+2(x)]

×
[

48 + 64n − 32n2 − 64n3 − 16n4 + 2(3n2 + 5n3

+ n4 − 8− 11n)x2 + (n + n2 − 4)x4 − 2x(8 + 16n3

+ 2n4 − 4x2 + 3n(8 + x2) + n2(34 + 3x2)
)

τn+2(x)

+ 2xτn(x)
(

n(32− x2) − n2(−8 + x2) + 4(6 + x2)

+ 2(−4 + 4n + 5n2 + n3)xτn+2(x)
)

]

,

C(3)
n (t) ≡

[

dn±2e
2M ′

n±2(t) + (d(2)
n e2 + d(0)

n e0)M ′

n(t)
]

/in(x),
(B.2)
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dn−2 ≡

≡ (n − 1)

(19n − 16n2 + 4n3 − 6)x2[x − 2τn−2(x)][x − 2τn(x)]

×
[

(n − 2)
(

24− 11x2 + 2n(−16 + x2) + n2(8 + x2)
)

+ x
(

40− 10n3 + n2(54 + x2) − n(88 + 3x2)
)

τn−2(x)
]

,

d(0)
n ≡ 2− 2n

nx [x − 2τn(x)]
,

d(1)
n ≡ 2(n − 1)

3(3− 7n + 4n3)x2[x − 2τn(x)]2n

[

(1 + n)

×
(

n2x2 + n(24− 14x2) + 12(x2 − 1) − 2n2(6 + x2)
)

+ nx
(

−46 + 22n + 2n3 − x2 + n2(34 + x2)
)

τn(x)
]

,

dn+2 ≡

≡ n − 1

(12n2 + 4n3 − 15− n)nx2[x − 2τn(x)][x − 2τn+2(x)]

×
[

n4(−8 + x2) + 4(6 + x2) + n3(5x2 − 32)

+ n(32 + 5x2) + n2(7x2 − 16) + x
(

n(x2 − 24)

+ 2n2(x2 − 17) − 8− 2n4 + n3(−16 + x2)
)

τn+2(x)
]

,

8n(t) ≡ e2Mn±3(t)φ±3 + Mn±1(t)(e
0φ

(0)
±1 + e2φ(2)

±1),
(B.3)

φ−3 ≡ E0

3n(1 + n)(2− 3n + n2)

−30 + 92n − 72n2 + 16n3
,

φ+3 ≡ E0

3(30 + 61n + 41n2 + 11n3 + n4)

2(105 + 142n + 60n2 + 8n3)
,

φ
(0)
−1 ≡

3E0n
−1 + 2n

,

φ
(2)
−1 ≡

E0n(−27 + 39n − 103n2 + n3 + 50n4)

10(1− 2n)2(−9 + 4n2)
,

φ
(0)
+1 ≡ 3E0(1 + n)

3 + 2n
,

φ
(2)
+1 ≡ E0(1 + n)(−180 + 278n + 621n2 + 321n3 + 50n4)

10(3 + 2n)2(−5 + 8n + 4n2)
.

Приложение C

ε(0)
n ≡ −2(n − 1)nx [2(2 + n)τn(x) − x ]

2(n2 − 1) + x2 − 2xτn(x)
,

ε(2)
n ≡ 4n(1 + n)x

3(4n + 4n2 − 1)(2n2 + x2 − 2)[xτn(x) + 1])2

×
[

(1− n)x
(

−9 + 4n3+ 2n4+ n2(10 + x2) + n(2x2− 1)
)

+
(

10n5 + 4n6 + 9x2 − 12n(−4 + x2) + 2n4(9 + x2)

+ n3(5x2 − 22) − 2n2(29 + 5x2)
)

τn(x)

+ nx
(

18n + 2n3 + 2n4 − x2 + n2(14 + x2) − 24
)

τn(x)2
]

,

β(0)
n ≡ (n − 1)n(2 + n)x [x − 2τn(x)]

−2 + 2n2 + x2 − 2xτn(x)
,

β(2)
n ≡ n

3(12n2 + 8n3 − 3− 2n)(2n2 + x2 − 2xτn(x) − 2)2

×
[

−3
(

4n7(4 + x2) + n6(24 + 62x2) + n2(56− 16x2

− 17x4) + n(−24 + 52x2 − 7x4) − 2(8− 12x2 + x4)

+ 2n5(−28 + 45x2 + x4) + n3(64− 146x2 + 21x4)

+ n4(−64− 70x2 + 23x4)
)

+ 2x
(

326n6 + 96n7 + 8n8

+ n(136− 33x2) − 6(x2 − 4) + 2n5(50 + 9x2)

− 3n2(−74 + 39x2) + n3(−332 + 111x2)

+ n4(−580 + 147x2)
)

τn(x) + 4n(14 + 71n − 50n2 − 88n3

− 14x4 + 5n5 + 2n6)x2τn(x)2
]

,

ηn−2 ≡

≡ (n − 1)n

2(n − 2)(3− 8n + 4n2)x [x − 2τn−2(x)]

×(2n2 + x2 − 2xτn(x) − 2)

[

2xτn−2(x)

×
(

−44n3 + 10n4 − 2n2(−17 + x2) + 8(−5 + x2)

+ 3n(16 + x2) − 2(8− 4n2 + n3)xτn(x)
)

− (n − 2)

×
(

48 + 16n3 − 46x2 − x4 − 16n(1 + x2) + 2n2(−24

+ 7x2) + 2xτn(x)[24− 2n − 8n2 + 2n3 + x2]
)

]

,

ηn+2 ≡
−(1 + n)

2(15 + 16n + 4n2)x(2n2 + x2

−2xτn(x) − 2)[x − 2τn+2(x)]

[

48 + 64n − 32n2

− 64n3 − 16n4 − 2(8 + 17n + 8n2 + n3)x2 − (4 + n)x2

− 2x
(

8 + 16n3 + 2n4 − 4x2 + 2n2(17 + x2)

+ n(24 + x2)
)

τn+2(x) + 2xτn(x)
(

30n2 + 12n3 + 2n4

+ 4(6 + x2) + n(44 + x2)

+ 2τn+2(x)(2n + 4n2 + n3 − 4)x
)

]

,
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εn−2 ≡

≡ (n − 1)n2

(19n − 16n2 + 4n3 − 6)[x − 2τn−2(x)]

×(2n2 + x2 − 2xτn(x) − 2)

[

2xτn−2(x)

×
(

(−8 + 28n − 14n2 − n3 + n4)x + τn(x)[56 − 12n4

− 2n2(3 + x2) + n3(46 + x2) − n(104 + 3x2)]
)

+ (n − 2)
(

x(−24 + 5x2 − 2n2(4 + x2) + n(32 + 3x2))

+ 2τn(x)(−16(−3 + x2) + n3(8 + x2) − 4n(10 + 3x2)

+ n2(−16 + 5x2))
)

]

,

εn+2 ≡
n(1 + n)

(15 + 16n + 4n2)(2n2 + x2 − 2xτn(x) − 2)

×[x − 2τn+2(x)]

×
[

x
(

n2(24 − 9x2) − 2n3(x2 − 4) − 8(3 + 2x2)

− n(8 + 15x2) + 2τn+2(x)[28 + 34n + 20n2 + 7n3 + n4]x
)

2τn(x)
(

48 + 20x2 + n4(−8 + x2) + 20n(2 + x2)

+ 8n2(−5 + 2x2) + n3(−40 + 7x2) + xτn+2(x)[−64− 4n4

+ n(−92 + x2) + 2n2(−37 + x2) + n3(−30 + x2)]
)

]

,

βn−2 ≡ − n2(2− 3n + n3)x [x − 2τn(x)]

(3− 8n + 4n2)[−2 + 2n2 + x2 − 2xτn(x)]
,

βn+2 ≡
n(20 + 48n + 39n2 + 12n3 + n4)x [x − 2τn(x)]

(15 + 16n + 4n2)[−2 + 2n2 + x2 − 2τn(x)x ]
.

Приложение D

a (0)
n ≡

√

1 + (Re s (0)
n / Im s (0)

n )2δn j , b(0)
n ≡ arctg

(

Re s (0)
n

Im s (0)
n

)

,

s (0)
n ≡ 1

2

(

ε(0)
n +

√

(ε
(0)
n )2 − 4ε

(0)
n β

(0)
n

)

,

λn ≡ e0ε(0)
n + e2ε(2)

n , ωn ≡ e0β(0)
n + e2β(2)

n ,

q(1)
n±2 = a (0)

n±2αn±2

(

cos(b(0)
n±2)|s

(0)
n±2|2

−
[

cos(b(0)
n±2)Re s (0)

n±2 − Im s (0)
n±2 sin(b

(0)
n±2)

]

s (0)
n±2

)

,

q(2)
n = (Im s (0)

n Re s (1)
n − Im s (1)

n Re s (0)
n )

(

i +
Re s (0)

n

Im s (0)
n

)

,

αn±2 ≡
(s (0)

n±2)
2ηn±2 + s (0)

n±2εn±2 + βn±2

(s (0)
n±2)

2 + λs (0)
n±2 + ωn

.

Выражения для ε
(0)
n , ε

(2)
n , β

(0)
n , β

(2)
n , βn±2, εn±2 приведены

в Приложении C.

Работа выполнена при поддержке грантов Рособразо-

вания № РНП 2.1.1/3776, РФФИ № 09-01-00084 и № 09-

08-00148.
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