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В рамках гранулярной динамики в 2D-геометрии моделируется процесс одноосного компактирования

нанопорошков. Начальные конфигурации расположения частиц генерируются различными способами:

посредством слоя частиц, совершающих броуновское движение (изотропные структуры), и посредством

гравитационного падения частиц (анизотропные структуры). Изучается влияние краевых эффектов и

размера модельной ячейки на свойства генерируемых структур. В процессе сжатия модельной ячейки

принимаются в расчет упругие силы Герца между отдельными частицами, касательные силы трения

Катанео−Миндлина−Дересевича и дисперсионные силы притяжения Ван-дер-Ваальса−Гамакера. Расчеты

проводятся для монодисперсных порошков с размерами частиц от 10 до 400 nm и для „бескогезивного“

порошка, в котором силы притяжения отсутствуют. Показывается, что учет дисперсионных сил позволяет

промоделировать размерный эффект в прессовании нанопорошков: снижение прессуемости порошка с

уменьшением размера частиц. Анализируются среднее координационное число порошковых систем, осевое

и боковое давление, влияние на прессуемость порошка плотности, анизотропности начальной структуры.

Обсуждается применимость известной формулы Рамфа для описания размерного эффекта.

Введение

Проблема уплотнения гранулированных сред и, в

частности компактирования нанопорошковых матери-

алов, представляет значительный интерес, в первую

очередь, в связи с развитием способов получения мате-

риалов с новыми неожиданными свойствами [1–4]. С раз-

работкой новых наноматериалов связывают развитие

таких отраслей, как электроника, водородная энергетика,

фармацевтика, экология и др [4]. Прессование нанопо-

рошков является одним из обязательных этапов полу-

чения наноструктурированных материалов методами по-

рошковой металлургии [2,3,5–7]. Из экспериментальных

исследований давно известно, что порошки нанометро-

вого диапазона уплотняются хуже обычных, к примеру,

микронных размеров [8–10]. В работе [9], например,

исследовано одноосное прессование порошков карбида

кремния с размером частиц от 14 до 500 nm при давле-

нии до 100MPa. Получено эмпирическое соотношение

между прикладываемым давлением p и плотностью ρ

компакта: p ∼ ρ3/d8/3, которое в явном виде содержит

диаметр частиц d.
Несмотря на долгую историю размерный эффект

в процессах прессования нанопорошков до сих пор

остается слабо изученным как экспериментально, так

и теоретически. Низкую прессуемость нанопорошков

связывают с относительно высокой силой адгезионного

сцепления их отдельных гранул, что приводит к об-

разованию прочных агломератов. В качестве возмож-

ных причин размерного эффекта называют отсутствие

пластической деформации гранул нанометрового разме-

ра [8], образование ковалентных связей между молеку-

лами соседних гранул [10], ван-дер-ваальсовы силы при-

тяжения [9,10], электростатические взаимодействия [9] и
прочее.

Исследования, посвященные гравитационной укладке

гранулированных сред [11,12], показывают, что в усло-

виях свободной засыпки снижение плотности сухих по-

рошков обусловлено действием дисперсионных (ван-дер-
ваальсовых) сил притяжения, которые с уменьшением

размера гранул становятся многократно преобладаю-

щими над гравитационными силами. При прессовании

частицы порошка подвергаются воздействиям, которые

значительно превосходят как гравитационные, так и ван-

дер-ваальсовы силы. Тем не менее последние исследо-

вания [13,14] показывают, что ван-дер-ваальсовы силы

сохраняют высокую значимость и представляют собой

один из главных факторов, отвечающих за существова-

ние размерного эффекта в процессах компактирования

нанопорошков.

В настоящей работе представлены результаты модели-

рования процессов компактирования порошкового мате-

риала методом гранулярной динамики [11,13–25]. В це-

лях качественного исследования численные эксперимен-

ты поставлены в 2D-геометрии: частицы сферической

формы одинакового диаметра d, обладающие только

двумя поступательными степенями свободы (без враще-

ний). Трехмерным прообразом моделируемой системы

является совокупность сфер, зажатых между двумя вер-

тикальными идеально скользкими плоскостями. Взаимо-

действие частиц, помимо широко используемых законов

Герца [26] и Катанео−Миндлина−Дересевича [27–29],
включают дисперсионные силы притяжения [14]. По-

следнее позволяет ввести размер частиц в определяю-

щие уравнения модели [11] и промоделировать размер-

ный эффект в процессах прессования нанопорошков.
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Межчастичные взаимодействия

При сближении упругих сферических частиц диамет-

ром d на расстояние h (h = r − d) между ними возни-

кают контактная площадка радиуса a и сила упругого

отталкивания f e. Взаимосвязь между этими величинами

дается законом Герца [26,30]

(a
d

)3

=
3 f e

8d2

1− σ 2
p

E
,

( |h|
d

)3/2

=
3 f e

d2

1− σ 2
p

E
, (1)

где E — модуль Юнга взаимодействующих тел, σp — ко-

эффициент Пуассона. Непосредственный контакт между

частицами, интенсивность которого характеризует сила

упругого отталкивания f e, приводит к сцеплению частиц

и появлению сил трения [27–29]. Строгий закон трения

Катанео−Миндлина−Дересевича является нелинейным,

зависящим от предыстории нагружения [29], и поэтому

слишком сложным для использования в рамках метода

гранулярной динамики. Будем использовать линеаризо-

ванную форму этого закона, ставшую уже традицион-

ной [17,18],

f t = (− sign δ)min
{ 4Ea|δ|

(2− σp)(1 + σp)
; µ f e

}

, (2)

где f t — сила трения, δ — тангенциальное смещение

частиц, µ — коэффициент трения.

Необходимо отметить, что учет сил трения в рамках

закона сухого трения Кулона, когда вместо уравне-

ния (2) используется соотношение f t = (− sign1δ)µ f e,

не может дать удовлетворительных результатов. Приме-

ром такого упрощенного подхода, в частности, являются

работы [11,16]. Пренебрежение упругой частью танген-

циального смещения частиц в (2) приводит к появлению

проблем, связанных с несовместностью закона Кулона

с механикой абсолютно твердых тел — так называемые

парадоксы Пенлеве [31]. В относительно простой меха-

нической системе (маятник, содержащий два связанных

тела) эта несовместность наблюдается при довольно

высоких значениях коэффициента трения [31], µ ≥ 2
√
2.

Но в сложных, многочастичных системах это условие

может сместиться к более низким величинам µ. Видимо,

именно этим обусловлено нереалистичное вращение

частиц, отмеченное в численных экспериментах [16].
Довольно часто в определение силы трения f t вво-

дят когезию [16,23], чтобы учесть наличие ненулевого

трения между частицами при отсутствии внешних сил

прижатия. Последнее обусловлено проявлением сил

межмолекулярных, ван-дер-ваальсовых, взаимодействий.

Нами не вводится когезия в уравнение (2), поскольку
будут учитываться силы ван-дер-ваальсова притяжения

частиц явно. Притяжение сферических сил, обуслов-

ленное межмолекулярным взаимодействием, рассчитано

Гамакером [32]. В терминах леннард-джонсовского вза-

имодействия часть межмолекулярного потенциала φ0,

описывающая притяжение, на расстоянии r 12 может

быть записана в виде

φ0 = −2ε
d6
0

r 612
, (3)

где ε — энергетический параметр, d0 — эффективный

диаметр молекул (d0 = 21/6σ0, где σ0 — традицион-

ный размерный параметр леннард-джонсовского потен-

циала). В приближении аддитивности межмолекуляр-

ных взаимодействий энергия ван-дер-ваальсова притяже-

ния Ea двух макроскопических объектов объемами V1

и V2 дается интегралом

Ea = n2
∫

V1

dv1

∫

V2

dv2φ(r 12)

= −2ε(nd3
0)

2

∫

V1

dv1

∫

V2

dv2

1

r 612
, (4)

где n — число молекул на единицу объема взаимодей-

ствующих тел. Для сферических тел имеем [32]

Ea =
−π2

6
ε(nd3

0)
2

{

d2

r 2 − d2
+

d2

r 2
+ 2 ln

(

1− d2

r 2

)

}

, (5)

где d — диаметр частиц, r — расстояние между их

центрами.

Расходимость энергии взаимодействия Ea(r ) при

r → d связана с расходимостью межмолекулярного по-

тенциала (3) при уменьшении расстояния между цен-

трами молекул до нуля. Однако соприкосновение моде-

лируемых нами макрочастиц не означает совмещения их

пограничных молекул. Между последними остается про-

межуток порядка диаметра молекулы d0. С учетом этого

для энергии ван-дер-ваальсова притяжения сферических

макрочастиц запишем:

Ea =
−π2

6
ε(nd3

0)
2

{

d2

(r + αd0)2 − d2
+

d2

(r + αd0)2

+ 2 ln
(

1− d2

(r + αd0)2

)

}

, (6)

что дает силы их сцепления:

f a =
(∂Ea

∂r

)

=
π2

3

ε

d
(nd3

0)
2 d7

(r + αd0)3[(r + αd0)2 − d2]2
.

(7)
Коэффициент α определим таким образом, чтобы в

пределе r = d = d0 получить силу взаимодействия двух

молекул f 0 = 12ε/d0. При этом будем полагать, что

при уменьшении размера тел (r → d0) молекулы, ответ-

ственные за ван-дер-ваальсово взаимодействие, распола-

гаются в них наиболее плотным образом (ГЦК или ГПУ

упаковки), т. е.

nd3
0 =

√
2. (8)

В итоге получим алгебраическое уравнение на пара-

метр α

(1 + α)3α2(2 + α)2 =
π2

18
, (9)

которое дает α ≃ 0.239 57. В дальнейшем будем пола-

гать α = 0.24.
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Для численных оценок и расчетов будем подразу-

мевать в качестве материала гранул оксид алюминия

Al2O3: плотность ρ = 3970 kg/m3, модуль всестороннего

сжатия K = 255GPa, модуль Юнга E = 382GPa [33].
Как следствие, для коэффициента Пуассона имеем

σp ≃ 0.250. Для константы Гамакера (A = 2π2ε(nd3
0)

2)
оксида алюминия, согласно данным [34,35], принимаем
A = 14.8 · 10−20 J. В структуре корунда (α-фаза Al2O3)
атомы кислорода образуют почти неискаженную гек-

сагональную плотнейшую упаковку, а ионы алюми-

ния занимают 2/3 октаэдрических пустот. Ввиду этого

будем считать справедливым соотношение (8). Тогда

для энергии межмолекулярного взаимодействия имеем

ε = 272kB . Эффективный диаметр частиц определим по

плотности ρ = 3970 kg/m3 и молярной массе Mr = 102,

что дает d0 = (
√
2Mr /ρNa)1/3 ≃ 0.392 nm. Коэффициент

трения µ в законе (2) полагается равным единице. Это

может показаться завышенным значением для µ. Хотя

в литературе встречаются работы с таким же высоким

значением [23], типичные значения µ, используемые

в численных экспериментах [16–22,24] и характерные

для контакта макроскопических тел [33] составляют

порядка 0.1−0.5. Однако очистка поверхности от за-

грязнений посредством нагрева и вакуумирования, что

характерно для экспериментов по прессованию нанопо-

рошков [2,3,5], может приводить к увеличению значе-

ний µ до нескольких единиц [33].
Сопоставим интенсивность ван-дер-ваальсова взаимо-

действия с гравитационными силами mg = ρg(π/6)d3,

где ρ — плотность гранул. При наличии контакта

(r = d) достаточно крупных гранул (d ≫ d0) можем

записать для силы их сцепления:

f a(r = d ≫ d0) ≃
π2

12
(nd3

0)
2 εd

α2d2
0

. (10)

Используя приведенные выше численные константы для

частиц размером d = 100 nm, согласно (10), имеем

f a ≃ 7 · 10−8 N, что на 9 порядков превосходит силу

тяжести mg≃ 2 · 10−17 N. Таким образом, для наноча-

стиц влияние гравитационных сил пренебрежимо мало.

Отметим, что представленные выше соотношения, ха-

рактеризующие интенсивность ван-дер-ваальсовых меж-

частичных сил, неприменимы для более крупных гранул,

например, для порошков микронного размера. В част-

ности, можно заметить, что равенство силы f a и гра-

витационной силы mg достигается при d ≃ 6mm, что

является нереальной оценкой области влияния гравита-

ционных сил. Последнее связано с неучетом неизбежных

шероховатостей и загрязнений на поверхности крупных

частиц, что приводит к ослаблению ван-дер-ваальсова

притяжения.

Пренебрегая деформацией гранул в процессах прес-

сования, будем полагать силу дисперсионного притя-

жения гранул при наличии контакта, т. е. для r < d,
постоянной и равной f a,1 = f a(d). „Насыщение“ ван-

дер-ваальсовых сил при малых r использовалось также

в работах [11,17,21,22].

Рис. 1. Суммарная нормальная сила взаимодействия двух

гранул ( f n = f e + f a) в зависимости от расстояния r между их

центрами для d = 10 (1), 20 (2), 50 (3) и 100 nm (4). f n < 0 —

притяжение, f n > 0 — отталкивание.

Суммарная сила взаимодействия, нормального по от-

ношению к площади контакта, представлена на рис. 1 в

безразмерном виде. Обезразмеривание сил производится

с помощью упругих констант материала, расстояний —

посредством размера частиц:

f = (1/3) f ∗Ed2/(1− σ 2
p ), r = r ∗d. (11)

Равновесное расположение двух гранул под действием

сил ван-дер-ваальсова притяжения и упругого отталки-

вания соответствует расстоянию между их центрами r eq,
которое незначительно меньше их диаметра. Так, для

частиц диаметром d = 100 nm равновесное расстояние

Рис. 2. Сила сцепления частиц в момент контакта (r = d) в

зависимости от их диаметра. На вставке: радиус обрезания сил

притяжения частиц в зависимости от их диаметра.
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составляет r ∗eq ≃ 0.9986, а для частиц с d = 10 nm —

уже 0.9937. Максимальная сила притяжения частиц f a,1

в зависимости от их размера представлена на рис. 2.

Сила f a,1 определяет сцепление частиц при их кон-

такте, и следовательно, начальный уровень сил трения

(для неприжатых частиц). Ввиду быстрого спадания

ван-дер-ваальсовых сил вводится радиус обрезания r cut,
который в наших расчетах определяется условием

f a(r cut) = 10−6 . При этом даже для d = 10 nm величина

r ∗cut < 1.15 и быстро убывает с ростом d (см. вставку на

рис. 2).

Рис. 1 и 2 показывают, что с увеличением размера

гранул уменьшается как амплитуда ван-дер-ваальсова

сцепления f ∗a,1, так и относительная дальность вза-

имодействия r ∗cut. Если не вводить в рассмотрение

сил дисперсионного притяжения (7), то посредством

обезразмеривания (11) размер частиц d может быть

исключен из уравнений движения. Это говорит о том,

что силы упругого отталкивания и трения, без учета сил

притяжения, не могут привести к появлению размерных

эффектов. При учете дисперсионных сил, как показывает

рис. 1, размер частиц становится значимым параметром,

что открывает возможность описания и изучения раз-

мерных эффектов.

Методика расчетов

Модельная ячейка имела форму прямоугольника с

размером нижнего основания xcell. На боковые сто-

роны модельной ячейки накладывались периодические

граничные условия. Сжатие модельной ячейки осуще-

ствлялось одновременным уменьшением высоты ячейки

на величину 1y = 0.1d и пропорциональным перемас-

штабированием высот всех частиц. После каждого сжа-

тия определялось новое равновесное положение частиц.

Данная процедура соответствует одноосному прессова-

нию порошка в квазистатических условиях [2,3,5,9,10].
Известно [18], что для численной реализации такого про-

цесса удобно использовать безынерционный алгоритм:

при известных силах вычисляются очередные смещения

частиц, которые полагаются пропорциональными дей-

ствующим силам

1ri = kfi , fi =
∑

j

fi j , (12)

где ri — радиус-вектор i -й частицы, fi j — сила, действу-

ющая на i -ую частицу со стороны j -й. При наличии кон-

такта между частицами (при r i j < 1) для силы fi j < 1

можем записать

r i j < 1 : fi j =
(

ri j

r i j

)

f e + f tτ −
(

ri j

r i j

)

f a,1, (13)

где ri j = ri − r j — вектор, направленный от j -й частицы

к i -й. Направление силы трения определяется касатель-

ным вектором τ :

τ =
[

ri j

r i j
× k

]

=
(yi j

r i j
,
−xi j

r i j

)

, (14)

где k — единичный вектор, вдоль оси Oz декарто-

вой системы координат. Положительные значения силы

трения f t , как нетрудно убедиться, соответствуют на-

правлению τ против часовой стрелки. При увеличении

расстояния между частицами, когда r i j ≥ 1, остается

только ван-дер-ваальсово притяжение

r i j ≥ 1 : fi j = −
(

ri j

r i j

)

f a(r ). (15)

Для задания конкретного значения общему для всех

частиц коэффициенту пропорциональности k в уравне-

нии (12) оценивалась максимальная сила f i в системе.

Значение k устанавливалось таким, чтобы даже под

действием этой максимальной силы смещение частиц не

превосходило (d − r eq)/2. Смещение отдельных частиц

определялось также характером изменения сил при их

перемещении: частица i перемещалась не далее поло-

жения, где достигался минимум абсолютной величины

суммарной внешней силы f i . Данный алгоритм, как

показали проведенные расчеты, позволяет на каждом

шаге устойчиво находить новое положение равновесия

моделируемой системы.

Ввиду статистического разброса получаемых резуль-

татов для проведения анализа проводилось усреднение

по большому количеству Nst макроскопически тож-

дественных, но статистически независимых начальных

конфигураций. На основании набора различных значе-

ний {Xi} необходимого параметра (среднее координаци-

онное число, плотность вероятности, давление и т. п.)
рассчитывались его среднее X̄ и погрешность 1X по

формулам

X̄ =
1

Nst

Nst
∑

i=1

Xi ,

1X = α0.95(Nst)

√

√

√

√

1

Nst(Nst − 1)

Nst
∑

i=1

(Xi − X̄)2, (16)

где α0.95 — коэффициент Стьюдента, соответствую-

щий доверительному интервалу с вероятностью 95%.

Для Nst ≥ 10 зависимость α0.95(Nst) аппроксимирована

выражением

α0.95 = 1.9600 +
2.3713

Nst

+
4.9494

N2
st

+
15.5501

N3
st

. (17)

Формирование начальных структур

Генерация начальных структур производилась двумя

различными способами. При первом способе от осно-

вания ячейки до высоты y = xcell формировался слой

броуновски движущихся частиц плотностью ρb. Отме-

тим, что параметр ρb позволяет управлять плотностью
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Рис. 3. Примеры начальных конфигураций при различных способах генерации исходных засыпок. Слева направо: „коллоидный“

способ при ρb = 0.15ρcub ; „коллоидный“ способ при ρb = 0.25ρcub ; „гравитационный“ способ (пояснения см. в тексте). Темные
точки — установленные частицы формируемой засыпки, светлые — движущиеся частицы.

генерируемых структур. Под плотностью здесь и в

дальнейшем подразумевается двумерная безразмерная

плотность ρ = πd2N/(4S), где N — количество частиц,

находящихся в выделенном „объеме“ S. Например, плот-
ность регулярной „кубической“ укладки в 2D-геометрии

ρcub = π/4. В момент контакта с основанием ячейки, или

с одной из уже уложенных ранее частиц, движущаяся

(броуновская) частица мгновенно прилипает и стано-

вится частью генерируемой засыпки. При выбывании

частиц из броуновского слоя их количество тут же вос-

полняется. Данный способ соответствует формированию

порошковой структуры при осаждении из коллоидного

раствора, в связи с чем будем в дальнейшем называть

его „коллоидным“.

При втором способе, который будем называть „гра-

витационным“, частицы вводились в модельную ячейку

сверху, по одной. Данный способ генерации начальных

состояний является традиционным при моделировании

крупноразмерных порошков [11,16,25]. Начальное го-

ризонтальное смещение вводимой частицы было слу-

чайным. Частица двигалась вертикально вниз до по-

падания в „сферу притяжения“ одной из уложенных

ранее частиц. Под „сферой притяжения“ подразумева-

ется область, ограниченная радиусом обрезания сил

притяжения r c,1 . После этого вводимая частица двига-

лась по кратчайшему расстоянию к ближайшей частице.

По достижении контакта с ней движущаяся частица

мгновенно прилипает и становится частью засыпки. Дан-

ное поведение падающих частиц соответствует представ-

ленной выше модели межчастичного взаимодействия,

когда ван-дер-ваальсово сцепление носит относительно

короткодействующий, но тем не менее многократно

преобладающий характер над гравитационными силами.

На рис. 3 представлены примеры начальных конфигу-

раций, получаемых при описанных выше способах: по-

казаны верхние части формируемых засыпок. Видно, что

частицы образуют „цепочечные“, древовидные структу-

ры. Среднее координационное число k̄ данных структур

в точности равно двум, поскольку для поддержания

среднего числа „цепей“ в модельной ячейке постоянным

количество обрыва цепей, где k = 1, должно в точности

компенсироваться их разветвлением, где k > 2. При пер-

вом способе генерации начальных засыпок образуются

относительно изотропные структуры, в то время как при

втором — структуры обладают ярко выраженной ани-

зотропией (преимущественное расположение цепей —

вертикальное). Для количественного описания степе-

ни анизотропности введем в рассмотрение контактный

угол θ — угол между вертикальной осью Oy (см. рис. 3)
и прямой, соединяющей центры контактирующих ча-

стиц. Функции распределения контактных углов wθ(θ)
для обоих типов начальных структур представлены на

рис. 4. В случае „гравитационных“ засыпок горизон-

тально ориентированные контакты (при θ = 90◦) вооб-

ще отсутствуют, что приводит к зависимости wθ(θ) с

ярко выраженным максимумом при θ = 0 (вертикальные
контакты). В случае „коллоидных“ засыпок наблюдает-

ся слабая зависимость плотности вероятности wθ от

направления θ, что свидетельствует об относительной

изотропности генерируемых конфигураций.

Журнал технической физики, 2011, том 81, вып. 7



Моделирование процесса компактирования нанопорошков в рамках гранулярной динамики 23

Рис. 4. Функции распределения межчастичных контактных уг-

лов. Сплошная линия — „коллоидная“ засыпка, ρb = 0.25ρcub ;

штриховая линия — „гравитационная“ засыпка. Точки —

после одноосного сжатия до плотности ρ ≃ 0.81 (Nst = 1000)
для „коллоидной“ засыпки (темные точки, осевое давление

py ≃ 4.1GPa) и для „гравитационной“ засыпки (светлые точки,
осевое давление py ≃ 4.6GPa).

Рис. 5. Распределение плотности по высоте для „гравитацион-

ной“ засыпки, Nst = 3000. На вставке: то же для „коллоидной“

засыпки, ρb = 0.25ρcub , Nst = 8000. Ширина модельной ячейки

xcell = 20d.

На рис. 5 представлены распределения плотности в

сформированных структурах по высоте. Вблизи осно-

вания и в верхней части сформированной засыпки на-

блюдаются краевые эффекты — систематические от-

клонения зависимости ρ(y) от среднего значения. Для

„гравитационного“ способа пространственный масштаб

краевого эффекта у основания засыпки составляет по-

рядка 200d. Поэтому для получения достаточно про-

тяженной однородной средней части исходные структу-

ры формировались из большого количества частиц —

N = 8000. В случае „коллоидного“ способа краевые

эффекты простираются на расстояния порядка 50d, что
позволяет использовать меньшее количество частиц —

N = 2400 (см. вставку на рис. 5).
Чтобы исключить влияние краевых эффектов, для

дальнейшего анализа вырезалась средняя однородная

часть засыпки, содержащая 500 частиц. После этого на

верхней и нижней границах, так же как и на боковых,

вводились периодические граничные условия, т. е. систе-

ма достраивалась в вертикальном направлении дублика-

тами сформированной модельной ячейки. Отметим, что

при состыковке дубликатов возникает незначительная

неоднородность плотности ρ(y) на верхней и нижней

границах. Однако пространственный масштаб этой неод-

нородности всего около 2d, и она быстро исчезает при

дальнейшем моделировании одноосного сжатия.

Известно [36], что размеры xcell модельной ячейки

могут влиять на свойства моделируемых структур. Как

показал проведенный нами анализ, наиболее чувстви-

тельным параметром по отношению к ширине xcell явля-

ется плотность засыпки ρ0. Зависимости величин ρ0 от

значения x−1
cell продемонстрированы на рис. 6. Наиболее

сильно зависимость плотности ρ0 от ширины модельной

ячейки выражена для „гравитационных“ засыпок, что

коррелирует с бо́льшим масштабом краевых эффектов

в них, о чем говорилось выше. Предельное значение

плотности ρ0, соответствующее макроскопическому пре-

делу xcell → ∞, в этом случае составляет ρ00 ≃ 33.4%.

Для коллоидных засыпок чувствительность их свойств

к параметру xcell в значительной мере определяется

плотностью слоя броуновских частиц ρb. Расчеты выпол-

нены для значений ρb от 0.15ρcub до 0.5ρcub. Получен-

ные численно зависимости плотности ρ0 генерируемых

структур от размера модельной ячейки (см. рис. 6)
удовлетворительно аппроксимируется выражением

ρ0 = ρ00 +
ρ01

xcell

+
ρ03

x3
cell

. (18)

Коэффициенты аппроксимации для различных значе-

ний параметра ρb представлены в таблице. Уменьшение

коэффициентов ρ01 и ρ03 при увеличении параметра ρb

связано с уменьшением длины корреляций расположе-

ния частиц при увеличении плотности генерируемых

Коэффициенты аппроксимации (18) для различных значений

плотности слоя броуновских частиц

ρb/ρcub ρ00 ρ01 ρ03

0.15 0.2665 0.0689 2.7694

0.20 0.3057 0.0169 1.6658

0.25 0.3420 0.0024 0.8973

0.30 0.3755 0 0.4627

0.40 0.4353 0 0.1215

0.50 0.4878 0.0043 0
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Рис. 6. Плотность ρ0, генерируемых структур в зависимости

от ширины моделируемой ячейки xcell . Сверху: „коллоидная“

засыпка, ρb = 0.25ρcub ; точки — численный расчет, погреш-

ность определена по (16) и (17); линия — аппроксимация по

формуле (18). На вставке: плотность „коллоидной“ засыпки

в макроскопическом пределе xcell → ∞ в зависимости от

плотности слоя броуновских частиц (точки — численный рас-

чет, линия — аппроксимация (19)). Снизу: „гравитационная“
засыпка.

случайных структур. В относительно плотных струк-

турах макроскопический предел xcell → ∞ в пределах

погрешности расчета достигается уже при небольших

размерах модельной ячейки (см. рис. 6). В то же

время в относительно разреженных структурах выход

на макроскопический предел требует существенно более

широких модельных ячеек.

Важным достоинством „коллоидного“ способа, опи-

санного выше, является возможность генерации началь-

ных структур различной плотности. При переходе к

3D-геометрии это должно существенно облегчить про-

цедуру прямого сопоставления расчетных результатов

с данными натурных экспериментов по прессованию

нанопорошков с различными насыпными плотностями.

На вставке к рис. 6 показана начальная плотность ρ00,

соответствующая макроскопическому пределу бесконеч-

но большой ячейки (xcell → ∞ и N → ∞), в зависимости

от параметра ρb. Результаты расчетов аппроксимирова-

ны выражением

ρ00 = 0.1316 +
ρb

ρcub
− 0.6983

( ρb

ρcub

)2

+ 0.2455
( ρb

ρcub

)3

.

(19)
Экстраполяция данной зависимостью к значениям

ρb = 0 и ρb = ρcub = π/4 показывает, что предложенный

способ позволяет получать начальное состояние в диа-

пазоне плотностей от ρ0,min ≃ 13% до ρ0,max ≃ 68%.

Результаты одноосного сжатия
модельной ячейки

Рис. 7 демонстрирует изменение в характере располо-

жения частиц при их уплотнении. В объеме компакта по-

являются области локального упорядочения в располо-

жении частиц, соответствующие плотной (гексагональ-
ной) упаковке. Об этом свидетельствует появление ани-

зотропии в распределении контактных углов (см. рис. 4):
у функции wθ(θ) появляются максимум на углах θ ≃ 30◦

и минимум при θ ≃ 60◦ . Преимущественно горизонталь-

ное расположение слоев гексагональной упаковки, о чем

свидетельствует характер функции wθ(θ), обусловлено
анизотропностью (одноосностью) внешнего нагружения.

В то же время в целом структура мелкодисперсного по-

рошка даже при значительном давлении остается нере-

гулярной, с большим количеством пор, размер которых

может существенно превосходить размер структурных

элементов (частиц порошка).
Параметром, определяющим связность структуры, яв-

ляется среднее координационное число. На рис. 8 пред-

ставлены зависимости среднего координационного числа

от средней плотности для систем, полученных „коллоид-

ным“ способом (ρb = 0.25ρcub, xcell = 20d), с различным

размером частиц, и для эталонной, „бескогезивной“

системы. Под последней подразумевается крупнозерни-

стый порошок, в котором дисперсионные силы притяже-

ния пренебрежимо малы. Видно, что мелкодисперсные

системы, состоящие из частиц меньшего размера, харак-

теризуются, как правило, большей связностью. Их сред-

нее координационное число быстрее возрастает на на-

чальных стадиях уплотнения, и при дальнейшем увели-

чении средней плотности, вплоть до ρ = 0.84, остается

выше соответствующего параметра систем, состоящих

из частиц большего размера. Исключение составляют

лишь системы с размером частиц d > 200 nm в области

высоких плотностей. На том же рисунке представлена

зависимость координационного числа от плотности для

регулярных упаковок

ρ =
(π/k)

tg(π/k)
. (20)

Ввиду сложности экспериментального определения ве-

личины k подобные теоретические зависимости нередко
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Рис. 7. Пример сжатия расчетной ячейки для частиц диаметром d = 10 nm. Слева направо: начальная засыпка (h∗cell = 58,

py ≡ −σyy = 0), конфигурация при высоте ячейки h∗cell = 35 (py ≃ 140MPa) и при h∗cell = 25 (py ≃ 3.34GPa).

используются для оценки среднего координационного

числа [38]. Рис. 8 показывает, что даже достижение

высоких плотностей отнюдь не гарантирует реализации

регулярных структур, отвечающих соотношению (20).
В действительности реализуемые структуры имеют су-

щественно более низкие значения средних координаци-

онных чисел.

В работе [39] на основе теоремы Эйлера [40] получено
строгое соотношение между средними координационны-

ми числами частиц k̄ и пор k̄c :

k̄c =
2k̄

k̄ − 2
. (21)

Данное соотношение показывает, что изменение чис-

ла k̄ от 2 до 3, характерное для исследуемых систем

(см. рис. 8), приводит к качественному изменению

структуры. Значение k̄ = 2 соответствует открытой си-

стеме пор со значением k̄c → ∞. Рост k̄ приводит к

резкому снижению k̄c и образованию закрытой системы

пор. При плотности ρ = 0.8 среднее координационное

число k̄ достигает значения 3.2, что в соответствии с

выражением (21) дает k̄c ≃ 5.3.

Наибольший интерес для задач компактирования по-

рошковых материалов представляет изменение тензора

напряжений в уплотняемой среде в зависимости от

плотности компакта. На рис. 9 представлены кривые

Рис. 8. Среднее координационное число в зависимости от

плотности для систем с размером частиц (сплошные линии,

сверху вниз при ρ = 0.6) d = 10, 14, 20, 30, 50, 70, 100, 200,

400 nm и для реперной системы без дисперсионных сил (штри-
ховая линия). „Коллоидный“ способ засыпки, ρb = 0.25ρcub ,

xcell = 20d. Пунктирная — зависимость (20) для регулярных

упаковок.
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Рис. 9. Осевое (сверху) и боковое (снизу) давление в

зависимости от плотности для систем с размером частиц

d = 10 (1), 20 (2), 50 (3), 100 (4) и 400 nm (5) и для

бескогезивной системы (6). „Коллоидный“ способ засыпки,

xcell = 20d, ρb = 0.25ρcub . На вставках: то же в области малых

давлений.

уплотнения для систем, полученных „коллоидным“ спо-

собом, с размером частиц от 10 до 400 nm и для

„бескогезивной“ системы. Осевое py = −σyy и боковое

px = −σxx давления рассчитывались по известному со-

отношению [18–22,24]

σi j =
1

xcellhcell

∑

k<l

f (kl)
i r (kl)

j , (22)

где hcell — текущая высота модельной ячейки. Сум-

мирование в (22) проводится по всем парам взаи-

модействующих частиц. Каждая из кривых на рис. 9

построена в результате усреднения по 1000 независимых

расчетов, соответствующих сжатию различных началь-

ных реализаций соответствующей системы. Рис. 9 от-

четливо демонстрирует размерный эффект в процессах

прессования нанопорошков: чем меньше размер частиц,

тем большее давление (py) необходимо прикладывать

для достижения заданной плотности. Интересно отме-

тить также, что на зависимостях бокового давления

от плотности (рис. 9, справа) для мелкодисперсных

систем (d = 10, 20 nm) существуют области растянутых

состояний с px < 0. Причиной появления таких областей

является относительно высокий уровень дисперсионных

сил, которые приводят к заметному боковому притяже-

нию между соседними цепочками частиц порошка при

их сближении.

Наиболее отчетливо размерный эффект проявляется

при относительно низких давлениях прессования py,

порядка 30MPa (см. вставки на рис. 9), где различия

по плотности могут достигать 20%. Соответственно,

как видно из рис. 10, наиболее заметные различия в

относительных величинах осевого давления возникают

в области невысоких плотностей, порядка ρ = 0.4−0.6.

В частности, для достижения плотности ρ = 0.50 при

прессовании порошка с размером частиц d = 10 nm

могут потребоваться в 18 раз более высокие давления,

чем при прессовании безкогезивного порошка. Общий

характер кривых на рис. 10 может быть объяснен

следующим образом. В начале процесса прессования,

при плотности ρ0, все системы при одинаковом способе

предварительной подготовки имеют одинаковую струк-

туру независимо от размера составляющих их частиц

(плотность ρ0 ≃ 0.34, среднее координационное число

k̄ = 2). Различие в характере уплотнения обусловлено

только более сильным адгезионным сцеплением мень-

ших гранул. По мере уплотнения начинает накапливать-

ся структурное различие систем. Так, при плотности

ρ ≃ 0.5 в системе с диаметром частиц d = 100 nm

Рис. 10. Отношение осевого давления в исследованных си-

стемах с ван-дер-ваальсовым притяжением частиц к осево-

му давлению в „реперной“ („бескогезивной“) системе py,ref :

1 — размер частиц d = 10, 2 — 20, 3 — 30, 4 — 50, 5 — 100,

6 — 400nm. Параметры расчета см. на рис. 9. Вертикальны-

ми отрезками отмечена статистическая погрешность расчета

по (16) и (17).
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Рис. 11. Разность между осевыми давлениями в системах с

различным размером частиц и осевым давлением в „реперной“

системе. Обозначение линий см. на рис. 10.

среднее координационное число k̄ = 2.02, а в системе

с d = 10 nm — уже k̄ = 2.49. Этим обусловлено сильное

различие в механических свойствах данных систем по

отношению к внешнему нагружению. Дальнейший рост

внешнего давления до значений, многократно превыша-

ющих амплитуду дисперсионных сил притяжения, сти-

рает различия между системами: отношение давлений

в любых системах стремится к единице. Это приводит

к наличию максимума на кривых, представленных на

рис. 10, в диапазоне средних значений плотности.

Ситуация изменяется при анализе различий в абсо-

лютных единицах. Расчеты показывают, что максималь-

ные различия в осевых давлениях исследованных систем

реализуются при плотностях порядка ρ = 0.7−0.8, и

достигают нескольких сотен мегапаскалей (рис. 11).
Внешнее давление py при этом составляет уже по-

рядка 1.5GPa. Для сравнения можно заметить, что

максимальная сила дисперсионного притяжения (для
частиц оксида алюминия диаметром d = 10 nm) соответ-
ствует давлению их прижатия всего около 70MPa. Это

позволяет утверждать, что влияние дисперсионных сил

притяжения выходит далеко за рамки их собственных

амплитуд.

Рис. 12 показывает гидростатическое давление p =
= −(σxx + σyy)/2, требуемое для достижения опреде-

ленной плотности в системах с различным размером

частиц. Как известно [18–21,37], в пренебрежении даль-

нодействующими межчастичными силами давление p
связано со средней нормальной контактной силой f̄ n

посредством формулы Рамфа

p =
k̄ρ
πd2

f̄ n. (23)

В области слабых внешних нагрузок, в окрестности на-

чального состояния порошка, масштаб давлений в коге-

зивных системах, а значит и размерный эффект, опреде-

ляется амплитудой ван-дер-ваальсовых сил f a,1 [21,22].
Подставляя в соотношение Рамфа вместо f n величи-

ну f a,1 и замечая, что, согласно (7), для макроско-

пических (d ≫ d0) гранул f a,1 ∼ d, получаем p ∼ d−1.

Как показывает рис. 12, для малых значений плотности

зависимость давления от величины d−1 действительно

близка к линейной. Однако более точное воспроизведе-

ние расчетных данных достигается в рамках функцио-

нальной зависимости вида

p(ρ) = pref(ρ) +
ξ

dm
, (24)

где pref(ρ) — давление в бескогезивной системе, а

параметры ξ и m также являются функциями ρ, при-

чем m< 1 во всем диапазоне плотностей. Вплоть до

значений плотности порядка 0.6 основная „тяжесть“ раз-

мерного эффекта падает на диапазон изменения размера

гранул d < 100 nm. При высоких значениях плотности

(ρ > 0.6) размерный эффект смещается в область боль-

ших размеров и становится менее значимым.

Большое влияние на процесс компактирования мо-

жет оказывать процедура предварительной подготовки

порошка [18,21], характеристиками которой выступают

параметры начальной структуры. Проанализируем влия-

ние таких параметров, как анизотропность и плотность

начальной структуры, на процесс одноосного сжатия

моделируемых систем. На рис. 13 представлено сопо-

ставление кривых сжатия в координатах „осевое дав-

ление−плотность“ для изотропных и анизотропных на-

чальных структур, создаваемых соответственно посред-

ством „коллоидного“ и „гравитационного“ способов.

Видно, что размерный эффект проявляется независимо

от способа предварительной подготовки порошка. В слу-

чае вертикальной гравитационной засыпки частиц фор-

Рис. 12. Гидростатическое давление p, необходимое для

достижения заданной плотности в зависимости от диамет-

ра частиц d. Линии соответствуют значениям плотности

ρ = 0.40 (1), 0.45 (2), 0.50 (3), 0.55 (4), 0.60 (5), 0.65 (6),
0.70 (7), 0.75 (8), 0.80 (9). Параметры расчета см. на рис. 9.
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Рис. 13. Осевое давление прессования для систем с размером

частиц d = 10 nm (1), 100 nm (2) и „реперной“ системы (3).
Сплошные линии — изотропные начальные конфигурации

(„коллоидный“ способ, ρb = 0.25ρcub), штриховые линии —

анизотропные начальные конфигурации („гравитационный“
способ). На вставке: область относительно малых значений

осевого давления py .

Рис. 14. Осевое давление в зависимости от плотности

компакта: („коллоидный“ способ, xcell = 20d) при различных

значениях начальной плотности ρ0 ≃ 0.27 (ρb/ρcub = 0.15),
0.31 (0.20), 0.34 (0.25) и 0.38 (0.30). Сплошные линии —

d = 10 nm, штриховые — d = 100 nm, пунктир — „реперная“

система без межчастичного притяжения. На вставке: область

относительно малых плотностей и давлений.

мируются более „жесткие“ для вертикальной нагрузки

структуры, что приводит к сдвигу кривых уплотнения в

область более низких значений плотности при заданном

уровне внешнего воздействия py . Данный сдвиг, состав-

ляющий порядка 1.5%, сохраняется во всем диапазоне

осевых давлений py . В то же время по мере уплотнения

системы утрачивают „память“ о своей первоначаль-

ной анизотропности. Об этом свидетельствует динамика

функций распределения контактных углов. Представлен-

ные на рис. 4 зависимости wθ(θ), несмотря на суще-

ственное различие для начальных изотропных и анизо-

тропных структур, после сжатия становятся практически

идентичны, демонстрируя анизотропию, обусловленную

одноосным характером внешнего нагружения.

Влияние начальной плотности ρ0 на характер уплот-

нения порошка может быть проанализировано на при-

мере изотропных структур, создаваемых „коллоидным“

способом. Рис. 14 показывает, что в отличие от ани-

зотропности влияние начальной плотности ограничено

областью относительно малых давлений и плотностей.

С ростом внешнего давления кривые, соответствующие

различным значениям ρ0, сближаются, т. е. уплотняемая

система утрачивает „память“ о своем исходном состо-

янии. В области высоких давлений влияние начальной

плотности (см. рис. 14) существенно менее заметно, чем

различия в кривых компактирования, обусловленные

„размерным“ эффектом.

Заключение

В результате проведенного исследования методом

гранулярной динамики в 2D-геометрии изучены процес-

сы одноосного сжатия наноразмерных гранулированных

систем. Детально исследованы различные способы ге-

нерации начальных структур: посредством слоя частиц,

совершающих броуновское движение, — „коллоидный“

способ, и посредством вертикального падения частиц по

одной сверху — „гравитационный“ способ. В первом

случае формируются относительно изотропные струк-

туры, плотность ρ = πd2N/(4S) которых можно ре-

гулировать в пределах 0.13−0.68 за счет плотности

слоя броуновских частиц. Во втором случае структуры

обладают анизотропным расположением частиц и плот-

ностью ρ0 ≃ 0.33−0.35. Проанализированы протяжен-

ность краевых эффектов вблизи непроницаемых границ

(нижнее основание) и влияние размера моделируемой

ячейки на свойства формируемых структур. Установлена

ширина ячейки xcell, обеспечивающая адекватное воспро-

изведение свойств макроскопических систем.

В процессе одноосного сжатия модельных ячеек по-

средством статистической обработки большого массива

независимых расчетных данных изучены изменения в ха-

рактере расположения частиц порошка; появление ани-

зотропии структуры, обусловленной характером внеш-

него нагружения; динамика среднего координационного

числа исследуемых систем; зависимости от плотности

осевого и бокового давлений; влияние начальной анизо-

тропии и начальной плотности на характер уплотнения

моделируемых систем.

Впервые детально исследован известный из натурных

экспериментов размерный эффект в процессах квазиста-

тического уплотнения наноразмерных гранулированных
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систем. Выполненные расчеты показали, что диспер-

сионные межчастичные силы притяжения приводят к

заметному ухудшению прессуемости мелкодисперсных

порошков по сравнению с более крупнозернистыми.

Следовательно, изучение и описание размерного эф-

фекта в процессах прессования нанопорошков может

строиться в рамках метода гранулярной динамики на

основе учета сил дисперсионного притяжения Ван-дер-

Ваальса−Гамакера.
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