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Влияние тепловой нелинейности сильнопоглощающих сред
на параметры фотоакустического сигнала при газомикрофонной
регистрации. Основная и вторая гармоники
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Сформулирована теория возмущения, которая позволила рассчитать влияние тепловой нелинейности (ТН),
обусловленной температурной зависимостью теплофизических величин сильнопоглощающих и низкотепло-
проводящих систем на параметры фотоакустического (ФА) сигнала при ее газомикрофонной регистрации.
Установлено, что зависимость амплитуды ФА-сигнала от интенсивности падающего луча I 0 определяется
зависимостью температуры освещенной поверхности образца от I 0 и является достаточно сложной, вместо
ожидаемой квадратичной; для предельных случаев (µsβ � 1 и µsβ � 1) этот вклад в амплитуду ФА-сигнала
определяется простыми выражениями, что весьма удобно для определения термических коэффициентов
теплофизических параметров исследуемых сред. Обнаружено, что существенное влияние ТН на фазу
ФА-сигнала проявляется в области частот, удовлетворяющих условию µsβ ∼ 1, а для предельных случаев
это влияние незначительно.

Предложена теория генерации второй гармоники ФА-сигнала, обусловленной температурной зависи-
мостью теплофизических величин буферного газа и образца. Показано, что амплитуда этого сигнала
квадратично зависит от интенсивности падающего луча, а от частоты зависит как ω−3/2 при µsβ � 1 и ω−5/2

при µsβ � 1.

PACS: 43.45.Ud

Введение

При исследовании сильнопоглощающих конденсиро-
ванных сред с низким значением коэффициента теп-
лопроводности κ с помощью фотоакустической (ФА)
спектроскопии происходит существенное повышение
температуры образцов [1,2], которое приводит к тому,
что термодинамические, теплофизические и оптические
параметры образцов перестают быть постоянными и ста-
новятся зависящими от температуры. Эту зависимость и
принято называть тепловой нелинейностью (ТН) [3].

Очевидно, что в реальных экспериментах влияние ТН
может играть двоякую роль. Во-первых, она будет суще-
ственно осложнять достаточно простые зависимости па-
раметров ФА-сигнала от характеристик среды и парамет-
ров излучения, полученные в классических работах [4,5],
и тем самым приведет к существенному искажению
формы спектра и осложнению ее обработки. Во-вторых,
она может существено расширить информативность ре-
зультатов ФА-экспериментов и позволит, в частности,
получить информацию о термических коэффициентах
теплофизических и оптических величин.

В [6–8] теоретически было предсказано и экспери-
ментально обнаружено наличие существенного влия-
ния температурной зависимости коэффициента тепло-

вого расширения жидкостей βT на форму и параметры
оптоакустического (ОА) импульса, а в [9,10] — также
на эффективность преобразования лазерной энергии в
акустическую, причем объектом исследования в [6–10],
в основном, была вода с ее уникальным свойством —
изменением знака и стремлением βT → 0 при T0 = 277 K
и значительным поглощением луча CO2-лазера. Как
было показано в [11], влияние ТН, обусловленное
температурной зависимостью величины коэффициента
поглощения β на амплитуду ОА-сигнала в металлах,
также значительно. Теоретическое и эксперименталь-
ное изучение влияния ТН, обусловленной температур-
ной зависимостью κ, и теплоемкости единицы объема
C = ρCP системы, т. е. только теплофизических величин
на параметры нелинейного термоволнового отклика,
генерируемого в многослойных системах посредством
воздействия лазерного излучения, интенсивность кото-
рого смодулирована по гармоническому закону с часто-
той ω, проводилось в [12,13]. Там, в частности, показана
принципиальная возможность определения зависимости
термических коэффициентов теплопроводности и тепло-
емкости от толщины пленок с помощью фотодефлекци-
онного метода.

Между тем известно, что наличие нелинейности всег-
да порождает возбуждение высших гармоник генериру-
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емого сигнала в исследуемой среде, и в первую оче-
редь, второй [14]. Тепловая нелинейность не оказалась
исключением. Об этом свидетельствует эксперименталь-
ное обнаружение и исследование характеристик сигнала
второй гармоники ФА-сигнала „мираж“-эффектом [15],
фотодефлекционным [16], газо-микрофонным [17] и
инфракрасно-радиометрическим [18] методами и обна-
руженная во всех случаях квадратичная зависимость
амплитуды этого сигнала от интенсивности падающего
луча I 0. В упомянутых работах дано лишь качествен-
ное объяснение полученных результатов. Теоретиче-
ское описание результатов [15,16], выполненное в [19],
основывалось именно на учете температурной зависи-
мости C(T) и κ(T) образца, а решение термоволновой
задачи проводилось для безграничной среды, и поэтому,
как было справедливо замечено авторами [20], получен-
ные ими выражения не могут быть использованы для
вычисления амплитуды и фазы сигнала на частоте 2ω.
В [21,22] термоволновая задача, в частности для второй
гармоники, решена с учетом физической реальности
исследуемых систем, включая тонкие пленки, покрытия
и наличие подповерхностных трещин в образце. Возмож-
ность диагностики наличия трещин в керамических об-
разцах фотодефлекционным методом и ФА-микроскопом
последовательно изучалась в [23,24]. Однако вопрос о
теоретическом исследовании влияния ТН на параметры
ФА-сигнала на основной гармонике и особенности ее
генерации на второй гармонике при газо-микрофонной
регистрации сигнала, где существен и вклад ТН буфер-
ного газа, оказался нерассмотренным.

Настоящая работа посвящена построению теории
нелинейного ФА-отклика, соответствующего случаю
газо-микрофонной регистрации сигнала на основной и
второй гармониках. Считаем, что исследуемая система
обладает значительным коэффициентом поглощения и
низким значением коэффициента теплопроводности. Как
и в [12], будет рассмотрена ТН, обусловленная только
температурной зависимостью теплофизических величин.
Оптические величины считаются постоянными.

1. Вывод уравнений для нелинейных
вкладов акустического колебания
температуры

Следуя [4], рассмотрим классическую трехслойную
модель ФА-камеры, состоящей из газового слоя (g),
образца (s) и подложки (b). Падающий луч с интен-
сивностью I 0 смодулирован по гармоническому закону
с частотой ω, а R — ее коэффициент отражения от об-
разца (рис. 1). Газ и подложка считаются прозрачными.
Тогда систему нелинейных уравнений теплопроводности
для соответствующих слоев ФА-камеры можно записать
в виде

Ci (Ti )
∂T′i
∂t

=
∂

∂x
κi (Ti )

∂T′i
∂x

+ hi , (i = g, s, b), (1)

где hg = hb = 0, hs = 0.5βI 0(1− R) exp βx(1 + exp iωt).

Рис. 1. Геометрия задачи: 1 — падающий луч, смодулирован-
ный по частоте, 2 — буферный газ (воздух), 3 — исследуемый
образец, 4 — подложка, 5 — отраженная часть луча.

Ограничимся линейной зависимостью теплофизи-
ческих параметров от температуры, т. е. Ci (T) =
= Ci (Tρ)(1+δi T

′
i ), κi (T) = κi (T0)(1+δ2i T

′
i ), δi = δ1i−βTi ,

где δ1i и δ2i — температурные коэффициенты CP и κ

соответственно, T0 — начальное значение температу-
ры, а T ′(t, x) — ее приращение. Проведенные в [2]
расчеты показали, что нагрев поверхности подложки,
контактирующей с низкотеплопроводящим образцом,
в 30−50 раз меньше по сравнению с нагревом по-
верхности образца, контактирующего с газовым слоем,
т. е. незначителен. Этот факт позволяет допустить, что
в рассматриваемом случае влияние ТН, обусловленной
теплофизическими параметрами подложки, на парамет-
ры ФА-сигнала пренебрежимо мало. Тогда уравнение
теплопроводности для подложки выпадает из рассмот-
рения, и из (1) получаем

∂2T ′i
∂x2

− 1

χ
(0)
i

∂T ′i
∂t

= −1
2

(
δ2i

∂2

∂x2
− δi

χ
(0)
i

∂

∂t

)
(T ′i )2 − Hi ,

i = g, s, (2)

где Hg = 0, Hs = 0.5β(1−R)I 0

(
κ

(0)
s
)−1

exp βx(1+exp iωt),

χ
(0)
i = κ(0)/Ci (T0), κ(0)

i = κi (T0). Величину T ′i (x, t) пред-
ставим в виде суммы стационарных T0i (x), выражения
для которых получены в [2], и акустических 8i (x, t)
частей — T ′i (x, t) = T0i (x) + 8i (x, t), подстановка
которых в (2), после исключения временно-независящих
частей, приводит к уравнениям

∂28i

∂x2
− 1

χ
(0)
i

∂8i

∂t
= −1

2

(
δ2i

∂2

∂x2
− δi

χ
(0)
i

∂

∂t

)

×
(
2T0i (x)8i + 82

i

)
− Hi , i = g, s. (3)

Учитывая, что в (3) присутствуют малые парамет-
ры δg, δ2g, δs и δ2s, акустическую часть возмуще-
ния температуры представим в виде суммы 8i (x, t) =
= 8Li (x, t) + 8Nt(x, t) линейных и нелинейных частей.
Тогда, пренебрегая величинами высшего порядка ма-
лости, а также принимая во внимание уравнение для
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нелинейных частей [4], для нелинейных составляющих
будем иметь уравнения

∂28Ni

∂x2
− 1

χ
(0)
i

∂8Ni

∂t
= −1

2

(
δ2i

∂2

∂x2
− δi

χ
(0)
i

∂

∂t

)

×
(
2T0i (x) + 8Li (x, t)

)
8Li (x, t), i = g, s. (4)

Теперь величину 8Ni(x, t) представим в виде суммы
8Ni(x, t) = 81Nt(x, t) + 82Ni(x, t) нелинейных частей на
основной 81Ni(x, t) и второй 82Ni(x, t) гармониках. То-
гда, пренебрегая величинами высшего порядка малости,
получим

∂281Ni

∂x2
− 1

χ
(0)
i

∂81Ni

∂t
= −

(
δ2i

∂2

∂x2
− δi

χ
(0)
i

∂

∂t

)
×T0i (x)8Li (x, t), i = g, s; (5)

∂282Ni

∂x2
− 1

χ
(0)
i

∂82Ni

∂t
= − 1

2

(
δ2i

∂2

∂x2
− δi

χ
(0)
i

∂

∂t

)
82

Li (x, t),

i = g, s. (6)

Нетрудно заметить, что на границе газ−образец в рам-
ках рассмотренного приближения справедливы условия

81Ns(t, 0) = 81Ng(t, 0),
∂91g

∂x
=
κ

(0)
s

κ
(0)
g

∂91s

∂x
; (7)

82Ns(t, 0) = 82Ng(t, 0),
∂92g

∂x
=
κ

(0)
s

κ
(0)
g

∂92s

∂x
. (8)

Здесь использованы следующие обозначения:

91i (x, t) = 81Ni(x, t) + δ2i Ti 0(x)8Li (x, t),

92i (t, x) = 82Ni(t, x) + 0.5δ2i8
2
Li (t, x). (9)

Уравнения (5) и (6) совместно с граничными услови-
ями (7), (8) являются искомыми и позволяют изучать
влияние ТН теплофизических параметров исследуемой
среды и газа на параметры нелинейности составляющей
ФА-сигнала на основной частоте, а также исследовать
основные особенности ее генерации на второй гар-
монике.

2. Основная гармоника

Уравнение (5) и граничные условия (7) являют-
ся исходными для изучения особенности формирова-
ния нелинейного ФА-отклика сильнопоглощающих сред.
Учитывая [4], что 8L(x, t) = 8L(x, ω) exp iωt, положим
81Ni(x, t) = 81Ni(x, ω) exp iωt, и используя обозначения

σ 2
i = iω/χ(0)

i , σi = (1 + i )/µi , где µi =
(
2χ(0)

i /ω
)1/2

—
длина тепловой диффузии, для функции 91i (x, ω), из (5)
получим уравнения

d291i

dx2
− σ 2

i 91i = σ 2
i (δi − δ2i )T0i (x)8Li (x, ω), i = g, s,

(10)

решения которых можно представить в виде

91Ng= θ1Ne−σgx + R1gS1g(x)eσgx − R1gS2g(x)e−σgx ; (11)

91Ns = U1Neσsx + R1sS1s(x)eσsx − R1sS2s(x)e−σsx ; (12)

S1i (x) =
∫

g0i (x)8Li (x, ω)e−σi x dx,

S2i (x) =
∫

g0i (x)8Li (x, ω)eσi x dx. (13)

Здесь использованы обозначение R1i = 0.5δ−1
2i σi (δi − δ2i )

и равенство T0i (x) = δ−1
2i g0i (x). Амплитуды θ1N и U1N на-

ходятся из граничных условий (7) и, в частности, исполь-
зуя обозначения ai = µ−1

i , g = κ
(0)
g ag/κ

(0)
s as, для θ1N

получим

θ1N =
[
g0g(0)8Lg(0, ω)− g0s(0)8Ls(0, ω)− 2R1sS2s(0)

− R1gS1g(0)(1 − g) + R1gS2g(0)(1 + g)
]
(1 + g)−1.

(14)
Для определения параметров ФА-сигнала, регистриру-
емого газо-микрофонным способом, достаточно опре-
делить явный вид функции 81Ng(x, ω), выражение для
которого, с учетом 8Lg(x, ω) = θL exp(−σj x), можно
записать в виде

81Ng(x, ω) =
[
θ1N − R1gS2g(x)− θLg0g(x)

]
× exp(−σgx) + R1gS1g(x) exp(σgx). (15)

Для вычисления интегралов (13) необходимо знать вид
функций 8Ls(x, ω), g0g(x) и g0s(x). При пренебрежении
влиянием подложки справедливы равенства

8Ls(x, ω) = Ueσsx − Eeβx,

θL = E(β − σs)σ−1
s (1 + g)−1, (16)

где E = 0.5βI 0[κs(T0)(β2 − σ 2
s )]−1, U = θL + E. Функции

g0g(x) =
[
1 +20δ2g(2 +20δ2g)

(
1− x

lg

)]1/2
− 1, (17)

g0s(x) =
[

1 + δ2s

[(
20(2 + δ2s20)

(
1 +

x
l

)
−W0(2 + δ2sW0)

x
l

)
+

AI0

βκ
(0)
s

(
1 +

x
l
− exp βx − x

l
E1

)]]1/2

− 1 (18)

получены из решения стационарной задачи с уче-
том влияния ТН теплофизических величин [2]. Здесь
A = 1− R, E1 = exp(−βl), 20 и W0 — значения воз-
мущения температуры облучаемой поверхности образца
и ее тыльной стороны — границы образец−подложка.
Учитывая, что W0 � 20, и при β ∼ 105 cm−1, E1 � 1,
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I 0 = 1 W/cm2, κ(0)
s ∼ 0.5 W/m · s, δ2s ∼ 10−3K−1, величи-

на δ2sI 0

(
βκs(T0)

)−1 ∼ 10−5 также пренебрежимо ма-
ла. Введя обозначение bi = δ2i20(2 + δ2i20), выраже-
ния (10) можно записать в виде

g0g(x) =
[(

1 + bg

(
1− x

lg

))1/2
− 1

]
,

g0s(x) =
[(

1 + bs

(
1 +

x
l

))1/2
− 1

]
. (19)

Подстановка 8Li (x, ω) и g0i (x) в подынтегральные вы-
ражения в (12) приводит к необходимости вычисления
двух типов интегралов, процедура вычисления которых
приведена в Приложении. Там же приведены результаты
интегрирования (формулы (A1)−(A4)).

Из (15) и выражений для S1g(x) и S2g(x) видно, что
нелинейная часть акустического колебания температуры
газа, так же как и линейная, затухает в слое с тол-
щиной, равной µg . Тогда и нелинейная составляющая
возмущения давления, формирующая соответствующий
вклад в ФА-сигнал, как и линейная [4], определяется
усреднением 81Ng(x, ω) по длине тепловой диффузии в
газе, т. е.

δp1N(ω) =
γp02πµg

T00lg
81Ng(ω) =

γp0

T00lg

2πµg∫
0

81Ng(x, ω) dx,

(20)
где p0 — равновесное значение давления, T00 = T0 + θ0,
а γ — показатель адиабаты. При интегрировании (20)
примем во внимание то, что функции S1g(x), S2g(x)
и g0g(x) в слое 0 ≤ x ≤ 2πµg являются плавными. Это
позволяет при интегрировании воспользоваться прибли-

жением
2πµg∫

0
f (x) exp(−σgx)dx ≈ f (0)σ−1

g , учитывая, что

µi /l i � 1, получим

δp1N(ω) = − γp0θL

T00lg(1 + g)σg

×
[(√

1 + bg − 1
)
F1 +

(√
1 + bs − 1

)
F2

]
, (21)

где F1 = g + (1 + 2g)1g, F2 = 1 + 1s(β2 − σ 2
s )−1 ×

×
(
β2 − σ 2

s (2 + g) + βσs(1 + g)
)
, 1i = (δi − δ2i )/2δ2i .

Учитывая, что линейная составляющая ФА-сигнала
определяется выражением δpL = γp0θL/T00lgσg, для
суммарного акустического возмущения давления на
основной частоте δpF = δpL + δp1N имеем

δp1F = δpLK1N exp(−iψ1N), (22)

где K1N и ψ1N являются соответственно коэффициентом
нелинейности и сдвигом фазы первой гармоники, связан-
ными с ТН, и определяются выражениями

K1N =
(
U2

1 + U2
2

)1/2
, ψ1N = arctgU2/U1. (23)

Здесь использованы следующие обозначения:

U1 = 1− (δ2s + 1gδ2g)20 −201sδ2sϕ1(µsβ),

U2 = 201sδ2sϕ2(µsβ); (24)

ϕ1(βµs) =
β3µ3

s(1 + βµs)− 2(βµs − 4)
β4µ4

s + 4
,

ϕ2(βµs) =
βµs[β

2µ2
s + 2(1 − βµs)]
β4µ4

s + 4
. (25)

Заметим, что при 20 = 0 (отсутствие нагрева) параметр
K1N = 1 и тогда δpF = δpL, т. е. ФА-сигнал состоит толь-
ко из линейной составляющей, а вклад ТН отсутствует.

Выражения (23)–(25) показывают, что частотные за-
висимости амплитуды и фазы исследуемой нелинейной
составляющей являются достаточно сложными и могут
быть определены лишь численно. В этой связи целесо-
образно получить выражения из (23), соответствующие
низко- и высокочастотным случаям. Для этой цели
ведем характерную частоту процесса ωc = 2χβ2 [3], при
которой длина тепловой диффузии µs равняется длине
оптического поглощения β−1.

Из выражений (24) и (25) следует, что функ-
ция U1(βµs) является гладкой функцией βµs и с ро-
стом 20 уменьшается, а для предельных случаев спра-
ведливы равенства

U1 = 1−
[
(δ2s + δ2g1g) + 21sδ2s

]
20

при µsβ � 1, или ω � ωc; (26)

U1 = 1−
[
(δ2s + δ2g1g + 1sδ2s

]
20

при µsβ � 1, или ω � ωc. (27)

Следовательно, U1(µsβ � 1) > U1(µsβ � 1). Функция
U2(βµs) является положительной и проходит через мак-
симум при значении βµs ∼ 1.

Неравенство |δp1N| < |δpL| позволяет получить усло-
вие 20 < 2∗0, которое является критерием примени-
мости предложенной теории, где 2∗0 =

∣∣[δ2s + δ2g1g +

+1sδ2s

(
ϕ1(µsβ)− ϕ2(µsβ)

)]−1∣∣ — температура, при ко-
торой |δpL| = |δp1N|. Расчеты показывают, что вели-
чина 2∗0 слабо зависит от βµs (или частоты) и, в
основном, определяется термическим коэффициентом,
а при βµs ∼ 1 ее численное значение 2∗0 ∼ 100 для
эбонита и ∼ 400 K для оксида циркония соответственно.

С учетом того, что
√

1 + bi − 1 = δ2i20, из (22) для
предельных случаев следуют выражения

δpF

δpL

= K1N(0) = 1+
20

2

[
(δ2g +βTg−δ1g)− (δ1s−βTs +δ2s)

]
при ω � ωc, или βµs � 1; (28)

δpF

δpL

= K1N(∞) = 1+
20

2

[
(δ2g + βTg − δ1g)− 2(δ1s − βTs)

]
при ω � ωc, или βµs � 1, (29)
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откуда обнаруживается, что при µsβ � 1 (область вы-
соких частот) температурная зависимость коэффициента
теплопроводности образца не влияет на амплитуду нели-
нейной составляющей ФА-сигнала. Здесь K1N(0), K1N(∞)
соответствуют низко- и высокочастотным значениям
величины K1N(ω).

Выражения (22), (28) и (29) показывают, что зависи-
мость амплитуды генерируемого нелинейного ФА-сиг-
нала от интенсивности падающего луча определяет-
ся посредством зависимости величины 20 от I 0, что
представляется нам вполне естественным. Как было
показано в [2], эта зависимость для непрозрачных и
низкотеплопроводящих систем с ростом I 0 переходит
от линейной к степенной, с последующим переходом
к зависимости 20 ∼ I 1/2

0 . Однако полную информацию
можно получить, лишь выполнив соответствующие чис-
ленные расчеты. На рис. 2, a приведены зависимости

Рис. 2. Зависимости коэффициента тепловой нелинейно-
сти K1N (a) и нелинейной составляющей фазы ψ1N (b)
от βµs для образцов из эбонита при значениях 20 = 40
(кривая 1), 60 (2), 70 (3), 75 (4) (δ1s = 15.7 · 10−3,
δ2s = 6.41 · 10−3 K−1, κ

(0)
s = 0.128 W/m ·K, температурный

диапазон 293−353 K [25]; βT = 6 · 10−5 K−1 [26]); пара-
метры для воздуха (δ1g = 0.19 · 10−3, δ2g = 2.39 · 10−3 K−1,
βTg = 3.4 · 10−4 K−1 [26]).

K1N = |δp1F/δpL|, т. е. зависимости нормированной к
линейной составляющей суммарной амплитуды ФА-
сигнала от βµs для эбонита. Откуда следует, что с
ростом 20 вклад от рассматриваемого вида ТН на ам-
плитуду ФА-сигнала возрастает, а в предельных случаях
µsβ � 1, µsβ � 1 принимает асимптотические значения,
описываемые формулами (28) и (29). На частотной
зависимости ψ1N (рис. 2, b) обнаруживается наличие
максимума в окрестности βµs ∼ 1, ее увеличение с
ростом 20, причем сдвиг фазы, обусловленный нали-
чием ТН, составляет десятки градусов. При этом с
ростом 20 максимум сдвига фазы смещается в область
высоких частот. Этот факт указывает на то, что фаза
ФА-сигнала в области частот, соответствующих условию
βµs ∼ 1, является весьма чувствительным параметром к
рассматриваемому виду тепловой нелинейности. Тогда,
очевидно, измерения нелинейной составляющей фазы
ФА-сигнала в этой области частот становятся достаточ-
но информативными, поскольку в предельных случаях
βµs � 1 и βµs � 1 величина ψ1N значительно уменьша-
ется и фактически ее вклад пренебрежимо мал.

Подставив из [2] выражение 20 =
[
(4b1|F|+ b2

2)1/2 −
−b2

]
b−1

1 , где b1 = 0.5(δ2s + a1δ2g), b2 = 1 + a1, a1 =

= lκ(0)
g /lgκ

(0)
s , F = AI0

2βκ(0)
s

(1− βl − E1) в формулы для U1

и U2, получим зависимости K1N от I 0. Проведен расчет
зависимости K1N от I 0 для некоторых низкотеплопрово-
дящих систем (ПММА, полипропилена и оксида цирко-
ния). Результаты такого расчета приведены на рис. 3.
Из этих зависимостей видно, что величина K1N для
одних сред с ростом I 0 уменьшается, а для других
возрастает. Следовательно, в зависимости от теплофи-
зических свойств исследуемых систем возможно, что
K1N < 1 или K1N > 1. Линейная зависимость K1N от I 0,
обнаруженная выше, указывает на то, что в этих систе-
мах для умеренных значений интенсивности падающего
луча справедлива зависимость |δp1N| ∼ I 2

0. Однако для
подробного изучения этого вопроса необходимо рас-
считать зависимость |δp1N|/|δpL| от I 0. Учитывая, что

|δp1N| =
√

(U1 − 1)2 + U2
2 |δpL|, для искомой величины

получим выражение

|δp1N|
δpL

= 0.520

[(
2δ2s + (δ1g − βTg − δ2g)

− (δ1s−βTs−δ2s)ϕ1(µsβ)
)2+(δ1s−βTs−δ2s)ϕ2(µsβ)2

]1/2
,

(30)
которое показывает, что зависимость |δp1N|/|δpL| от ве-
личины I 0 определяется функцией 20(I 0). В выражении
для 20(I 0) параметр a1 ∼ 10−2 ÷ 10−3, поэтому b2 ≈ 1
и b1 ≈ 0.5δ2s. Тогда 20 ≈ (0.5δ2s)−1[(η + 1)1/2 − 1], от-
куда получим, что 20 ≈ η/4δ2s ∼ I 0 при η � 1 и

20 ≈ η1/2/2δ2s ∼ I 1/2
0 при η � 1, где η = AI0lδ2s/κ

(0)
s .

Это означает, что |δp1N| ∼ I 2
0 при η � 1 и |δp1N| ∼ I 3/2

0
при η � 1 и, следовательно, отклонение от линейной за-
висимости |δp1N|/|δpL| от I 0 следует ожидать при η ∼ 1.
Результаты расчета для эбонита в широком диапазоне
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Рис. 3. Зависимость коэффициента тепловой нелинейности
ФА-сигнала K1N от интенсивности падающего
луча I 0 для ZrO2 (кривая 1) (δ1 = 0.67 · 10−3, δ2 =
= 0.12 · 10−3 K−1, температурный диапазон 400−700 K,
βT = 0.45 · 10−5 K−1, κ(0)

s = 1.7 W/m ·K [26]), полипропилена
(кривая 2) (δ1 = 6.7 · 10−3, δ2 = −1.9 · 10−3 K−1,
температурный диапазон 293−393 K, βT = 1.1 · 10−4 K−1,
κ

(0)
s = 0.22 W/m ·K [28]) и ПММА (кривая 3) (δ1 = 6.25 · 10−3,
δ2 = 0.04 · 10−3 K−1, температурный диапазон 293−353 K,
βT = 7 · 10−5 K−1, κ(0)

s = 0.16 W/m ·K [27]).

Рис. 4. Зависимость |δp1N/δpL| от I 0 для эбонита при значении
βµs = 0.1 (кривая 1), 1 (2) и 10 (3).

изменения частот (или βµs), приведенном на рис. 4,
полностью согласуются с этими выводами.

Исключив из амплитуды ФА-сигнала, измеряемой на
опыте, линейную составляющую |δpL|, получим экспе-
риментальное значение величины |δp1N|. Отождествив
эту величину с соответствующим теоретическим вы-
ражением, зная параметры газа, можно определить
термические коэффициенты теплофизических величин
исследуемой системы. Причем такие измерения весьма
удобно проводить в области низких или высоких частот,
где выражениями (28) и (29) установлена простая связь
между |δp1N|/|δpL| и термическими коэффициентами.
Это позволяет сделать вывод, что исследование парамет-
ров нелинейного ФА-сигнала может стать независимым
источником получения информации и, по-видимому, в
некоторых случаях уникальным, о параметрах ТН кон-
денсированных сред.

3. Вторая гармоника

Исходные уравнения для 82N(x, t) — акустических
колебаний температуры газа и образца на удвоенной
частоте — были получены в разд. 1 и имеют вид

∂282Ni

∂x2
− 1

χ
(0)
i

∂82Ni

∂t
= −1

2

(
δ2i

∂2

∂x2
− δi

χ
(0)
i

∂

∂t

)
82

Li (x, t),

i = g, s, (31)

из которых для величины 92i (x, t) = 82Ni(t, x) +
+ 0.5δ2i8

2
Li (t, x) имеем

∂292i

∂x2
− 1

χ
(0)
i

∂92i

∂t
=
δi − δ2i

2χ(0)
i

∂82
Li

∂t
, i = g, s. (32)

Учитывая, что 82
L ≈ 82

L(ω, x) exp i 2ωt, положив в (32)
92i (t, x) = 92i (ω, x) exp i 2ωt и, использовав обозначе-

ния σ 2
2i = 2iω/χ(0)

i , R2i = 0.5(δi − δ2i )σ2i , получим урав-
нения

d292i

dx2
− σ 2

2i92i = R2iσ2i8
2
Li (ω, x), i = g, s, (33)

решения, которых можно представить в виде

92g(ω, x)= θ2Nge−σ2gx +eσ2gxW1g(ω, x)−e−σ2gxW2g(ω, x),
(34)

92s(ω, x)= U2Nse
σ2sx +eσ2sxW1s(ω, x)−e−σ2sxW2s(ω, x).

(35)
Здесь использованы следующие обозначения:

W1i (ω, x) =
R2i

2

∫
e−σ2i x82

Li (ω, x) dx,

W2i (ω, x) =
R2i

2

∫
eσ2i x82

Li (ω, x) dx. (36)

Вид функций W1i (ω, x) и W2i (ω, x) приведен в При-
ложении. Граничные условия 82Ns(ω, 0) = 82Ng(ω, 0),
κ

(0)
s

κ
(0)
g

∂92s(ω,x)
∂x =

∂92g

∂x на границе образец−газ (x = 0) поз-

воляют получить систему алгебраических уравнений

θ2N + W1g(ω, 0)−W2g(ω, 0)

= U2N + W1s(ω, 0)−W2s(ω, 0) + 0.5θ2
L(δ2g − δ2s)

−θ2N + W1g(ω, 0) + W2g(ω, 0)

= g−1
(
U2N + W1s(ω, 0) + W2s(ω, 0)

)
(37)

для θ2N и U2N. Из решений (37) для θ2N получим

θ2N = (1 + g)−1
[
0.5(δ2g − δ2s)θ

2
L + (1 + g)W2g(0, ω)

− (1− g)W1g(0, ω)− 2W2s(0, ω)
]
. (38)

Воспользуемся тем, что акустическая часть давления на
второй гармонике ФА-сигнала, по аналогии с основной
гармоникой, может быть определена равенством

δp2N(2ω, t) =
γp02πµ2g(ω)

T0lg
82N(ω), (39)
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откуда следует необходимость усреднения величи-
ны 82Ng(ω, x) = 92g(ω, x)− 0.5 δ2g8

2
Lg по толщине

слоя 2πµ2g, т. е. вычисление интеграла

82N(ω) =
1

2πµ2g(ω)

2πµ2g∫
0

82N(ω, x) dx, (40)

где µ2g = (χ(0)
g /ω)1/2 — длина тепловой диффузии на

удвоенной частоте. Отметим, что µ2(ω) = µ(ω)/
√

2,
т. е. длина тепловой диффузии на удвоенной частоте
в
√

2 раза меньше, чем на основной частоте. Пользуясь
выражениями (A5)−(A8), выполнив интегрирования и
проделав алгебраические выкладки, имеем

82N(ω) =
1

2πµ2g

[
θ2N

σ2g

− θ2
L

4σg

(
δ2g +

2R2gσ2g

σ 2
2g − 4σ 2

g

)]
. (41)

Учитывая равенства

W1g(0, ω) = −
R2gθ

2
L

2(2σg + σ2g)
, W2g(0, ω) =

R2gθ
2
L

2(σ2g − 2σg)
,

W2s(0, ω)=
R2s

2

(
U2

σ2s + 2σs
− 2UE
σ2s + σs + β

+
E2

σ2s + 2β

)
,

E =
(1 + g)σsθL

β − σs
, U =

(gσs + β)θL

β − σs

для амплитуды θ2N, входящий в (41), получим

θ2N =
θ2

L

2(1 + g)

[
δ2g−δ2s+

2R2g(σ2g+2gσ2g)

σ 2
2g − 4σ 2

g

− 2R2s

(β − σs)2

×
(

(gσs + β)2

σ2s + 2σs
− 2σs(1 + g)(gσs + β)

σ2s + σs + β
+

(1 + g)2σ 2
s

σ2s + 2β

)]
.

(42)
Тогда, введя функцию

F2N = δ2g− δ2s −
(δg− δ2g)σ2g(2gσg + σ2g)

4σ 2
g − σ 2

2g

−
(1 + g)σ2g

2σg

(
δ2g −

(δg − δ2g)σ 2
2g

4σ 2
g − σ 2

2g

)
− σ2s(δs − δ2s)

(β − σs)2

×
[

(gσs + β)2

σ2s + 2σs
− 2(1 + g)σs(gσs + β)

σ2s + β + σs
+

(1 + g)2σ 2
s

σ2s + 2β

]
,

(43)
определяющую вклады ТН-образца и газа в формирова-
ние второй гармоники сигнала, для искомой величины
получим

δp2N(2ω, t) =
γp0µ2gθ

2
LF2N

2
√

2 lgT00(1 + g)
exp
[
i
(
ωt − π

4

)]
. (44)

Учитывая, что g� 1, и выполнив некоторые ал-
гебраические преобразования, выражение (44) можно

переписать в виде

δp2N(ω, t) =
γp0µ2gβ

2I 2
0µ

4
sD1(ω)D2(ω)

32
√

2 lgT00(κ(0)
s )2

exp
[
i (2ωt−ψ2)

]
,

(45)
в котором использованы следующие обозначения:

D1(ω) =
β2µ2

s + (βµs + 2)2(
(βµ2 + 1)2 + 1

)2 ,

D2(ω) =
√

F2
1 (ω) + F2

2 (ω),

F1(ω) =

√
2− 1√

2
(2δ2g − δg)− δ2s

− β2µ2
s(δs − δ2s)( f1G1 + f2G2),

F2(ω) = β2µ2
s(δs − δ2s)( f 1G2 − f2G1),

G1(ω) =
µsβ(µsβ − 2)(

(µsβ − 1)2 + 1
)2 ,

G2(ω) =
2(µsβ − 1)(

(µsβ − 1)2 + 1
)2 ,

f1(ω) =
1√

2 + 1

[
1−

2
√

2
(√

2 + 1
)

µsβ
(
(
√

2 βµs + 1)2 + 1
)

−
4
√

2
(√

2 + 1
)2

βµs

(
(βµs +

√
2 + 1)2 + (

√
2 + 1)2

)],
f 2(ω) =

2
√

2
βµs

(
2(βµs +

√
2 + 1)

(βµs +
√

2 + 1)2 + (
√

2 + 1)2

− 1
µsβ

βµs +
√

2

(
√

2 βµs + 1)2 + 1
,

ψ2 =
π

4
+ ψ2(1) + 2ψ2(2), ψ2(1) = arctg F1/F2,

ψ2(2) = arctg

(
βµs + 2
βµs

)
.

Выражение (45) показывает, что зависимости парамет-
ров второй гармоники ФА-сигнала от частоты также яв-
ляются сложными функциями и поэтому целесообразно
получить вид δp2N(ω, t) для случая предельно низких и
высоких частот.

В области низких частот, когда ω � ωc или µsβ � 1,
получим, что |F1(ω)| � F2(ω), D1(ω) ≈ 2(βµs)−2,
D2(ω) ≈ (2 +

√
2)−1|2δ2g − δg −

√
2 δs − 2δ2s|, ψ2(1) ≈ 0,

ψ2(2) ≈ π/4, и тогда искомое выражение примет вид

δp2(0)(2ω, t) =
γp0A2

0 I 2
0µ

2
sµ2g

32
√

2 lgT00

(
κ

(0)
s
)2 K2(0) exp

[
i (2ωt−3π/4)

]
,

(46)
где K2(0) ≈ 2(2 +

√
2)−1|2δ2g − δg −

√
2 δs − 2δs| — ком-

бинация термических коэффициентов теплофизических

Журнал технической физики, 2006, том 76, вып. 6



94 У. Мадвалиев, Т.Х. Салихов, Д.М. Шарифов

величин газа и образца. Из (46) следует частот-
ная зависимость δp2N(0)(2ω) ∼ ω−3/2, в то время как

δpL(ω) ∼ ω−1, а запаздывание фазы ψ2(0) = 3π/4, в то
время как для основной гармоники ψ1 = π/2.

В области высоких частот, когда ω � ωc и µβ � 1,
|F1(ω)| � F2(ω) и справедливы выражения D1(ω)≈ 1,
D2(ω)≈ (2+

√
2)−1(2δ2g−δg)−δs, ψ2(1)≈ 0, ψ2(2) ≈ π/2,

тогда

δp2(∞)(2ω, t) =
γp0A2

0β
2I 2

0µ
4
sµ2g

32
√

2 lgT00

(
κ

(0)
s
)2 K2(∞)

× exp
[
i (2ωt − 5π/4)

]
, (47)

K2(∞) = (2 +
√

2)−1|2δ2g − δg − (2 +
√

2)δs|. Из (47)
видно, что в этом случае справедлива зависимость
δp2N(2ω) ∼ ω−5/2, в то время как δpL(ω) ∼ ω−3/2; а для
фазы ψ2(∞) = 5π/4, а ψ1 = 3π/4.

Выражения (46) и (47) являются асимптотическими и
справедливыми, как выше было отмечено, для предельно
низких и предельно высоких частот соответственно.
Для получения полной картины частотной зависимости
амплитуды и фазы генерируемой второй гармоники
ФА-сигнала необходимо провести численные расчеты
для систем, теплофизические параметры которых соот-
ветствуют рассматриваемому случаю.

Из (45) следует, что амплитуда второй гармоники
ФА-сигнала определяется выражением

|δp2(2ω)| =
γp0I 2

0µ2gµ
2
s

32
√

2 lgT00

(
κ

(0)
s
)2 µ

2
sβ

2D1(ω)D2(ω). (48)

Вид этой функции указывает на то, что частотные
особенности этой величины можно описать, введя
функцию K2(ω) = µ2

sβ
2D1(ω)D2(ω), поскольку множи-

тель γp0I 2
0µ2gµ

2
s/32
√

2 lgT00

(
κ

(0)
s
)2

без особенного труда
может быть вычислен. Результаты численного расче-
та K2(ω) для ПММА, полипропилена и оксида цир-
кония представлены на рис. 5. Существенное отли-
чие искомой зависимости для этих систем связано с
соответствующими вкладами от F1(ω) и F2(ω), что,
в свою очередь, определяется значениями парамет-
ров ТН. Для всех систем F1(ω) медленно растет
и при βµs � 1 переходит к своему асимптотическо-
му значению, а F2(ω) имеет максимум при βµs ≈ 2.
Для оксида циркония (кривая 1; K2(0) = 3.84 · 10−3,

K2(∞) = 1.67 · 10−3 K−1) во всем частотном диапа-
зоне F1(ω)� F2(ω), поэтому зависимость K2(ω) от ω

совпадает с поведением F1(ω). Для ПММА (кри-
вая 2; K2(0) = 0.6 · 10−3, K2(∞) = 3.9 · 10−3 K−1) мак-
симальное значение F2(ω) ∼ |F1(ω)|, поэтому даль-
нейший спад F2(ω) послужил причиной появления
максимума в окрестности βµs ∼ 2. Искомая зависи-
мость для полипропилена (кривая 3; K2(0) = 1.26 · 10−3,

K2(∞) = 4.35 · 10−3 K−1) проходит не только через мак-
симум при βµs ∼ 2, но и через минимум при βµs ∼ 10.

Рис. 5. Зависимость величины K2(ω) =
= [32

√
2 lgT00(κ(0)

0 )2/γp0µ2gµ
2
s ] · |δp2(2ω)| от параметра βµs

для ZrO2 (кривая 1), ПММА (2) и полипропилена (3).
Параметры те же, что на рис. 3.

Появление минимума обусловлено тем, что с увеличе-
нием βµs функции F1(ω) растет, и при βµs ≈ 10 вели-
чина F1(ω) ≈ 0 и переходит из области отрицательных
значений в область положительных, и в дальнейшем
эта функция имеет положительные значения и слабо
растет, в то время как функция F2(ω) > 0 и резко падает.
Общим для вышеприведенных кривых является то, что:
в области низких частот βµs � 1, K2(ω)→ K2(0), и это

значение значительно больше величины K2(∞)(ω)β2µ2
s ,

соответствующего случаю βµs � 1; в области высоких
частот βµs � 1 зависимость K2(ω) от βµs для всех
систем зануляется пропорционально K2(∞)(ω)β2µ2

s . Вы-
шеприведенные зависимости K2(ω) для трех различных
систем позволяют считать, что наиболее удобным для
определения термических коэффициентов исследуемых
систем является измерение амплитуды ФА-сигнала на
удвоенной частоте в области как низких, так и высоких
частот. Этому благоприятствуют и простые соотно-
шения между K2(0), K2(∞) и термическими коэффици-
ентами.

Анализ выражения для фазы показывает, что
лишь ψ2(1)(ω) связано с термическими коэффициентами
систем, а другие зависят только от частоты. Результаты
численного расчета зависимости фазы второй гармоники
от βµs для ряда систем, представленные на рис. 6,
показывают, что в области низких частот ψ2(0) ≈ 3π/4,
а в области высоких — ψ2(∞) ≈ 5π/4. Эти значения
полностью согласуются с оценками (46) и (47), получен-
ными для этих случаев. Вместе с тем обнаруживается,
что для ПММА (кривая 3) эта зависимость проходит
через пологий максимум в окрестности βµs ∼ 10, что
обусловлено наличием аналогичной зависимости ψ2(1).
В связи с этим нам представляется, что измерения фазы
ФА-сигнала второй гармоники в области частот, где
значения βµs ∼ 1, может стать независимым источником
информации о термических коэффициентах низкотепло-
проводящих систем.
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Рис. 6. Зависимость фазы второй гармоники ФА-сигнала
ψ2(ω) и ее составляющей ψ2(1)(ω) (слева сверху) от парамет-
ра βµs для ZrO2 (кривая 1), эбонита (2) и ПММА (3).

Рис. 7. Зависимость величины N1(ω) = [8
√

2 κ(0)
(s) /I 0]×

×|δp2(ω)/δp1(ω)| от параметра βµs для эбонита (кривая 1),
ZrO2 (2), полипропилена (3) и ПММА (4).

Учитывая, что в линейном приближении амплиту-
да ФА-сигнала на основной частоте определяется как
|δpL| = γp0|θL|µg/

√
2 lgT00, то амплитуду ФА-сигнала

второй гармоники можно переписать в виде

|δp2(2ω)| = 1/2
√

2
∣∣θLF2N(ω)

∣∣∣∣δpL(ω)
∣∣. (49)

Поскольку |θL| =
√

D1(ω) βµ2
s I 0/4κ(0)

s , |F2N| = D2(ω),
выражение (49) представим в виде

|δp2(ω)|
|δpL(ω)| =

βI 0 µ
2
s

8
√

2 κ(0)
s

D2(ω)
√

D1(ω). (50)

Учитывая, что величина I 0 β/8
√

2 κ(0)
s не зависит от

частоты, удобно выполнить численные расчеты функции

N1(ω) =
8
√

2 κ(0)
s β

I 0

|δp2(ω)|
|δpL(ω)|

= β2µ2
sD2(ω)

√
D1(ω). (51)

Результаты численного расчета частотной зависимо-
сти N1(ω) для эбонита, оксида циркония, полипропилена
и ПММА показаны на рис. 7, откуда следует, что в об-
ласти низких частот (βµs � 1) справедлива линейная за-
висимость N1(ω) ≈

(
K2(0)/

√
2
)
βµs, а в области высоких

частот (βµs � 1), N1(ω) ≈ K2(∞)β
2µ2

s , т. е. квадратично
стремится к нулю. Переход от одного случая к другому
совершается в области βµs ∼ 1, и здесь обнаруживается
небольшой излом. Из этого графика следует, что при
I 0 = 105 W/m2, β = 107 m−1, βµs = 10 в абсолютных
значениях справедливы оценки |δp2|/|δp1| ≈ 10−3 (для
эбонита), 10−4 (для ПММА и полипропилена) и 10−5

(для оксида циркония). Очевидно, что уменьшение β

на один-два порядка, что вполне реально (см., напри-
мер, [29]), приводит к соответствующему увеличению
величины |δp2|/|δp1|.

Таким образом, можно заключить, что исследование
особенностей параметров второй гармоники ФА-сигнала
при ее газомикрофонной регистрации может стать неза-
висимым источником получения информации о тепло-
физических и оптических параметрах, включая парамет-
ры ТН, в исследуемых системах.

Заключение

В настоящей работе развита теория возмущения,
которая позволяет детально исследовать влияние тем-
пературной зависимости теплофизических параметров
сильнопоглощающих и низкотеплопроводящих образцов
и буферного газа на характеристики нелинейного фото-
акустического отклика на основной частоте, также пред-
ложена теория генерации второй гармоники ФА-сиг-
нала при ее газомикрофонной регистрации. Получено
выражение для параметров нелинейной составляющей
ФА-сигнала на основной гармонике и обнаружено, что

— зависимость ее амплитуды |δp1N| от интенсивности
падающего луча I 0 является сложной вместо ожида-

емой квадратичной, |δp1N| ∼ I 2
0 при AI0lδ2s/κ

(0)
s � 1,

|δp1N| ∼ I 3/2
0 при AIolδ2s/κ

(0)
s � 1;

— в области низких (µsβ � 1) и высоких (µsβ � 1)
частот |δp1N| описывается простыми выражениями, кото-
рые позволяют из обработки результатов эксперимента
определять параметры ТН;

— вклад |δp1N| в суммарную (измеряемую) амплитуду
ФА-сигнала в зависимости от термических коэффициен-
тов может быть как положительным, так и отрицатель-
ным;
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— нелинейная составляющая фазы ФА-сигнала имеет
максимальное значение в области частот, удовлетворя-
ющих условию βµs ∼ 1, а для предельных случаев ее
влияние пренебрежимо мало.

Показано, что частотная зависимость амплитуды вто-
рой гармоники ФА-сигнала является весьма чувстви-
тельной к значениям параметров ТН-среды, а в пре-
деле низких и высоких частот эти зависимости явля-
ются достаточно простыми и могут быть использова-
ны для определения параметров среды. Выявлено, что
|δp2(ω)| ∼ ω−3/2 при µsβ � 1 и |δp2(ω)| ∼ ω−5/2 при
µsβ � 1. Фаза этого сигнала чувствительна к нали-
чию ТН лишь в области βµs ∼ 1, а в пределе низких и
высоких частот соответственно, составляет 3π/4 и 5π/4
и не зависит от ТН-среды. Установлено, что в зависимо-
сти от свойств среды |δp2(ω)|/|δpL(ω)| ∼ 10−3−10−5.

Настоящая работа неоднократно и на различных
стадиях выполнения обсуждалась с В.В. Прокло-
вым и А.А. Карабутовым, которым авторы выражают
свою признательность. Мы также весьма признательны
В.Э. Гусеву за обсуждение полученных результатов.

Приложение

1) Функция f (x, y) =
∫

[(1± yx)1/2 − 1]dx при
y = 0 равняется нулю. Однако интеграл f (x, y) =
=
∫

[(1± yx)1/2−1]dx = ±(2/3y)(1 ± yx)3/2 − x + G при
y = 0 расходится. Из требования f (x, 0) = 0 находим,
что G = ∓(2/3y). Тогда подстановка G приведет
к результату f (x, y) = ±(2/3y)[(1 ± yx)3/2 − 1]− x,
который свободен от указанного недостатка. Этот
прием использован при вычислении S2g(x) и первого
слагаемого в S1s(x).

2) Интегралы типа f (x) =
∫ √

1− bx/leax dx род-
ственны эллиптическим интегралам и также могут быть
вычислены лишь приближенно, для этого достаточно
воспользоваться тем, что bi (1 + bi )|x/l | < 1 и, разложив
в ряд подкоренные выражения, ограничиться первыми
двумя слагаемыми.

3) Использовав вышеприведенную процедуру вычис-
ления интегралов, получим

S1g(x) ≈ θL

2σg

[
1−

√
1 + bg

+
bg

2lg
√

1 + bg

(
x +

1
2σg

)]
exp(−2σgx), (A1)

S2g(x)=−
[

2lg
3bg

(1+bg)3/2

[√(
1−

bgx

(1+bg)l

)3
−1

]
+x

]
θL,

(A2)

S1s(x) ≈ U

[
2l

3bs
(1+bs)

3/2

(√(
1 +

bsx
(1 + bs)l

)3
−1

)
−x

]

− E
(β − σs)1

[√
1 + bs −1

+
bs

2l
√

1 + bs

(
x − 1

β − σs

)]
exp
[
(β − σs)x

]
, (A3)

S2s(x)≈ U
2σs

[√
1+bi−1+

bs

2l
√

1 + bi

(
x− 1

2σs

)]
exp 2σsx

− E
β + σs

[√
1 + bi − 1

+
bs

2l
√

1 + bi

(
x − 1

β + σs

)]
exp
(
β + σs)x

)
. (A4)

4) Подставив функции 8Lg(x, ω) и 8Ls(x, ω), вид
которых приведен в разд. 2, в выражения (36), выпол-
нив интегрирования в функциях W1i (ω, x) и W2i (ω, x),
необходимые для вычисления 92i (ω, x) и θ2N, получим
следующие формулы:

W1g(ω, x) = −
R2gθ

2
L

2(σ2g + 2σg)
exp
[
−(σ2g + 2σg)x

]
, (A5)

W2g(ω, x) = −
R2gθ

2
L

2(2σg − σ2g)
exp
[
−(2σg − σ2g)x

]
, (A6)

W1s(ω, x) =
R2s

2

[
U2 exp[(2σs − σ2s)x]

2σs − σ2s

− 2UE exp[(σs + β − 2σ2s)x]
σs + β − 2σ2s

+
E2 exp[(2β − σ2s)x]

2β − σ2s

]
,

(A7)

W2s(ω, x) =
R2s

2

[
U2 exp[(2σs + σ2s)x]

2σs + σ2s

− 2UE exp[(σs + β + 2σ2s)x]
σs + β + 2σ2s

+
E2 exp[(2β + σ2s)x]

2β + σ2s

]
.

(A8)
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