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Сделано предположение, что полная потенциальная энергия кристалла U({rik}) как функция векторов rik ,

соединяющих центры равновесного положения атомов i и k, может быть представлена в виде суммы

неприводимых энергий взаимодействия в кластерах, содержащих пары, тройки и четвeрки атомов, распо-

ложенных на узлах кристаллической решeтки A2: U({rik}) ≡
∑4

N=1
EN({rik}). Фигурные скобки обозначают

”
вся совокупность“. Из соображений симметрии найден полный набор инвариантов {I j ({rik})}N , от которых

может зависеть энергия каждого отдельного кластера как функция векторов, соединяющих равновесные

положения центров атомов, входящих в кластер EN({rik}) ≡ EN

({

I j ({rik})
}

N

)

. Векторы rik представлены

в виде разложения по базису решeтки Браве. Это позволило представить инварианты
{

I j ({rik})
}

N
в виде

полиномов целых чисел, умноженных на τ m
2 . Здесь τ2 — половина ребра элементарной ячейки структуры A2,

а m — константа, определяемая моделью энергии взаимодействия в парах, тройках и четвeрках атомов.

В качестве примера рассмотрен модельный потенциал взаимодействия между атомами в виде суммы

потенциала Леннарда−Джонса и аналогично устроенных потенциалов взаимодействия троек и четвeрок

атомов. В рамках этой модели получены аналитические выражения модулей упругости второго и третьего

порядков кристаллов со структурой A2.
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1. Введение

Решение многих1 задач физики конденсированного

состояния требует знания зависимости энергий много-

атомных взаимодействий от координат атомов. Вид этой

зависимости неизвестен, во всех моделях теории конден-

сированного состояния он выбирается a priori. В систе-

мах, содержащих малое число атомов, значения энергии

двух-, трех- и четырехатомных взаимодействий обычно

рассчитывают в рамках различных приближений, ос-

новываясь на моделях квантовой химии (МКХ) [2–9].
В МКХ энергии состояний существенно определяются

структурой молекулы и вычисляются на основе предпо-

ложений о числе учитываемых электронных состояний,

параметризации и виде волновых функций и o состо-

яниях электронов каждого из атомов, участвующих в

образовании химической связи [8]. В кристаллах нет

изолированных молекул или кластеров с изолированной

электронной структурой, что делает нереальным строгое

вычисление даже энергии основного состояния. Поэтому

при расчeтах полной потенциальной энергии кристаллов

U({rik}) как функции векторов rik , соединяющих центры

равновесного положения атомов i и k , на основе МКХ

широко используются разные приближeнные методы.

Наиболее популярна гипотеза о зависимости полной

1 Зависимость мягкой моды от давления, анизотропия теплового

расширения, энергии вакансий [1–3] и т. д.

корреляционной энергии кристалла только от электрон-

ной плотности ρ(r) [4,9], т. е. фактически от объeма v ,

приходящегося на один атом: ρ(r) ∼ v−1. При расчeтах

электронной плотности структура кристалла учитывает-

ся только путем рассмотрения структуры, образуемой

ближайшими соседями, и пренебрегается значительной

частью энергии анизотропии. Фактически определяется

электронная плотность в
”
большом“ кластере заданной

формы. Для определения вида EN({rik}) в кластерах из N
атомов наряду с МКХ используют и

”
полуэмпириче-

ские“ [2] или
”
молекулярные“ [10,11] модели, в которых

вид Eα({rik}) постулируется на основе моделей, которые

считаются более строгими. Используются и
”
чисто клас-

сические модели“, в которых взаимодействие постулиру-

ется без привязки к состояниям атомов [11–12]. В таких

”
классических“ (не квантовых) моделях предполагается,

что U({rik}) системы многих атомов можно формально

представить в виде суммы неприводимых энергий взаи-

модействия атомов в кластерах, состоящих из всех пар,

троек, четвeрок и т. д. атомов [12–13].

Первым шагом к построению теории макроскопиче-

ских свойств на основе представления о взаимодействи-

ях между атомами является выбор модели, т. е. вида

зависимости U({rik}). В адиабатическом приближении,

которое используется в работе, это означает выбор

зависимости неприводимых частей потенциальных энер-

гий взаимодействия в группах произвольно расположен-
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ных N атомов от векторов, соединяющих их центры:

EN({rik}). Так, существует много моделей, учитываю-

щих только парные взаимодействия атомов2 [10,14,15].
В них предполагается конкретный вид зависимости

E2(r12) [11,12]. Заметим также, что значения параметров,

характеризующих, например, парные взаимодействия в

конкретных веществах, существенно зависят от предпо-

лагаемого аналитического вида, например, трeхатомных

взаимодействий [16] и т. д.

Вид зависимости E2(r12) достаточно произвольно по-

стулируется и в МКХ. Более того, на этом шаге

теории вид E2(r12) в квантовых и молекулярных мо-

делях совпадает. Отличие в том, что в молекулярных

моделях вид E2(r12) постулируется, а параметры E2(r12)
определяются непосредственным сравнением результа-

тов вычислений и эксперимента. В приближениях МКХ

параметры E2(r12) заданного вида вычисляются, но для

вычисления E(r12) требуется постулировать значения

большего числа параметров, часть которых не может

быть измерена [2,17–19]. В частности, МКХ основыва-

ются на предположениях о значении параметров, опи-

сывающих предполагаемое в модели состояние атомов.

К таким параметрам относятся число и вид учитываемых

орбиталей, значения интегралов перекрытия волновых

функций орбиталей, центрированных на разных атомах,

спин-орбитальное взаимодействие и т. п. [3,6,20].

По определению, неприводимые энергии взаимодей-

ствия атомов в кластерах, состоящих из N атомов,

зависят только от координат N атомов, образующих

кластер. Положения других атомов на неприводимую

часть энергии выделенной группы атомов не влия-

ют. Часть энергии кластера, зависящая от положения

атомов, внешних по отношению к данному кластеру,

входит в неприводимую энергию кластеров, содержащих

большее число атомов.

В работе [21] показано, что до тех пор, пока значение

потенциальной энергии определяется феноменологиче-

скими параметрами, для вычисления всех независимых

модулей жeсткости второго, третьего, четвeртого и

пятого порядков необходимо и достаточно учитывать

неприводимые энергии взаимодействия в кластерах, со-

держащих только пары, тройки и четвeрки атомов.

В литературе используются различные модели для

описания упругих характеристик одних и тех же ве-

ществ. Модели различаются зависимостями потенциаль-

ной энергии кристалла (корреляционной энергии) от

степеней свободы, характеризующих структуру кристал-

2 Неприводимой энергией взаимодействия двух частиц будем на-

зывать ту часть полной энергии их взаимодействия, которая зави-

сит только от расстояния между центрами частиц, предполагаемых

сферическими. Иными словами, эту часть энергии можно назвать

неприводимой энергией взаимодействия двух центров. Анизотропная

часть энергии взаимодействия двух частиц, зависящая от их формы,

например энергия взаимодействия диполь−заряд, диполь−диполь . . . ,

входит в неприводимую энергию взаимодействия трeх, четырeх и т. д.

центров. В металлах перечисленными электростатическими взаимо-

действиями можно пренебречь из-за экранирования электростатиче-

ских взаимодействий свободными электронами.

ла. В зависимости от принятых предположений о виде

корреляционной энергии для одного и того же веще-

ства получают разные значения модулей упругости Cαβ ,

Cαβγ , причем вычисленные значения 3 Cαβ , Cαβγ иногда

существенно отличаются от установленных экспери-

ментально [6]. Общие соображения, используемые для

ограничения вида аналитической зависимости энергии

взаимодействия между атомами в группах из N атомов

(EN({rik})) от их взаимного расположения, недостаточ-

но полны для однозначного выбора EN({rik}). Далее

показано, что аргументы EN({rik}) при N = 3 могут быть

представлены в виде функций трeх полиномов, зави-

сящих только от r
2
ik (при N = 4 подобных полиномов

девять).
После выбора EN({rik}) остаeтся задача установления

зависимости U({rik}) от аналитического вида и парамет-

ров, определяющих значения EN({rik}). Необходимо так

провести суммирование всех EN({rik}), чтобы одни и

те же слагаемые энергии не входили в выражение для

полной энергии U({rik}) несколько раз, несмотря на то

что некоторые кластеры содержат одни и те же атомы.

В нашей работе этот результат достигается методом

”
формального суммирования“. Последнее означает, что

получаемая в результате вычислений сумма представ-

ляет собой функцию феноменологических параметров,

определяющих значения EN({rik}). Сами же параметры

определяются не по свойствам кластеров, предсказыва-

емым на основе выбранного вида EN({rik}), а путeм

сравнения макроскопических характеристик кристалла,

предсказываемых на основе полученного суммировани-

ем вида U({rik}), и результатов экспериментальных ис-

следований. При этом значения всех параметров, опреде-

ляющих EN({rik}), находятся одновременно. Проблема

исключения из полной суммы U({rik}) сумм энергий

частично пересекающихся частей разных кластеров в

предлагаемом подходе отсутствует. Еe заменяет задача

формального суммирования бесконечных решeточных

сумм неприводимых потенциальных энергий кластеров.

В результате такого суммирования выявляется анали-

тический вид зависимости полной потенциальной энер-

гии U({rik}) от параметров, определяющих вид и зна-

чение неприводимых энергий взаимодействия E2({rik}),
E3({rik}), E4({rik}).
Итак, первая задача состоит в выявлении зависи-

мости неприводимых энергий каждого из кластеров4

EN({rik}) от взаимного расположения всех N атомов,

составляющих кластер. Вторая задача cвязана с поиском

такого метода суммирования неприводимых потенциаль-

3 Греческие индексы соответствуют компонентам тензоров деформа-

ций в обозначениях Фойгхта: (xx) ≡ 1, (yy) ≡ 2, (z z ) ≡ 3, (yz ) ≡ 4,

(xz ) ≡ 5, (xy) ≡ 6, и индексы α, β, γ, δ . . . принимают значения 1, 2,

3, 4, 5 и 6.
4 При расчeте U({rik}) путeм суммирования неприводимых энергий

пар, троек, четвeрок и т.д. атомов необходимо учитывать и группы

атомов, расстояния между которыми существенно превосходят рас-

стояния между ближайшими соседями. Употребляемый нами термин

”
кластер“ подразумевает группу атомов, расположенных на узлах

кристаллической решeтки.

Физика твердого тела, 2013, том 55, вып. 12



Многоатомные взаимодействия в теории модулей упругости высокого порядка: общая теория 2291

ных энергий всех кластеров, чтобы полученная сумма

была равна полной потенциальной энергии кристал-

ла. Третья задача — найти аналитические выражения

упругих модулей кристалла как функций параметров,

определяющих EN({rik}). Эта задача в работе решена

стандартными методами аналитически. В сопутствую-

щей отдельной публикации возможности построенной

общей схемы рассуждений будут проиллюстрированы

на примере вычисления деформационных характеристик

металлического Co (фаза кобальта со структурой A2
стабильна, например, в плeнках толщиной 357�A [22]).

2. Вид зависимости неприводимых
энергий взаимодействия в тройках
и четвeрках атомов от разностей
их координат

Энергия взаимодействия атомов в кристалле зависит

только от их взаимного расположения и потому может

быть представлена в виде [12–13,23]

U(r1, r2, . . . , rn . . .) =
∑

u< j

E2(ri j) +
∑

i< j<k

E3(ri j, r jk, rki)

+
∑

i< j<k<l

E4(ri j, rik , ril, r jk, r jl, rkl) + . . .

. . . +
∑

i< j<...<n

En(ri j, . . .) + . . . . (1)

Первое слагаемое
∑

i< j
E2(ri j) имеет смысл

полной неприводимой энергии взаимодействия

всех пар атомов с номерами i и j . Слагаемое
∑

i< j<k E3(ri j , r jk, rki) учитывает полную неприводимую

потенциальную энергию взаимодействия5 в кластерах,

содержащих все тройки атомов. Аналогично слагаемое
∑

i< j<k<l
E4(ri j, rik, ril, r jk, r jl, rkl) представляет собой

потенциальную энергию взаимодействия в кластерах,

содержащих четвeрки атомов. Нижние индексы i и k у

векторов rik обозначают номера атомов в кластере.

Группа симметрии GN неприводимой потенциаль-

ной энергии N произвольно расположенных в про-

странстве атомов EN(r12, r13, . . . , rN−1,N) равна прямо-

му произведению группы вращений трeхмерного про-

странства (O(3)) на группу перестановок (PN) номе-

ров N одинаковых атомов: GN ≡ O(3) ⊗ PN . Соглас-

но [24,25], можно говорить о шести типах зависи-

мости EN(r12, r13, . . . , rN−1,N) от (r12, r13, . . . , rN−1,N).

5 Неприводимой энергией взаимодействия n атомов En называ-

ют ту часть полной потенциальной энергии системы N атомов

EN(r12, r13, r23, . . . , rmn . . .), которая не может быть представле-

на в виде суммы энергий взаимодействия пар, троек, . . . и/или

N − 1 атомов. Например, полная потенциальная энергия кластера,

состоящего из трех атомов с номерами 1, 2 и 3, имеет вид

E(r1, r2, r3) = E2(r1, r2) + E2(r2, r3) + E2(r3, r1) + E3(r1, r2, r3). По-

следнее слагаемое и есть неприводимая энергия взаимодействия

тройки атомов.

Заметим, что EN({rik}) может зависеть только от ин-

вариантных относительно GN ≡ O(3) ⊗ PN аргументов,

к какому бы из шести типов ни принадлежала мо-

дель EN({rik}). Теория инвариантов [24–26] позволяет

установить самый общий вид комбинаций компонент

векторов {rik} ≡ (r12, r13, . . . , rN−1,N), инвариантных от-

носительно GN ≡ O(3) ⊗ PN . Таким образом, симметрия

GN ≡ O(3) ⊗ PN позволяет установить самый общий

вид аргументов EN(r12, r13, . . . , rN−1,N). Эти аргумен-

ты представляют собой полиномы
{

J l({rik})
}

N
ком-

понент векторов r12, r13, . . . , rN−1,N , образующие це-

лый рациональный базис инвариантов (ЦРБИ) групп

GN ≡ O(3) ⊗ PN .

ЦРБИ группы O(3) ⊗ P3, построенный на основе

компонент векторов ri j, r jk и rki , состоит из трех

полиномов [25–27], которые могут быть записаны в виде

I1 = r
2
i j + r

2
jk + r

2
ki,

I2 = r
2
i jr

2
jk + r

2
jkr

2
ki + r

2
kir

2
i j, I3 = r

2
i jr

2
jkr

2
ki . (2)

Приводимый в (2) базис значительно сокращeн по

сравнению с базисами, использованными в [25–27]. Такое
сокращение возможно потому, что EN({rik}) — сложная

не полиномиальная функция
{

I j({rik})
}

N
, что позволяет

использовать соотношения вида

(ri j − r jk)
2 = r

2
ik = r

2
i j + r

2
jk − 2ri jr jk

для сокращения числа базисных функций. При этом

из числа аргументов EN({rik}) полностью устраняются

скалярные произведения типа ri jr jk .

Аналогичный базис инвариантов группы

G4 = O(3) ⊗ P4, построенный на основе компонент

ri j , rik , ril , r jk , r jl и rkl , состоит из девяти полиномов,

которые (с учeтом отмеченного выше для о скалярных

произведений) векторов могут быть представлены в

виде

Y1 = r
2
i j + r

2
ik + r

2
il + r

2
jk + r

2
jl + r

2
kl

Y2 = r
2
i jr

2
ik + r

2
i jr

2
il + r

2
i jr

2
jk + r

2
i jr

2
jl + r

2
ikr

2
il + r

2
ikr

2
jl

+ r
2
ikr

2
kl + r

2
ilr

2
jl + r

2
ilr

2
kl + r

2
jkr

2
jl + r

2
jkr

2
kl + r

2
jlr

2
kl,

Y3 = r
2
i jr

2
kl + r

2
ikr

2
jl + r

2
ilr

2
jk,

Y4 = r
2
i jr

2
ikr

2
il + r

2
i jr

2
jkr

2
jl + r

2
ikr

2
jkr

2
kl + r

2
ilr

2
jlr

2
kl,

Y5 = r
2
i jr

2
ikr

2
jk + r

2
jkr

2
jlr

2
kl + r

2
ikr

2
ilr

2
kl + r

2
i jr

2
ilr

2
jl,

Y6 = r
2
i jr

2
ikr

2
jl + r

2
i jr

2
jkr

2
kl + r

2
ikr

2
ilr

2
jk + r

2
i jr

2
jlr

2
kl + r

2
ikr

2
jkr

2
jl

+ r
2
ilr

2
jkr

2
kl + r

2
i jr

2
ikr

2
kl + r

2
i jr

2
ilr

2
jk + r

2
ikr

2
jlr

2
kl + r

2
ilr

2
jkr

2
jl

+ r
2
i jr

2
ilr

2
kl + r

2
ikr

2
ilr

2
jl,

Y7 = r
2
i jr

2
ikr

2
ilr

2
jk + r

2
i jr

2
ikr

2
jkr

2
jl + r

2
i jr

2
ikr

2
jkr

2
kl + r

2
ilr

2
jkr

2
jlr

2
kl

+ r
2
i jr

2
jkr

2
jlr

2
kl + r

2
ikr

2
jkr

2
jlr

2
kl + r

2
i jr

2
ikr

2
ilr

2
jl + r

2
i jr

2
ilr

2
jkr

2
jl

+ r
2
i jr

2
ilr

2
jlr

2
kl + r

2
ikr

2
ilr

2
jkr

2
kl + r

2
ikr

2
ilr

2
jlr

2
kl + r

2
i jr

2
ikr

2
ilr

2
kl
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Y8 = r
2
i jr

2
ikr

2
jlr

2
kl + r

2
i jr

2
ilr

2
jkr

2
kl + r

2
ikr

2
ilr

2
jkr

2
jl,

Y9 = r
2
i jr

2
ikr

2
ilr

2
jkr

2
jl + r

2
i jr

2
ikr

2
ilr

2
jkr

2
kl + r

2
i jr

2
ikr

2
ilr

2
jlr

2
kl

+ r
2
i jr

2
ikr

2
jkr

2
jlr

2
kl + r

2
i jr

2
ilr

2
jkr

2
jlr

2
kl + r

2
ikr

2
ilr

2
jkr

2
jlr

2
kl. (3)

Инварианты (2), (3) описывают все допустимые сим-

метрией виды аргументов энергий неприводимых взаи-

модействий в кластерах, состоящих из троек и четверок

одинаковых атомов. Любая модель потенциальной энер-

гии может быть представлена в виде сложной функции

полиномов (2), (3) [27].

3. Вычисление значений инвариантов,
определяющих упругую энергию
кристаллов со структурой A2 (ОЦК)

Вычислим неприводимые потенциальные энергии каж-

дого кластера, состоящего из трeх и четырeх атомов,

расположенных на узлах решeтки A2. Для этого необхо-

димо вычислить значения инвариантов (2) и (3) на всех

возможных тройках и четверках атомов в структуре A2 и

задать модель потенциальной энергии, т. е. EN({rik}), как
функцию полиномов базисов (2) и (3), характеризующих

заданный кластер: EN({rik}) ⇒ Ekl({Ik}, {Y1}). Метод

вычисления значений инвариантов на узлах кристалли-

ческой решeтки, принадлежащих конкретному кластеру,

был предложен в [26]. Для проведения таких вычислений
заметим, что любому вектору rik , соединяющему центры

атомов i и k в кристаллической решeтке, содержащей

один атом в примитивной ячейке, можно сопоставить

набор целых чисел: значений проекций rik на базисные

векторы элементарных трансляций кристаллической ре-

шeтки. Затем нужно выразить полиномы базиса через

Фрагмент структуры А2, содержащий три элементарные

ячейки.

проекции векторов, соединяющих центры атомов в кла-

стерах, на векторы элементарных трансляций решeтки.

Последнее позволяет фактически с нулевой затратой

машинного времени вычислять значения полиномов,

зависящих от квадратов расстояний между атомами.

Инварианты In (n = 1 . . . 3) и Ym (m = 1 . . . 9) из (2)
и (3) являются полиномиальными функциями векторов

решетки ri j , r jk , rki и ri j , rik , ril , r jk , r jl, rkl соот-

ветственно. Координаты этих векторов запишем в виде

разложения по базисным векторам решетки Бравe ζ 1,

ζ 2, ζ 3. Базисные векторы ζ 1, ζ 2, ζ 3 представим в виде

наборов их декартовых координат:

ζ 1 ≡ e1 + e2 + e3 ⇔ τ2{1, 1, 1},

ζ 2 ≡ e1 − e2 + e3 ⇔ τ2{1,−1, 1},

ζ 3 ≡ e1 + e2 − e3 ⇔ τ2{1, 1,−1},
где τ2 — значение половины параметра элементар-

ной ячейки структуры A2. Оси декартовой системы

координат предполагаются направленными вдоль осей

четвeртого порядка структуры A2. Фрагмент структу-

ры A2 с обозначением базисных векторов
{

ζ 1, ζ 2, ζ 3

}

схематически показан на рисунке.

Рассмотрим тройку атомов. Разложение векторов ре-

шетки ri j, r jk, rki по базису
{

ζ 1, ζ 2, ζ 3

}

, записанное в

виде проекций на декартовы орты, в общем случае имеет

вид

ri j = τ2
{

m1 + m2 + m3;m1 − m2 + m3;m1 + m2 − m3

}

,

r jk = τ2
{

n1 + n2 + n3; n1 − n2 + n3; n1 + n2 − n3

}

,

rki = τ2















−m1 − m2 − m3 − n1 − n2 − n3;

−m1 + m2 − m3 − n1 + n2 − n3;

−m1 − m2 + m3 − n1 − n2 + n3















, (4)

где m1, m2, m3, n1, n2, n3 — целые числа. Аналогичное

представление получаем для векторов, соединяющих

центры атомов произвольной четвeрки атомов.

Подставляя соотношения (4) в полиномы (2), полу-
чим выражения для аргументов неприводимых энергий

взаимодействия в тройках атомов. Выражения инвариан-

тов (2), записанные в базисе
{

ζ 1, ζ 2, ζ 3

}

, спроектиро-

ванном на декартовы орты, имеют вид

I1 = τ 2
2

[

(m1 + m2 + m3)
2 + (m1 − m2 + m3)

2

+ (m1 + m2 − m3)
2 + (n1 + n2 + n3)

2

+ (n1 − n2 + n3)
2 + (n1 + n2 − n3)

2

+ (m1 + m2 + m3 + n1 + n2 + n3)
2

+ (m1 − m2 + m3 + n1 − n2 + n3)
2

+ (m1 + m2 − m3 + n1 − n2 + n3)
2
]

,
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I2 = τ 4
2

{[

(m1 + m2 + m3)
2 + (m1 − m2 + m3)

2

+ (m1 + m2 − m3)
2
][

(n1 + n2 + n3)
2

+ (n1 − n2 + n3)
2 + (n1 + n2 − n3)

2
]

+
[

(n1 + n2 + n3)
2 + (n1 − n2 + n3)

2

+ (n1 + n2 − n3)
2
][

(m1 + m2 + m3 + n1 + n2 + n3)
2

+ (m1 − m2 + m3 + n1 − n2 + n3)
2

+ (m1 + m2 − m3 + n1 − n2 + n3)
2
]

+
[

(m1 + m2 + m3 + n1 + n2 + n3)
2

+ (m1 − m2 + m3 + n1 − n2 + n3)
2

+ (m1 + m2 − m3 + n1 − n2 + n3)
2
]

×
[

(m1 + m2 + m3)
2 + (m1 − m2 + m3)

2

+ (m1 + m2 − m3)
2
]}

I3 = τ 6
2

{[

(m1 + m2 + m3)
2 + (m1 − m2 + m3)

2

+ (m1 + m2 − m3)
2
][

(n1 + n2 + n3)
2

+ (n1 − n2 + n3)
2 + (n1 + n2 − n3)

2
]

×
[

(m1 + m2 + m3 + n1 + n2 + n3)
2

+ (m1 − m2 + m3 + n1 − n2 + n3)
2

+ (m1 + m2 − m3 + n1 − n2 + n3)
2
]

. (5)

Аналогично получаем выражение аргументов непри-

водимых энергий взаимодействия атомов в четырехатом-

ных кластерах, выраженные через проекции векторов,

соединяющих центры атомов в структуре A2, на декар-

товы орты.

Очевидно, что каждому набору векторов ri j, r jk и rki в

базисе ζ 1, ζ 2, ζ 3 соответствует набор шести целых чисел

{mi, m j, mk ; ni , n j , nk ; −mi , −ni,−m j,−n j,−mk,−nk}.
Для иллюстрации рассмотрим кластер, состоящий из

трех атомов, центры которых соединяются векторами

r12=ζ 1 ⇛ τ2{1; 1; 1}, r23=ζ 2 − ζ 1 ⇛ τ2{0;−2; 0}, r31 =
= −ζ 2 ⇛ τ2{−1; 1;−1}. Bекторам r12, r23 и r31 в

базисе ζ 1, ζ 2, ζ 3 соответствует набор целых чисел:

{mi ; ni ; −mi ; −ni} ⇛ {m1 = 1, m2 = 0, m3 = 0; n1 = −1,

n2 = 1, n3 = 0; −m1 − n1 = 0, −m2 − n2 = −1,−m3 − n3

= 0} ≡ {1, 0, 0;−1, 1, 0}. Подставляя полученные

таким образом целые числа в (5), получим значения

инвариантов, определяемые рассматриваемым

кластером: I1 = 10τ 2
2 , I2 = 33τ 4

2 , I3 = 36τ 6
2 . Аналогично

вычисляются значения инвариантов для всех мыслимых

кластеров, которые можно составить из трех и четырех

атомов в решетке A2. Для четырeхатомного кластера

число целых чисел, определяющих значения {Yl}, не

шесть, как для Ik , а девять.

Поскольку предполагается, что все допустимые виды

потенциальной энергии взаимодействия атомов в кри-

сталлах могут быть представлены в виде сумм неприво-

димых потенциальных энергий всех кластеров, состоя-

щих из двух, трех и четырех атомов, необходим метод,

позволяющий вычислять соответствующие решeточные

суммы, избегая многократного учeта одних и тех же

энергетических связей. В теориях, учитывающих толь-

ко парные взаимодействия, такой задачи не возникает.

В монографии [28] был предложен метод вычисления

решеточных сумм именно парных взаимодействий путeм

представления их в виде функций полиномов, аргументы

которых целые числа. B нашей работе этот метод

адаптирован для малозатратного по времени вычисле-

ния решeточных сумм, соответствующих многоатомным

взаимодействиям в кластерах с конечным, но произволь-

но большим расстоянием между составляющими его

атомами.

Среди всевозможных наборов трeхатомных кла-

стеров в структуре A2 существуют такие, кото-

рые могут быть совмещены друг с другом путeм

трансляций и вращений и, следовательно, характе-

ризуются одинаковой неприводимой энергией. Вслед-

ствиe перестановочной симметрии тройки одина-

ковых атомов существуют аналогичные два набо-

ра целых чисел: {ni,−ni − mi} ≡ {ni ;−mi − ni ;mi} и

{−ni − mi , mi} ≡ {−ni − mi ;mi ; ni}. B структуре A2 су-

ществуeт 36 эквивалентных трех атомных кластеров

(им соответствует 72 набора чисел {mi}, {nk}), кото-

рые вносят в полную энергию тот же вклад, что и

кластер, определeнный векторами r12 = τ2{1; 1; 1; } и

r23 = τ2{0;−2; 0}.
Перебирая все возможные комбинации значений це-

лых чисел mi и ni в пределах −mmax ≤ mi ≤ mmax и

−mmax ≤ ni ≤ mmax (i = 1 . . . 3) и вычисляя для каж-

дого из полученных наборов {mi, ni} значения ин-

вариантов I1, I2 и I3 (2), получим значения ин-

вариантов для всех троек атомов, для которых

максимальное расстояние между центрами атомов

max
(

|r i j |, |r jk |, |rki |
)

≤ Rmax =
√
6mmaxτ2. Значение mmax

представляет собой один из параметров рассматривае-

мой модели кристалла.

Пусть выбрана модель кристалла, т. е. задан вид зави-

симости полной энергии от инвариантов {Ik} (или, ина-
че, зависимость полной энергии от аргументов непри-

водимой энергии взаимодействия троек атомов). Тогда,
подставляя в эту зависимость значения инвариантов,

соответствующие всем тройкам атомов, и суммируя

по узлам решeтки, получим аналитическое выражение

зависимости полной потенциальной энергии кристал-

ла от феноменологических параметров, определяющих

неприводимую энергию взаимодействия троек атомов.

Аналогичным образом вычисляем значения инвари-

антов Y1, . . . ,Y9 (3) и суммируем вклады в полную
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энергию кластеров, содержащих четвeрки атомов. В ре-

зультате вычислений получим аналитическое выражение

зависимости полной потенциальной энергии кристал-

ла от феноменологических параметров, определяющих

неприводимую энергию взаимодействия всех четвeрок

атомов.

В принципе вычисления можно было бы продол-

жить, учитывая неприводимые энергии взаимодействия

в пятeрках атомов. Однако, как показано в [21] в рамках

феноменологической теории, для вычисления модулей

упругости не выше пятого порядка учeт кластеров,

содержащих четвeрки атомов, необходим и достаточен.

4. Пример вычисления удельной
потенциальной энергии кристаллов
со структурой A2 при конечных
деформациях

Рассмотрим модель полного потенциала, содержащего

энергию парных взаимодействий, записанную в виде

потенциала Леннарда−Джонса и учитывающую взаимо-

действия в кластерах, состоящих из двух, трех и четырех

атомов, в виде

E11 = −
∑

j

A

r6i j

+
∑

j

B

r12i j

−
∑

j<k

Q1

I31

+
∑

j<k

Q2

I61
−

∑

j<k<l

W1

Y 3
1

+
∑

j<k<l

W1

Y 6
1

. (6)

Здесь A, B, Q1, Q2, W1 и W2 — феноменологиче-

ские параметры микроскопической теории. Парамет-

ры A и B имеют физический смысл параметров

Леннарда−Джонса. Остальные слагаемые потенциаль-

ной энергии представляют собой суммы энергий меж-

атомных взаимодействий в кластерах, состоящих из трeх

и четырeх атомов. В выбранной модели (6) предпола-

гается, что отрицательная и положительная составля-

ющие энергии взаимодействия в кластерах, состоящих

из троек и четвeрок атомов, убывают с увеличением

расстояния между атомами по тому же закону, что

и в модели Леннарда−Джонса. Tак же как A и B ,

параметры Q1, Q2, W1 и W2 определяются из сравнения

с результатами экспериментальных исследований, как

это сделано в [21,29].

Потенциальную энергию, приходящуюся на один атом

структуры A2, вычисленную в модели E11 в базисе

{ζ 1, ζ 2, ζ 3}, можно записать в виде

U(τ2) = −
AZ6(ni) + 1

2
Q1Z6(mi , ni) + 1

6
W1Z6(mi , ni , pi)

τ 6
2

+
BZ12(ni) + 1

2
Q2Z12(mi , ni) + 1

6
W2Z12(mi , ni , pi)

τ 12
2

,

(7)

где Zt(ni), Zt(mi , ni) и Zt(mi , ni, pi) — решеточные сум-

мы неприводимых потенциальных энергий двух-, трех- и

четырехатомных кластеров,

Zt(ni) =

nmax
∑

ni =−nmax

1
(

(n1 + n2 + n3)
2 + (n1 − n2 + n3)

2 +

+ (n1 + n2 − n3)2
)t/2

.

(8)

Решеточные суммы Zt(mi , ni) и Zt(mi , ni , pi) имеют

аналогичный, но более громоздкий вид. В (8) индекс t
совпадает с показателем степени знаменателя выраже-

ния решeточных сумм как функций целых чисел ni , mi

и pi (i = 1, 2, 3).
Значения nmax, mmax и pmax выбирались таким об-

разом, чтобы максимальное расстояние между двумя

атомами в кластере (Rmax), состоящем из двух ато-

мов, не превышало Rmax = 10
√
10τ2, в трехатомном

кластере — Rmax = 8τ2, в четырехатомных кластерах —

Rmax = 3τ2. Заметим, что конкретные ограничения на ра-

диус межатомных взаимодействий не являются принци-

пиальными.

5. Пример вычисления модулей
упругости второго и третьего
порядков кристаллов
со структурой A2

Приводимый метод вычисления модулей упругости

второго и третьего порядков относится ко всем кристал-

лам кубической сингонии. Плотность упругой энергии

кристалла, зависящая от средних по кристаллу ком-

понент тензора деформации ei (i = 1 . . . 6), имеет вид

полинома [30]

F =

6
∑

α=1

kαeα +
1

2

6
∑

α,β=1

Cαβeαeβ +
1

6

6
∑

α,β,γ=1

cα,β,γeαeβeγ

+
1

24

6
∑

α,β,γ,δ=1

Cαβγδeαeβeγeδ, (9)

где kα — коэффициенты линейного расширения вдоль

осей четвeртого порядка x , y и z ; Cαβ , Cαβγ и Cαβγδ —

модули упругости второго, третьего и четвертого по-

рядков.

При суммировании в (9) учитывается симмет-

рия кристаллической решетки, соотношения Cαβ = Cβα ,

Cαβγ = Cβαγ = Cαγβ и Cαβγδ = Cβαγδ = Cαγβδ = Cγδαβ воз-

никают автоматически.

Сравнивая плотность упругой энергии (9) с потенци-

альной энергией кристалла, вычисленной в модели (6),
и проводя дифференцирование по компонентам тензора

деформации, получим выражения модулей упругости в

виде функций феноменологических параметров, завися-

щих только от химического состава кристалла, и реше-

точных сумм, определяемых только структурой решет-

ки. Например, модуль упругости второго порядка C11,
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вычисленный в рамках модели (8), в случае решетки A2
имеет вид

C11 = − 4A

τ 9
2

S6(ni)11 +
14B

τ 15
2

S12(ni)11

− 2Q1

τ 9
2

S6(mi , ni)11 +
7Q2

τ 15
2

S12(mi , ni)11

− 2W1

3τ 9
2

S6(mi , ni , pi)11 +
7W2

3τ 15
2

S12(mi , ni, pi)11,

(10)

где решеточная сумма St(ni)11 может быть записана как

St(ni)11=

nmax
∑

ni =−nmax

{

(n1 + n2 + n3)
4 + (n1 − n2 + n3)

4 +

+ (n1 + n2 − n3)4
}

{

(n1 + n2 + n3)
2 + (n1 − n2 + n3)

2 +

+ (n1 + n2 − n3)2
}t/2+2

.

(11)

Решеточные суммы St(mi , ni)11 и St(mi , ni , pi)11 имеют

аналогичный, но более громоздкий вид. Аналогично

вычисляются все модули упругости второго, третьего и

более высоких порядков. Подставляя в (7), (10) анало-

гичные выражения для независимых модулей упругости

второго и третьего порядков и вычисленные значения

решеточных сумм Zt(ni), Zt(mi , ni), Zt(mi , ni, pi), St(ni),
St(ni , mi) и St(mi , ni, pi), получим выражения, связыва-

ющие модули упругости второго и третьего порядков

и потенциальную энергию кристалла со значениями

феноменологических параметров энергии межатомных

взаимодействий:

U(τ2) = − (0.4538A + 0.2384Q1 + 0.01289W1)

τ 6
2

+
(0.0125B + 4.901 · 10−5 · Q2 + 9.451 · 10−7 ·W2)

τ 12
2

,

C11 = − (0.9161A + 0.3917Q1 + 0.01943W1)

τ 9
2

+
(0.0722B + 2.612 · 10−4 · Q2 + 4.952 · 10−6 ·W2)

τ 15
2

,

C12 = − (0.4496A + 0.192Q1 + 0.01607W1)

τ 9
2

+
(0.05142B + 1.473 · 10−4 · Q2 + 4.14 · 10−6 ·W2)

τ 15
2

,

C44 = − (0.4496A + 0.1043Q1 + 2.18 · 10−3 ·W1)

τ 9
2

+
(0.05142B + 4.511·10−5·Q2 + 4.647·10−7·W2)

τ 15
2

,

C111 =
(6.035A + 2.176Q1 + 0.07732W1)

τ 9
2

− (0.6057B + 2.149 · 10−3 · Q2 + 3.133 · 10−5 ·W2)

τ 15
2

,

C112 =
(1.563A + 0.7297Q1 + 0.05852W1)

τ 9
2

− (0.2747B + 8.564 · 10−4 · Q2 + 2.395 · 10−5 ·W2)

τ 15
2

,

C166 =
(1.563A + 0.3608Q1 + 8.274 · 10−3 ·W1)

τ 9
2

− (0.2747B + 2.05 · 10−4 · Q2 + 2.839 · 10−6 ·W2)

τ 15
2

,

C123 =
(1.37A + 0.3461Q1 + 0.04369W1)

τ 9
2

− (0.2733B + 4.887 · 10−4 · Q2 + 1.833 · 10−5 ·W2)

τ 15
2

,

C144 =
(1.37A + 0.206Q1 + 5.254 · 10−3 ·W1)

τ 9
2

− (0.2733B + 2.312 · 10−4 · Q2 + 1.757 · 10−6 ·W2)

τ 15
2

,

C456 =
(1.37A + 0.08799Q1 + 7.205 · 10−4W1)

τ 9
2

− (0.2733B + 2.360 · 10−5 · Q2 + 1.56 · 10−7 ·W2)

τ 15
2

.

(12)

Обобщение предложенного в работе метода вычисле-

ния решеточных сумм, обусловленных неприводимыми

трех- и четырехатомными взаимодействиями, на случай

других моделей потенциалов и других кристаллических

структур очевидно. Подбор феноменологических пара-

метров при построении теории конечных деформаций

веществ на основании соотношений (12) представляет

собой отдельную задачу [21].
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