
Журнал технической физики, 2010, том 80, вып. 4

01;03

Возникновение и эволюция турбулентных течений во вращающемся
сферическом слое

© Д.Ю. Жиленко, О.Э. Кривоносова

Институт механики Московского государственного университета им. М.В. Ломоносова,
119192 Москва, Россия
e-mail: jilenko@imec.msu.ru

(Поступило в Редакцию 11 марта 2009 г.)

Рассматриваются турбулентные течения вязкой несжимаемой жидкости, формирующиеся под действием
встречного вращения границ в широком сферическом слое с толщиной, равной радиусу внутренней
сферы. В физическом и численном эксперименте исследовались режимы, образующиеся при постоянной
угловой скорости вращения внешней сферы и увеличении скорости вращения внутренней. Прямым
расчетом получены усредненная меридиональная циркуляция и профили пульсаций всех компонент скорости.
Показано, что турбулентные режимы вблизи границы своего формирования и в эксперименте, и в расчете
характеризуются сплошным спектром пульсаций скорости. При переходе от ламинарного к хаотическому
режиму значение корреляционной размерности увеличивается скачком и при дальнейшем возрастании числа
Рейнольдса характеризуется слабой нелинейной зависимостью от последнего.

Введение

Целью настоящей работы является изучение про-
странственных структур и динамических свойств тур-
булентных режимов в сферическом течении Куэтта —
течении вязкой несжимаемой жидкости между двумя
концентрически расположенными сферическими грани-
цами, вращающимися вокруг общей оси. Такое модель-
ное течение позволяет учитывать влияние сферической
геометрии и вращения, присутствующих, например, в
крупномасштабных геофизических процессах.

Параметрами подобия для течения в сферическом
слое являются числа Рейнольдса Rek = �kr2

k/v , рас-
считанные для внутренней (k = 1) и внешней (k = 2)
сфер, а также относительная толщина слоя жидкости
δ = (r2 − r1)/r1. Здесь rk , �k(k = 1, 2) — радиус и
угловая скорость вращения соответствующей сферы,
v — кинематическая вязкость жидкости в слое. По
виду вторичного течения, формирующегося после по-
тери устойчивости при вращении только внутренней
сферы, сферические слои принято разделять на тонкие
(δ ≤ 0.24) и широкие (δ ≥ 0.42) [1]. В тонких слоях
вторичные течения стационарны и симметричны относи-
тельно плоскости экватора и оси вращения, в широких
оба вида симметрии отсутствуют.

Свойства турбулентных режимов течения в сфериче-
ских слоях наиболее полно изучены эксперименталь-
но для случая вращения только внутренней сферы
(Re2 = 0). Как правило, по измерениям скорости вы-
числялись спектр и величина корреляционной размерно-
сти D. По виду спектра и характеру изменения корреля-
ционной размерности при увеличении числа Re1 можно
выделить два основных типа развития стохастичности.
Согласно первому, наблюдавшемуся в широком слое
с относительной толщиной δ = 1 [2], при переходе к
стохастичности в спектре пульсаций скорости сохраня-
ются выделенные пики с амплитудами, не менее чем на

порядок превышающими уровень фона, размерность D
возрастает до значений D ≤ 4.8. Далее с увеличением
числа Re1 размерность также увеличивается: D ≥ 11 при
Re1 ≥ 1300. Такой же тип развития стохастичности —
возрастание размерности до D ≤ 5 на границе пере-
хода к хаосу с последующим постепенным ростом —
наблюдался как в широком слое δ = 0.5 [3], так и в
тонких слоях δ = 0.06, 0.206 [4]. Второй тип развития
стохастичности наблюдался в слое δ = 0.33 [3]: резкое
возрастание размерности при переходе к стохастичности
до значений D ≈ 7 и сохранение этого значения при
увеличении числа Re1.

В настоящей работе свойства турбулентных режимов
исследуются на примере встречного вращения сфери-
ческих границ в слое δ = 1. Этот случай интересен
как переходом к хаосу при сравнительно низких числах
Re1 ≤ 500 [5], так и возможностью формирования раз-
личных хаотических режимов [6] и неединственностью
ламинарно-турбулентного перехода при различной пре-
дыстории развития течения [7].

Здесь, так же как и в [8], рассматривается возникнове-
ние и развитие турбулентных режимов при постоянной
скорости вращения внешней сферы, соответствующей
числу Re2 = −900 (знак минус отражает встречное
направление вращения). При этом реализуется второй
из перечисленных выше типов стохастичности [6,8].

Другие величины, кроме временно́го поведения ско-
рости в одной точке течения, в эксперименте зачастую
получить затруднительно, поэтому детальные свойства
турбулентных режимов, такие как профили осредненных
и пульсационных величин скорости, были получены
прямым расчетом.

Методика проведения эксперимента

Сферический слой в эксперименте образован зазором
между внутренней и внешней сферическим оболочками.
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При радиусе сфер r1 = 0.075 и r2 = 0.15m реализуется
широкий слой с относительной толщиной δ = 1. Сферы
и рабочая жидкость, заполняющая зазор между ними,
оптически прозрачны. Рабочая жидкость — силиконо-
вое масло с вязкостью ν = 5 · 10−5 m2/s, в которое в
качестве светорассеивающей примеси для визуализации
течения добавлено немного (менее 0.002% по объему)
алюминиевой пудры. Температура рабочей жидкости
измеряется датчиком, установленным в экваториальной
плоскости внешней сферы и контактирующим с жид-
костью на внешней границе слоя. Для стабилизиации
температуры жидкости в слое внешняя сфера распола-
гается в термостате. Термостат заполняется принуди-
тельно подогреваемым или охлаждаемым силиконовым
маслом, что позволяет поддерживать температуру в
слое постоянной с погрешностью ±0.1◦C. Заданные
величины скорости для каждой из сфер поддерживаются
постоянными с погрешностью не более 0.05%.

Выход на исследуемый режим течения проводился
в следующей последовательности: из состояния покоя
внешняя сфера ускорялась до выбранного значения
угловой скорости вращения, потом при постоянной
скорости вращения внешней сферы квазистатически уве-
личивалась скорость внутренней сферы. Квазистатиче-
ское увеличение скорости вращения сфер предполагает
обязательное присутствие участков с ∂/∂t(Re1) = 0.

Пульсации скорости измерялись лазерным допплеров-
ским анемометром по оптической схеме прямого рассеи-
вания [5] в двух различных точках течения. Первая точка
удалена от плоскости экватора на расстояние 45mm и
от оси вращения на 120mm, в этой точке измерялась
проекция вектора скорости на плоскость, параллельную
плоскости экватора. Вторая точка удалена от плоскости
экватора на расстояние 85mm и от оси вращения
на 110mm, и в ней измерялась азимутальная компонента
скорости.

Метод численного решения

Численное исследование основано на решении пол-
ных, трехмерных уравнений Навье-Стокса и неразрывно-
сти, которые в случае изотермического течения вязкой
несжимаемой жидкости можно представить в виде

∂U
∂t

= U × rotU − grad

(
P
ρ

+
|U|2
2

)
− νrot rotU,

divU = 0.

U, P, ρ — соответственно скорость, давление и плот-
ность жидкости, ν — ее кинематическая вязкость. Ско-
рость и давление являются функциями координат и вре-
мени. Течение жидкости в сферическом слое естествен-
но описывать в сферической системе координат (r, θ, ϕ)
с радиальным (r), полярным (θ) и азимутальным (ϕ)
направлениями. На сферических границах выполняются

Зависимость расчетной величины осредненного момента
сил трения M, передаваемого на внутреннюю сферу при
Re2 = −900, Re1 = 450, от количества узлов в радиальном (r),
меридиональном (θ), азимутальном (ϕ) направлениях и отно-
шения минимального размера ячейки к максимальному

Nr Nθ Nϕ εr εθ M · 106

50 180 128 0.25 0.25 7.054
50 180 128 0.5 0.5 7.074
75 180 64 0.25 0.25 7.029
50 180 64 0.25 0.25 7.036
50 240 64 0.25 0.25 7.048
50 120 64 0.25 0.25 7.036
75 120 64 0.25 0.25 6.987

условия прилипания и непротекания, которые в сфери-
ческой системе координат имеют вид

uϕ(r = rk , θ, ϕ, t) = �k rk sin θ,

ur(r = r2, θ, ϕ, t) = 0,

uθ(r = rk , θ, ϕ, t) = 0, k = 1, 2,

где ur , uθ, uϕ — радиальная, меридиональная и азиму-
тальная компоненты скорости соответственно.

Вычислительный алгоритм, предназначенный для рас-
чета различных течений, в том числе турбулентных,
разработан Никитиным Н.В. для произвольных ортого-
нальных криволинейных координат [9]. Метод основан
на консервативной конечно-разностной схеме дискре-
тизации уравнений Навье–Стокса по пространству и
полунеявной схеме Рунге−Кутты 3-го порядка точности
для интегрирования по времени. Для дискретизации
по пространству используются сетки, неравномерные
не только в радиальном r [9], но и в полярном θ

направлении [10].
Основная часть расчетов была проведена на сет-

ке Nϕ : Nr : Nθ = 64 : 50 : 180 с отношением минималь-
ного размера ячейки к максимальному по каждому из
направлений r и θ εr = εθ = 0.25. Здесь Nx — число
узлов в направлении. Такая сетка была выбрана на осно-
вании анализа чувствительности расчетных параметров
к параметрам сетки для двумерного течения [10] и
расчетов ламинарных режимов течения при встречном
вращении границ [11].

Возможность расчета на сетке с относительно неболь-
шим числом узлов иллюстрируется таблицей, где приве-
дена величина осредненного момента силы трения M,
передаваемого на внутреннюю сферу при хаотиче-
ском режиме течения, рассчитанная с использованием
нескольких сеток

M = −νr3
1

2π∫
0

π∫
0

(
∂uϕ

∂r
− uϕ

r

)
sin2 θdθdϕ, [m5s−2].

Величина момента нормирована на плотность жидко-
сти ρ. Видно, что при изменении общего числа узлов в
два раза величина M изменяется не более чем на ±0.6%.
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Расчеты проводятся для размерных величин, соответ-
ствующих условиям проведения экспериментов [5], а
именно при те же радиусах сфер, вязкости жидкости,
и тех же угловых скоростях вращения �2 = −2 s−1

(Re2 = −900), �1 ≤ 4.5 s−1. В качестве начальных усло-
вий используются уже полученные решения при близких
значениях числа Re1.

Результаты

Рассмотрим мгновенные и осредненные простран-
ственные структуры турбулентных течений в сфериче-
ских слоях. Наиболее интересным представляется во-
прос о том, как эти структуры эволюционируют при
возникновении и развитии стохастичности. Как прави-
ло, в уже сформировавшихся турбулентных течениях
при небольшой надкритичности могут оставаться следы
структур, возникших еще при потере устойчивости [12].
В рассматриваемом здесь случае ламинарные течения
до возникновения стохастичности представляют собой
систему волн, распространяющихся в азимутальном
направлении [11]. Поэтому мгновенные пространствен-
ные структуры удобнее рассматривать в плоскостях,
содержащих азимутальное направление — развертку на
плоскости сферической поверхности θ, ϕ и развертку на
плоскости конической поверхности r , ϕ. Осредненные
пространственные структуры удобнее рассматривать в
перпендикулярной азимутальному направлению мериди-
ональной плоскости течения, где всегда присутствует
течение от полюса к экватору вдоль одной или двух
вращающихся сферических границ.

Как было установлено в экспериментах [5], переход к
стохастическому режиму течения происходит с перио-
дического симметричного относительно плоскости эква-
тора режима локализованных вихрей, представляющего
волну с азимутальным числом 3, распространяющуюся в
направлении вращения внешней сферы. Позже и режим
локализованных вихрей, и переход к стохастичности
были получены прямым расчетом [11].

На рис. 1, a в координатах (θ, ϕ) представлены изоли-
нии азимутальной компоненты скорости режима лока-
лизованных вихрей uϕ, демонстрирующие симметриию
течения относительно плоскости экватора и периодич-
ность в азимутальном направлении; на рисунке вол-
на распространяется справа налево. Вблизи плоскости
экватора наблюдаются наибольшие градиенты и самые
мелкомасштабные структуры. Области вблизи полюсов
θ < π/3 и θ > 2π/3, наоборот, являются областями
менее интенсивных крупномасштабных движений.

Структура хаотических режимов течения (рис. 1, b, c)
уже не является ни симметричной относительно плос-
кости экватора, ни периодической в азимутальном на-
правлении. Также становится нерегулярным поведение
любой из компонент скорости в зависимости от време-
ни [11]. Мелкомасштабные структуры остаются, однако
диапазон изменения их масштабов увеличивается, в то
время как крупномасштабные почти полностью исчеза-
ют. Направление движения по азимутальной координате

Рис. 1. Распределение азимутальной скорости uϕ [m/s] на
расстоянии 0.2δ от внутренней сферы: a — до наступления
стохастичности, b, c — после наступления стохастичности.

сохраняется. Структуру хаотических режимов течения
вблизи плоскости экватора (θ = 0.46π) рассмотрим на
примере контуров меридиональной компоненты зави-
хренности ωθ

ωθ =
1

r sin θ
∂ur

∂ϕ
− 1

rr ′
∂ruϕ

∂r

в координатах (ϕ, r) (рис. 2). От поверхности внутрен-
ней сферы отходят вихри, образующиеся при столкно-
вении двух, имеющих противоположное направление по
азимутальному углу, потоков.

Таким образом, в структурах хаотических режимов
течения наблюдаются фрагменты структуры предше-
ствующего режима, эти фрагменты появляются вблизи
плоскости экватора и внутренней сферы, но распределе-
ны случайным образом и не имеют постоянного размера.
Наибольшие градиенты скорости в хаотических, так
же как и в ламинарных режимах, наблюдаются вблизи
плоскости экватора и внутренней сферы. Это позволяет
предположить, что и меридиональная циркуляция, от-
вечающая за перераспределение углового момента из
области экватора к полюсам [1], не должна существенно
изменяться при переходе от ламинарного к хаотическо-
му режиму течения.

Понятие меридиональной циркуляции широко исполь-
зуется для описания основного, стационарного, сим-
метричного относительно плоскости экватора и оси
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Рис. 2. Распределение меридиональной компоненты завихрен-
ности ωθ [1/s] для турбулентных режимов течения в координа-
тах (r, ϕ) вблизи плоскости экватора (θ = 0.46π).

вращения, течения [1]. В этом случае меридиональную
циркуляцию удобно представлять функцией тока �

ur =
1

r2 sin θ
∂�

∂θ
, �(r = r1) = 0.

Для рассматриваемого случая (Re2 = −900) основное
течение существует только в области Re1 ≤ 315, далее
оно теряет устойчивость [5,11]. Тем не менее можно
рассчитать двумерное течение с условиями осевой и
экваториальной симметрии и при больших значениях
числа Re1. Численный эксперимент [11] показал, что
такое течение стационарно до Re1 = 425, далее оно
становится нестационарным.

На рис. 3 представлена структура основного течения
в меридиональной плоскости при Re1 = 100, Re2 = 200
не только изолиниями функции тока � (рис. 3, c), а
также линией нулевой азимутальной скорости (рис. 3, a)
и изолиниями азимутальной компоненты завихренно-
сти ωϕ (рис. 3, b). Обратим внимание на некоторые
свойства этой меридиональной циркуляции. Контуры как
азимутальной компоненты завихренности, так и функции
тока состоят из двух вихрей с противоположным на-
правлением вращения (направления вращения показаны

Рис. 3. Структура основного течения в меридиональной
плоскости при Re1 = 100, Re2 = 200: a — положение линии
нулевой азимутальной скорости, b — распределение азиму-
тальной компоненты завихренности ωϕ , c — распределение
функции тока �; белыми стрелками показаны направления
циркуляции.

на рис. 3, c). В плоскости экватора направление враще-
ния совпадает с направлением радиальной компоненты
скорости, таким образом, в точке пересечения линией
раздела вихрей радиальная компонента скорости изме-
няет знак. Хотя линия нулевой азимутальной скорости
и не является частью окружности (рис. 3, a), величи-
ну, вычисленную по расстоянию от внутренней сферы
до этой линии, можно использовать для определения
эффективной относительной толщины слоя [13]. В слу-
чае вращения только внутренней сферы эффективная
относительная толщина слоя совпадает с относительной
толщиной слоя, в случае встречного вращения границ —
меньше [13].

Рассмотрим циркуляцию в меридиональной плоскости
для трех случаев. Первые два — осредненные турбу-
лентное течение и „двумерное“ течение с условием
симметрии относительно оси вращения и плоскости
экватора при тех же числах Re1, Re2; третий случай —
стационарное основное течение с тем же соотношением
Re1/Re2, что и для турбулентного течения.

Вид меридиональной циркуляции для двух нестаци-
онарных течений может характеризоваться усреднен-
ной по времени азимутальной компонентой завихренно-
сти ωϕ (рис. 4):

ωϕ =
1

rr ′
∂ruθ

∂r
− 1

rθ′
∂ur

∂θ
.

Усреднение проводится за время порядка 5000 шагов,
что соответствует 80 периодам вращения внутренней
или 40 внешней сфер. Структура меридиональной цир-
куляции хаотических режимов (рис. 4, a) представляется
развитием структуры циркуляции основного течения
(рис. 3, c), рассчитанного при том же соотношении
Re1/Re2 = −0.5.

В каждой из полусфер осредненная меридиональная
циркуляция турбулентных режимов течения состоит из
двух вихрей с противоположным направлением враще-
ния, вытянутых вдоль внутренней границы и дости-
гающих плоскости экватора, и одного вихря вблизи
внешней границы в ее приполярной области. Вихрь,
прилегающий к внутренней границе, более интенсивный,
чем два другие. Основное отличие от меридиональной
циркуляции основного течения состоит в появлении до-
полнительного вихря вблизи полюса внешней сферы. Ви-
хри, вызванные вращением внутренней сферы, вытянуты
вдоль нее и касаются друг друга в плоскости экватора.
Наблюдается небольшая асимметрия структуры относи-
тельно плоскости экватора (рис. 4, a). Рост числа Re1
приводит к небольшим изменениям в структуре усред-
ненной циркуляции. При Re1 = 470 (рис. 4, b) локальные
максимумы вблизи плоскости экватора становятся более
выраженными, в среднем вихре внешней полусферы
также появляется локальный максимум. Можно сказать,
что и в этом случае увеличение числа Re1 приводит к
уменьшению масштаба структур, в первую очередь —
вблизи плоскости экватора и внутренней сферы.

На рис. 4, c, d представлены результаты расчета ази-
мутальной компоненты завихренности для двумерного
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Рис. 4. Распределение осредненной величины азимуталь-
ной компонентой завихренности ωϕ [1/s] в меридиональной
плоскости трехмерного течения (a, b) и двумерного течения,
симметричного относительно оси вращения и плоскости эк-
ватора (c, d). Уровни завихренности: ωϕ max = 6, ωϕ min = −6,
ϕ = 2, пунктир и темный цвет соответствует отрицательным
значениям завихренности.

симметричного относительно оси вращения и плоскости
экватора нестационарного течения. Усредненная азиму-
тальная завихренность в этом случае сильно неоднород-
на в меридиональном направлении.

На рис. 5 приводится сравнение зависимости азиму-
тальной компоненты завихренности от меридионального
угла θ для трех случаев: основное, двумерное неста-
ционарное и трехмерное течения. Зависимости пред-
ставлены при тех расстояниях от внутренней сферы,
для которых в данном течении наблюдаются максиму-
мы завихренности. Основное течение рассчитано для
отношения Re1/Re2 = 0.5 и показано в верхней части
рисунка (Re1 = 450), в этом течении зависимость имеет
один максимум, расположенный посередине между по-
люсом (θ = 0) и экватором (θ = π/2). Для наглядности
значение завихренности основного течения увеличено
в 10 раз.

Двумерное нестационарное течение и при Re1 = 450,
и при Re1 = 470 характеризуется наибольшим коли-
чеством экстремумов и наибольшими значениями ази-
мутальной компоненты завихренности, причем абсо-
лютный максимум находится вблизи экватора внутрен-
ней сферы. Зависимость азимутальной компоненты при
Re1 = 450 в трехмерном течении характеризуется дву-
мя относительно слабо выраженными максимумами,

причем величина приближенного к внутренней сфере
меньше. При увеличении числа Re1 до 470 экстремумы
на кривой становятся более выраженными, тогда как
их положение изменяется очень незначительно. Таким
образом, распределение усредненной азимутальной за-
вихренности трехмерного течения в меридиональном
направлении близко к поведению этой величины в основ-
ном течении с тем же отношением чисел Рейнольдса,
конечно, с учетом разницы в интенсивности вихрей.

На рис. 6 представлены зависимости усредненной
радиальной компоненты скорости ūr в экваториальной

Рис. 5. Распределение осредненной величины азимутальной
компонентой завихренности ωϕ вдоль меридионального угла θ

при тех расстояниях от внутренней сферы, для которых
в данном течении наблюдаются максимумы завихренности.
Сплошные линии — трехмерное течение (3D), пунктир —
двумерное течение с симметрией относительно оси вращения
и плоскости экватора (2D), штрихпунктир — основное стацио-
нарное течение (величина завихренности увеличена в 10 раз).

Рис. 6. Зависимость осредненной величины радиальной ком-
понентой скорости ūr от нормализованного расстояния R от
внутренней сферы в экваториальной плоскости течения. Дан-
ные для основного стационарного течения (сплошная кривая)
для наглядности увеличены в 10 раз. Пунктир — Re1 = 470,
штрихпунктир — 450.
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плоскости от нормированного расстояния между гра-
ницами R = (r − r1)/(r1 − r2). Зависимости представ-
лены для двух хаотических режимов (Re1 = 450, 470;
Re2 = 900) и основного течения (Re1 = 100, Re2 = 200).
Все зависимости качественно подобны, имеют по два
экстремума, которые образуются вследствие ускорения
течения около сферических границ. В середине слоя
течение замедляется, и ūr = 0. Причем слева от точки
нулевого значения ūr скорость направлена от внутрен-
ней сферы, а справа — от внешней.

Поведение усредненных азимутальной компоненты
завихренности и радиальной компоненты скорости по-
казывают, что усредненная меридиональная циркуляция
хаотических режимов течения наследует структуру, при-
сущую меридиональной циркуляции основного течения
с тем же отношением чисел Рейнольдса. Усредненные
циркуляции хаотических режимов течения характеризу-
ются тем же распределением завихренности вдоль ме-
ридионального угла и положением линии, разделяющей
вихри с противоположными направлениями.

Определим поверхность нулевой усредненной по вре-
мени азимутальной компоненты скорости хаотического
режима (рис. 7) по аналогии с такой же поверхностью,
построенной для соответствующего основного течения
(рис. 3, a). Теперь и для хаотического режима можно
определить понятие эффективной относительной толщи-
ны слоя δ∗ как расстояние от внутренней сферы до
этой поверхности, нормированное на радиус внутренней
сферы. Такое определение не является вполне строгим,
поскольку даже в основном течении поверхность ну-
левой азимутальной компоненты скорости не сфериче-
ская. Тем не менее, можно определить максимальное
значение δ∗max как нормированное расстояние от вну-
тренней сферы до поверхности нулевой азимутальной
компоненты скорости в плоскости экватора. Как для
турбулентных режимов течения, так и для основного

Рис. 7. Изолинии осредненной величины азимутальной ком-
поненты скорости для уровней ūϕ = 0.1, 0, −0.1m/s в мери-
диональной плоскости течения; пунктир соответствует отрица-
тельному значению скорости.

Рис. 8. Средние квадратические отклонения (rms) азимуталь-
ной (1), меридиональной (2) и радиальной (3) компонент ско-
рости в зависимости от нормализованного расстояния R в эква-
ториальной плоскости течения. Вертикальные линии соответ-
ствуют положению нулевых значений осредненной величины
азимутальной компоненты скорости ūϕ для соответствующих
чисел Рейнольдса (пунктир — Re1 = 470, штрихпунктир —
450).

стационарного течения с тем же соотношением Re1/Re2
δ∗max составляет 0.26 для Re1 = 450 и 0.28 для Re1 = 470
(рис. 7).

На рис. 8 представлены средние квадратические от-
клонения (СКО) всех трех компонент скорости в плос-
кости экватора в зависимости от нормированного рас-
стояния R. Для каждого из представленных режимов
Re1 = 450 и 470 максимум среднего квадратического
отклонения азимутальной компоненты скорости рас-
положен вблизи соответствующей поверхности ūϕ = 0
(вертикальные линии на рис. 8). Максимумы всех СКО
расположены в диапазоне 0.4 ≥ R ≥ 0.15. Правее этого
интервала интенсивность флуктуаций убывает, и при
R = 0.6 все СКО практически сравниваются по вели-
чине. В цилиндрическом течении Куэтта при вращении
только внутренней границы численно был получен дру-
гой результат: максимумы пульсаций скорости наблю-
дались около каждой из цилиндрических границ [14].
Тем не менее профили флуктуаций скорости с од-
ним максимумом, удаленным от границ, наблюдались
в слоях смешения [15]. Сферическое течение Куэтта
при встречном вращении границ можно рассматривать
как своеобразный замкнутый слой смешения, в котором
сталкиваются два потока, движущихся в противополож-
ных направлениях по азимутальному углу.

Хаотические режимы течения характеризуются спек-
трами пульсаций скорости и корреляционной размерно-
стью Dc :

C(r) − rD
c , C(r) = lim

m→∞

1
m2

m∑
i, j=1

H(r p − |x (p)
i − x (p)

j |).

Здесь H — функция Хевисайда, r (p) — расстоя-
ние в p-мерном пространстве, x (p)

i {x(ti), x(ti + τ ), . . .
. . . x(ti + (p − 1)τ )} — точка в p-мерном пространстве,
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характеризующая состояние системы в момент време-
ни ti [16]. Ряд x(t0 + kt) представляет собой дискрет-
ную запись пульсаций скорости с интервалом дискрети-
зации t . Под знаком суммы вычисляется число пар то-
чек x (p)

i и x (p)
j , расстояние между которыми меньше r (p).

Величина C(r) вычисляется при возрастающих значени-
ях p. Тангенс угла наклона кривой log(C(r)) = f (log(r))
равен корреляционной размерности Dc .

Для расчета этих величин обычно используются вре-
менные ряды пульсаций скорости в одной или несколь-
ких точках потока [2–4,6]. В настоящей работе спек-
тры и корреляционная размерность определяются как
из экспериментальных, так и из численных данных.
Экспериментальные данные получены при измерении
пульсаций скорости лазерным допплеровским измерите-
лем скорости. Численные данные представляют собой
рассчитанные с постоянным шагом по времени значения
скорости в двух расположенных вблизи внутренней сфе-
ры и симметричных относительно плоскости экватора
точках (R = 0.135, θ = 0.346π, 0.654π).

На рис. 9 представлены спектры пульсаций азимуталь-
ной компоненты скорости. Все спектры, эксперименталь-
ные и численные, хорошо согласуются друг с другом,
имеют одинаковый вид и углы наклона, экспоненциально
затухают при частотах выше 0.3Hz. Амплитуды отдель-
ных пиков в спектрах не превышают среднего уровня
более чем в два раза.

Корреляционная размерность представлена как функ-
ция числа Re1 для экспериментально и численно по-
лученных данных (рис. 10). Длина записи составляла
не менее 3.2 · 104 точек, τ = 12 s. Переходу к стоха-
стическому режиму течения как в эксперименте, так
и в расчете соответствует скачнообразный рост кор-
реляционной размерности до значений Dc ≈ 8. После
скачка величина Dc незначительно возрастает, не более
чем на 0.75, затем так же медленно начинает убывать.
Сдвиг расчетных и экспериментальных значений Dc по
числу Re1 составляет около 15. Такой систематический
сдвиг между расчетом и экспериментом Re1 = 15 об-
наружен в [11] в тех случаях, когда после бифуркации
изменяется симметрия течения относительно плоскости
экватора, в противном случае этот сдвиг составляет

Рис. 9. Спектры пульсаций азимутальной компоненты скоро-
сти uϕ : расчет при θ = 0.34π (1) и θ = 0.654π (2) в сравнении
с экспериментом (3).

Рис. 10. Зависимости корреляционной размерности Dc (◦,
•, �, ♦) и осредненной величины момента сил трения M,
передаваемого на внутреннюю сферу (�), от числа Re1. ◦, • —
эксперимент, �, ♦ — расчет при θ = 0.346π и 0.654π соот-
ветственно, � — расчетная величина M . Вертикальные линии
демонстрируют разброс значений корреляционной размерно-
сти Dc .

Re1 = 4. Поэтому можно предположить, что причиной
рассматриваемого сдвига может служить слабая асим-
метрия в эксперименте из-за наличия в сферическом
слое вала подвески внутренней сферы.

На рис. 10 и экспериментальные данные, и расчетные
представлены в двух точках потока. За исключением
расчета при Re1 = 470, величины Dc совпадают между
собой в различных точках течения как в расчете, так и в
эксперименте. Различие в величине Dc при Re1 = 470,
по-видимому, можно объяснить слабой несимметрией
усредненного течения относительно плоскости экватора
(рис. 4).

Таким образом, в рассматриваемом здесь случае на-
блюдается второй тип развития стохастичности, но и
величина эффективной относительной толщины слоя
δ∗max ≈ 0.3 близка к относительной толщине слоя из
работы [3] δ = 0.33.

На рис. 10 также представлена зависимость момента,
передаваемого на внутреннюю сферу, от числа Рей-
нольдса. При переходе от ламинарного к турбулент-
ному режиму происходит скачкообразное уменьшение
момента. Зависимость величины M является практиче-
ски линейной как для ламинарного течения, так и для
хаотического.

Заключение

Турбулентные режимы течения вблизи границы своего
возникновения изучены экспериментально и численно
для случая встречного вращения сферических границ и
постоянной скорости вращения внешней сферы (δ = 1,
Re2 = −900, Re1 = 440−490). Возникновение стохастич-
ности и в эксперименте, и в расчете сопровождается
скачкообразным увеличением корреляционной размер-
ности. При дальнейшем возрастании Re1 размерность
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изменяется незначительно, сначала повышаясь, затем
уменьшаясь.

Установлено, что максимумы профилей турбулентных
пульсаций всех компонент скорости удалены от обеих
сферических границ и эти максимумы в экваториаль-
ной плоскости расположены вблизи нулевого значения
осредненной азимутальной скорости.

По распределению осредненной азимутальной зави-
хренности в меридиональной плоскости течения и осред-
ненной радиальной скорости в экваториальной плоско-
сти определен вид осредненной меридиональной цирку-
ляции турбулентного течения. Показано, что структу-
ра осредненной циркуляции трехмерного турбулентного
течения качественно аналогична структуре циркуляции
осесимметричного, стационарного течения до потери
устойчивости с тем же соотношением чисел Рейнольдса
Re1/Re2, что и в турбулентном течении. Вместе с тем
искусственное наложение условий осевой и эквато-
риальной симметрии существенно искажает структуру
осредненной циркуляции, препятствуя выравниванию па-
раметров течения в меридиональном направлении.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ,
проект № 07-08-00247.
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