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На основе полученной ранее системы материальных уравнений смоделирован процесс усиления в
резонаторе СВЧ-излучения с длиной волны λ ∼ 10 cm. Показано, что можно достичь плотности энергии
излучения W ∼ 1000 J/m3. Накачка среды производится при наличии проводящих наночастиц с помощью
стационарного электрического поля. Оценены необходимые для этого массовая концентрация наночастиц
и величина накачиваемого поля. Предложен способ получения активной среды с помощью стационарного
электрического поля для усиления СВЧ-излучения в диапазоне длины волны λ ∼ 10 cm. Для этого нужно
распылить удлиненные электропроводящие наночастицы.

PACS: 41.60.Cr, 41.20.Jb, 42.25.Bs, 42.68.Jg

Введение

В настоящее время проводятся интенсивные иссле-
дования, связанные с наличием пылевых частиц в ней-
тральной газовой среде, в ионизированном газе, ис-
следования оптических свойств неупорядоченных фрак-
тальных кластеров, образованных сферическими наноча-
стицами [1,2], исследования процессов взаимодействия
излучения с наночастицами и наноструктурами. Это
направление является перспективным в связи с различ-
ными технологическими приложениями: процессы горе-
ния, плазменные технологии, физика атмосферы, управ-
ляемый термоядерный синтез. В случае плазменных
технологий большой интрес вызывает кристаллизация
пылевых частиц в газоразрядной плазме — образование
упорядоченных структур [3,4]. Для описания нелиней-
ной спектроскопии в видимом диапазоне вырожденного
электронного газа в сферических наночастицах металла
и нанотрубках привлекается аппарат квантовой механи-
ки [5,6].

В настоящей работе при наличии удлиненных прово-
дящих наночастиц на основе ранее полученой системы
материальных уравнений математически промоделиро-
ван процесс усиления СВЧ-излучения с длиной волны
λ ∼ 1−10 cm в пространственном резонаторе. Накач-
ка среды производится за счет быстрого отключения
(например, за счет разряда) внешнего стационарного
(квазистационарного) электрического поля. Определе-
ны время усиления, необходимая для этого массовая
концентрация наночастиц и величина накачиваемого
поля.

Рассмотренная в работе задача очень тесно перекли-
кается с теоретической схемой САЗЕР (SASER — Sound

Amplification by Stimulated Emission of Radiation) [7] —
устройства, генерирующего когерентное электромагнит-
ное излучение за счет вынужденного излучения (или
рассеяния) света активной средой. В качестве активной
среды используется жидкий диэлектрик с равномерно
распределенными в нем дисперсными частицами (на-
пример, в [7] в качестве дисперсных частиц рассмот-
рены газовые пузырьки, полученные путем электро-
лиза).

Приступим к рассмотрению сформулированной
задачи.

1. Вывод системы материальных
уравнений при взаимодействии
излучения с наночастицами

Пусть имеется неограниченная область, состоящая
из вытянутых наночастиц концентрации n. Пусть через
такую область распространяется электромагнитное из-
лучение. Электрическое поле обозначим как E(t, r). Для
того чтобы описать механизм взаимодействия таких ча-
стиц с электромагнитным излучением, аппроксимируем
эти частицы двумя одинаковыми проводящими шарами
радиусом R и массой m (рис. 1). Будем считать, что ша-
ры соединены проводящим тонким стержнем длиной L, с
коэффициентом упругости k и электрическим сопротив-
лением r0. Пусть g1(t) и g2(t) — соответственно заряды
на первом и втором шарах. Будем считать, что диполи
параллельны электрическому полю волны.
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Рис. 1. Аппроксимация удлиненных наночастиц гантелью,
состоящей из двух шаров с зарядами g1, g2 и радиусом R .
Шары соединены стержнем с коэффициентом упругости k̃ и
электрическим сопротивлением r0; E — напряженность поля,
L — расстояние между центрами шаров.

Поляризация в общем случае будет складываться из
линейной P0 и нелинейной P1.

P0 =
1
2

nL(g2 − g1),

P1 =
1
2

nx(g2 − g1) −
1
2

nx (0)(g(0)
2 − g(0)

1 ),

x = x(t) = x2(t) − x1(t), x (0) = x (0)
2 − x (0)

1 , (1)

где и P0, P1 — соответственно амплитуда векто-
ров P0, P1; n — концентрация наночастиц; x(t) —
быстро осциллирующая в масштабе времени изменения
разности зарядов величина, которая характеризует из-
менение расстояния между шарами за счет упругих сил;
x � L; g1 + g2 = g(0)

1 + g(0)
2 ; параметр x (0) характеризует

дополнительную деформацию за счет упругих и куло-
новской сил двух предварительно заряженных шаров с
зарядами g(0)

1 , g(0)
2 при наличии E

k̃(x (0)
2 − x (0)

1 ) = (g(0)
2 − g(0)

1 )E/2. (2)

Нетрудно заметить, что P1 характеризует изменение
нелинейной поляризци при соответствующем измене-
нии зарядов. В (2) линейность P0 следует из то-
го факта, что при R � L имеет место соотношение
(g2 − g1)/R = LE , т. е.

P0 =
1
2

nRL2E = χE, (3)

где электрическая восприимчивость равна χ = nRL2/2 =
= const.

С учетом полученных соотношений уравнение поля
в резонаторе с распыленными наночастицами с учетом
полученных соотношений запишется [8]:

∂2E
∂t2

+
1
τ

∂E
∂t

+ ω2
0E = −4π

ε

∂2P1

∂t2
, (4)

где ε = 1 + 4πχ — диэлектричеcкая проницаемость.
В (4) предполагается, что поляризация P1, зависящая
от поля разонатора, имеет такое же пространственное
распределение, как и нормальная мода поля резонатора.

В случае отсутствия излучения при R � L энергия
системы будет равна

W1 = n
[
(g(0)

1 )2 + (g(0)
2 )

]/
2R, (5)

где g(0)
1 , g(0)

2 — заряды на шарах в начальный момент
времени.

В присутствии поля излучения в произвольный мо-
мент времени энергия системы будет равна

W2 = n
[
g2

1 + g2
2

]/
2R, (6)

где g1 + g2 = g(0)
1 + g(0)

2 = 0.
Из (5) и (6) получим, что при наличии излучения

энерия системы изменяется на величину

W = W2 −W1 = N − N0,

N =
n(g2 − g1)2

4R
, N0 =

n(g(0)
2 − g(0)

1 )2

4R
, (7)

где при выводе (7) учитывается, что будет иметь место
соотношение

g2
1 + g2

2 − (g(0)
1 )2 − (g(0)

2 )2 = 2g(0)
1 g(0)

2 − 2g1g2.

С учетом электромагнитного поля СВЧ-излучения
закон сохранения энергии с помощью введенных вели-
чин N, P запишется

∂N
∂t

+
1
T1

(N − N0) = −E
∂P1

∂t
. (8)

При выводе (8) предполагалось, что будет иметь место
соотношение N − N0 < 0. Если E∂P1/∂t > 0, то поле
будет совершать положительную работу и энергия поля
будет уменьшаться. Поэтому для увеличения энергии
поля необходимо выполнение условия E∂P1/∂t < 0 во
втором уравнении (1). Поскольку при N − N0 < 0 долж-
но иметь место условие ∂N/∂t > 0, то исходя из закона
сохранения энергии получим второе уравнение (8).

Уравнение (8) представляет собой одно из двух
материальных уравнений [8]. Следует отметить, что
величина N является медленно меняющейся в мас-
штабе собственных малых колебаний осциллятора с
коэффициентом упругости k̃ . При этом сами колебания
осциллятора в нашей модели будут определять поправку
к поляризации (нелинейную поляризцию). Поскольку ве-
личина N и амплитуда колебаний осциллятора (колеба-
ния нелинейной поляризации) будет характеризоваться
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относительным расстоянием между двумя шарами, то
в нашем случае относительное изменение расстояния
между двумя центрами будет описываться двумя функ-
циями, которые характеризуются разными масштабами
изменения. Первая функция определяет величину N, ко-
торая изменяется медленно, но при этом изменение зна-
чительно. Вторая величина — это нелинейная поляриза-
ция, которая является быстро осциллирующей функцией
относительно переменной N, но при этом амплитуда
колебаний незначительна в масштабе изменения первой
функции. Такое „временное“ отличие функций позволяет
выделить два уравнения. Первое уравнение — (8). Полу-
чим второе материальное уравнение — для нелинейной
поляризации.

Относительно обобщенной координаты x = x2 − x1,
где x1, x2 — соответственно координаты центров шаров,
будет иметь место уравнение движения.

μẍ = k̃x =
1
2

(g2 − g1)E, (9)

где μ = m/2 — приведенная масса, ẍ = d2x/dt2.
С учетом сил трения и соотношения (1) из (9)

получим

∂2P1

∂t2
+

2
T2

∂P1

∂t
+ 	2P1

= n
(g2 − g1)2

4μ
E − n	2 g(0)

2 − g(0)
1

2
(x (0)

2 − x (0)
1 ),

(10)
где 	2 = k̃/μ. При выводе (10) учтено, что

∣∣∣∣∂ ln |g1|
∂t

∣∣∣∣ ∼
∣∣∣∣∂ ln |g2|

∂t

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∂ ln |x |

∂t

∣∣∣∣.
С учетом (2) уравнение (10) запишется

∂2P1

∂t2
+

2
T2

∂P1

∂t
+ 	2P1 =

R
μ

(N − N0)E, (11)

где N, N0 определены в (7); второе слагаемое в (11)
характеризует диссипативные процессы, например, силы
трения шаров за счет наличия воздуха.

Выражения (4), (8) и (11) представляют собою си-
стему материальных уравнений в резонаторе, где роль
среды выполняют удлиненные наночастицы. В дан-
ной работе удлиненные наночастицы аппроксимированы
удлиненными электропроводящими гантельками. Вели-
чины N и P1 в (8) и (11) выполняют соответствено роль
разности населенностей уровней и поляризации (см. [8]
или [9]).

Рассмотрим когерентное излучение в резонаторе

P1 =
1
2

P̃1 exp(−iωt) + c.c.,

E =
1
2

Ẽ exp(−iωt) + c.c. (12)

и запишем систему материальных уравнений относи-
тельно P̃1, Ẽ .

Предположим, что резонатор настроен так, что
ω = 	 = ω0. Из (11) с учетом (12) получим

∂P̃1

∂t
+

1
T2

P̃1 = i



2ω
(N − N0)Ẽ,

∂Ẽ
∂t

+
1
2τ

Ẽ = i
2πω
ε

P̃1, (13)

где 
 = R/μ. При выводе второго уравнения в (13)
учтено, что в случае усиления излучения напряженность
поля и нелинейная поляризация направлены противопо-
ложно.

Из (8) с учетом (12) получим

∂N
∂t

+
1
T1

(N − N0) = −i
ω

4
(ẼP̃∗

1 − Ẽ∗P̃1). (14)

Из первого уравнения (13) в квазистационарном случае
∂P̃1/∂t � P̃1/T2 следует

P̃1 = i
T2
(N − N0)

2ω
Ẽ = χ1Ẽ. (15)

Подставим (15) в (8). В результате получим

∂N
∂t

+
1
T1

(N − N0) = −T2
(N − N0)
4

∣∣Ẽ∣∣2. (16)

Из второго уравнения (13) с учетом (15) следует

∂
∣∣Ẽ∣∣2
∂t

+
1
τ

∣∣Ẽ∣∣2 = −2πT2
(N − N0)
ε

∣∣Ẽ∣∣2. (17)

2. Оценка параметров нелинейной
среды

Теперь оценим частоту колебаний удлиненных частиц.
При оценке частоты вместо гантелек рассмотрим
частицы цилиндрической формы. Из уравнения
колебаний величины продольного смещения ∂2u/∂t2 =
= (W/ρ)∂2u/∂x2, где W = E(1− σ )/[(1 + σ )(1 − 2σ )],
E — модуль Юнга, σ — коэффициент Пуассона. Для
резонансной гармоники u ∼ cos(πx/L), 0 ≤ x ≤ L,
получим, что частота колебаний будет порядка
	 ≈ π

√
W/(L2ρ). Для большинства металлов

модуль Юнга E лежит в интервале 109−1012 J/m3.
Полагая W ≈ E0, ρ = 3 · 103 kg/m3, получим
	 ≈ 9 · 109−2.9 · 1012 s−1,

Теперь оценим время T1 в (8). В системе СИ при
отсутствии поля E = 0 имеет место соотношение

d
dt

[
g2 − g1

2

]
= − g2 − g1

4πε0Rr0
, (18)

где r0 — электрическое сопротивление между двумя
шарами. С учетом (7) и (8) уравнение (18) можно
записать в виде

d
dt

N = − 1
πε0Rr0

N. (19)

Из (19) следует, что T1 = πε0Rr0.
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Далее нам для оценки величины T1 понадобится закон
Ома. Обоснуем в нашей задаче возможность применения
этого закона. В случае сплошных сред длина свобод-
ного пробега электрона λ ∼ 10−10 cm, в то время как
размеры шаров в нашем случае превосходят величину
R ∼ 10−8 m (L = 20R ∼ 10−7 m). Это означает, что при
таких масштабах движение электронов происходит в со-
ответствии с макроскопическим движением электронов
в проводящих средах. При этом в нашем случае глубина
проникновения поля за счет скин-эффекта будет порядка
δ ≈ c

√
2πσω = c

√
ε0/(2σω) ∼ 10−6−10−5 m � R, где

σ — электрическая проводимость, ε0 = 8.85 · 10−12 F/m.
Для сопротивления имеет место соотношение r0 =

= ρ0L/S = 20ρ0/(πR). Отсюда следует, что T1 = 20ε0ρ0,
где ρ0 = 1/σ — удельное сопротивление. Для графита
ρ0 ∼ 10−5 	·m, следовательно T1 ∼ 10−15 s. Для кремния
и германия для удельных сопротивлений соответственно
имеем ρSi

0 = 2.3 · 103 	·m, ρGe
0 = 0.5	·m. Следователь-

но, для времени накачки соответственно для кремния и
германия получим T Si

1 ≈ 3.9 · 10−7, TGe
1 ≈ 8.85 · 10−11 s.

Из приведеных оценок видно, что время накачки и
релаксации для германия порядка периода колебаний
излучения, т. е. при таких геометрических параметрах
германий неприменим. Время накачки и релаксации для
кремния на четыре порядка больше периода колебаний
изулчения и это вещество применимо к рассмотре-
ным геометрическим параметрам частицы для усиления
СВЧ-излучения. Следует ометить, что в случае донор-
ных или акцепторных примесей сопротивление кремния
падает и при концентраци доноров или акцепторов
∼ 1014 см−3 удельное сопротивление ρSi

0 ≈ 1	·m, т. е.
достигает удельного сопротивления германия.

Теперь оценим величину диссипативного слагаемого
1/T2 в (13). Рассматриваемые в работе значения ча-
стоты соответствуют гиперзвуку. В воздухе гипезвук
не может распространяться. Поэтому для определения
диссипативного слагаемого в (13) воспользуемся ки-
нетическим подходом. При соударении молекул газа с
торцом совершающего гармонические колебания цилин-
дра поток импульса падающих на поверхность торца
молекул равен ρ̃ f (νx )(νx + u(0)

t )2dνx , где f (νx ) — функ-
ция распределения молекул по скоростям, ρ̃ = m0ñ —
плотность воздуха, m0 — масса молекул воздуха, ñ —
концентрация молекул воздуха, u(0)

t = du(0)/dt, u(0) —
смещение на торце цилиндра, u(0)

t � 〈νx 〉, где 〈νx 〉 —
среднее значение x -компонента скорости молекул.

При отражении молекул поток импульса равен
ρ̃ f (νx )(νx − u(0)

t )2dνx . За счет разности потоков импуль-
сов дополнительное давление внутри цилиндра около
торца будет �p = 4ρ̃〈νx 〉u(0)

t . Дополнительное давление
на торцах цилиндра за счет давления �p приводит к
дополнительной силе F(x) = πR2�p. Считая, что того
же порядка сила будет действовать на шары в на-
шей модели, получим в левой части (9) дополнитель-
ное слагаемое ∼ 4πR2ρ̃〈νx 〉ẋ , ẋ = dx/dt . В результате
в (10) получим, что 1/T2 ≈ 2πR2ρ̃〈νx〉/μ. Поскольку

величина 	 в (10) получена в результате аппроксима-
ции гантелек цилиндром, то при оценке T2 значения
приведенной массы нужно заменить массой половины
цилиндра μ = πR2Lp/2. В результате получим, что
T2 = ρL/(4ρ̃〈νx 〉).

3. Результаты численного
моделирования

На основе материальных уравнений (13) и (14)
была проведена серия расчетов по усилению
СВЧ-излучения в нестационарном пространственном
резонаторе — аналоге плазменных образований.
В расчетах полагалось, что R = 10−8 m, ε = 1, τ =
= 10−3 s, 〈νx 〉 ≈ [RT/μ0]1/2∼290m/s, ρ̃=1.3 · 103 kg/m3,
ρ = 2.3 · 103 kg/m3 — плотность шаров радиусом R,
L = 20 R, ω = 	 ≈ 1011 s−1 (соответствует случаю крем-
ния), ωT2 = 3 · 104 (T2 = 3 · 10−7 s), E2

0/8π = 10 J/m3 —
плотность энергии электростатического поля, с
помощью которого производится накачка системы,
c0 = 8πR3n/3 = 10−3 — объемная концентрация
гантелек. Из приведенных выше данных следует,
что 
 = R/μ = 3(2πρR2) = 2.1 · 1012 m/kg. В данной
работе в отличие от [10] вместо графита использован
кремний, в результате чего получим T1 ≈ 4 · 10−7 s
(поскольку для графита T1 ∼ 10−15 s, то в этом
случае время электрического разрядника должно быть
меньше ∼ 10−15 s, но разрядники с такими параметрами
нельзя реализовать на практике).

Величина „разности инверсии населенностей“ в на-
чальный момент времени в соответствии с (7) будет
равна

(N0 − N)
∣∣
t=0

=
nRL2

4

∣∣E0

∣∣2 =
3
4

c0
L2

R2

∣∣E0

∣∣2
8π

= 3 J/m3
.

Монократная „накачка“ при численом моделировании
задавалась следующим образом. На каждом интервале
времени �t, на котором происходит усиление излуче-
ния, численно решались уравнения (13) и (14). На
n-м интервале времени tn−1 ≤ t ≤ tn, где tn = n�t, по-
лагалось, что в точке tn−1 имеет место соотношение
N0 − N

∣∣
t=(n−1)�t

= 3 J/m3. Начальные значения для E, P1

полагались равными значениям E, P1 в конце предыду-
щего (n − 1)-го интервала.

На рис. 2−4 приведены соответственно зависимости
усиления плотности энергии излучения W =
=

∣∣Ẽ(t)
∣∣2/8π = ε0

∣∣Ẽ(t)
∣∣2/2, нелинейной поляризации P̃1

и величины накачки среды N0−N от времени t в
случае моделируемой двукратной накачки с помощью
стационарного электрического поля. Начальная
плотность энергии поля равнялась W (t = 0) =
= 4.4 · 10−4 J/m3.

Из рис. 4 видно, что величина N0 − N в случае первых
двух накачек быстро возрастала в небольшой окрестно-
сти точки tn, а потом медленно убывала с характерным
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Рис. 2. Зависимость плотности энергии излучения W
от времени t в результате двукратной накачки. При-
мечание: 
 = 2.1 · 1012 m/kg, T1 = 4 · 10−7 s, T2 = 3 · 10−7 s,
ω = 	 = 1011 s−1, W(0) = 4.4 · 10−8 J/m3, длина интервала
усиления �t = 3 · 10−6 s.

Рис. 3. Зависимость модуля нелинейности поляризации
∣∣P̃1

∣∣
от времени t при двукратной накачке. Длина интервала усиле-
ния �t = 3 · 10−6 s.

Рис. 4. Зависимость величины накачки среды N0 − N от
времени t при двукратной накачке. Длина интервала усиления
�t = 3 · 10−6 s.

Рис. 5. Зависимость плотности энергии излучения W
от времени t при длительности интервала усиления
�t = 3 · 10−6 (1), 2.0 · 10−6 (2), 1.5 · 10−6 s (3). Парамет-
ры задачи: 
 = 2.1 · 1012 m/kg, T1 = 4 · 10−7 s, T2 = 3 · 10−7 s,
ω = 	 = 1011 s−1.

маштабом времени по полувысоте порядка ∼ 4 · 10−7 s.
В случае многократной накачки при больших значениях
времени у величины N0 − N, поляразации и мощности
излучения появляются осцилляции.

Если в (17) пренебречь вторым слагаемым, то рост
мощнсти излучения за один акт „усиления“ будет
определяться интегралом от величины N0−N. Это под-
тверждается результатом численного моделирования. На
рис. 5 приведены зависимости усиления плотности энер-
гии излучения с интервалами времени для одной накач-
ки �t = 3 · 10−6 (линия 1), 2 · 10−6 (2) и 1.5 · 10−6 s (3).
Максимальные значения энергии излучения достигались
соответственно при 2000-кратной накачке (за время
tmax = 0.0056 s), 3500-кратной накачке (tmax = 0.0066 s)
и 5300-кратной накачке (tmax = 0.0076 s). При �t =
= 3 · 10−6 s плотность энергии излучения достигает
максимальной величны Wmax = 1050 J/m3, при �t =
= 2 · 10−6 s — Wmax = 1600 J/m3 и при �t =
= 1.5 · 10−6 s — Wmax = 2150 J/m3. Такая закономер-
ность объясняется тем, что в приведенных на рис. 5 рас-
четных значениях интеграл от N0 − N практически оста-
ется постоянной величиной при различных значениях
и интервалах времени „накачки“. Соответствено будут
отличаться время и значение W в стационарном режиме.

В правой части уравнения (17) множитель при
∣∣Ẽ∣∣2

(имеет размерность обратного значения времени) равен

1
T

=
2πT2
(N0 − N)

∣∣
t=0

ε
≈ 2.3 · 107 s−1.

Видно, что T = 4.4 · 10−8 s значительно меньше периода
колебаний излучения (период электромагнитных колеба-
ний равен 2π/ω ≈ 5.7 · 10−11 s−1).
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Заключение

Таким образом, полученная система материальных
уравнений, описывает в пространственном резонаторе
(аналоге плазменных образований) процесс усиления
СВЧ-излучения. При ω = 1011 s−1 и объемной концен-
трации наночастиц c0 = 10−3 для однократной накачки
характерное время усиления для удлиненных наноча-
стиц L ≈ 20R составил T ∼ 10−8−10−7 s. Из резуль-
татов математического моделирования следует, что в
результате „многократной накачки“ максимальная плот-
ность энергии излучения Wmax ≈ 2300 J/m3 достигает-
ся за время tmax = 0.0076 s (см. рис. 5). Известно,
что в случае квазистационарного поля длительностью
�τ = (1−3) · 10−9 s величина поля разряда составля-
ет [11–13] E0 = 1.5 · 107 V/m, плотность энергии поля
W ≈ 1000 J/m3. Из результатов моделирования следует,
что такой плотности энергии излучения в нашей задаче
можно достигнуть за время �t2 = 0.0056 s.

Рассмотренный в работе теоретический подход поз-
воляет также рассмотреть процесс усиления бегущей
волны — усиление СВЧ-излучения.

Авторы благодарят М.И. Яландина за подбор парамет-
ров квазистационарного поля.
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