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Оценка параметров критической точки плавления элементов
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В рамках предложенной модели уравнения состояния в нерелятивистской области рассматривается
плавление. На вычисленной кривой плавления для меди найдена критическая точка. На основе прибли-
женного соотношения для модуля сдвига сделаны оценки давления критической точки для большинства
элементов. Показано, что это давление лежит в диапазоне P ∼ 1 Mbar−1 Gbar. Оно значительно ниже
для легкосжимаемых веществ, гелия и щелочных металлов P ∼ 1 Mbar. Обсуждается возможность ее
существования и регистрации.

PACS: 61.25.Mv, 64.70.Dv

Реальность критической точки плавления представля-
ет наиболее фундаментальную проблему плавления, и
потому неоднократно обсуждалась ранее, к сожалению,
лишь на качественном уровне (см., например, [1–3]).
В вычислительной теории плавления в последние годы
сделаны значительные успехи — методами молекуляр-
ной динамики для многих веществ получены термоди-
намические функции исходя из первых принципов [4,5].
Они во многом согласуются с экспериментальными
результатами, хотя и не позволили получить с же-
лаемой точностью даже температуру плавления при
нормальном давлении. Отсутствуют расчеты в области
высоких давлений и температур с тем, чтобы показать,
каким будет вещество при высоком давлении и отно-
сительно низких температурах: твердым, жидким или
иметь критическую точку. Здесь приведена аппрокси-
мация термодинамических функций элементов во всей
нерелятивистской области параметров, на основе кото-
рой изложена феноменологическая модель плавления.
Вычислены параметры критической точки плавления
меди и приведены оценки параметров критической точки
плавления для большинства элементов.

Уравнение состояния при T = 0 использовалось в
двух формах. Первая из них предложена в [6,7] и
использовалась для расчетов кривой плавления меди [7]:
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Множитель в первом члене правой части (1) ka/V5/3 —
давление вырожденного идеального нерелятивистского
однородного электронного газа. Множитель во втором
члене kb/V4/3 — давление, обусловленное электроста-
тическими и обменными взаимодействиями, а также
градиентными квантовыми поправками вырожденного
нерелятивистского электронного газа. Коэффициенты ka

и kb определяются соотношениями [7]. Третий член
Pc = 9

8
0D
V R2D — давление нулевых колебаний.

Обозначения в основном общепринятые. Здесь и
ниже V — удельный объем (cm3/mol), x = V/V0 —

относительный удельный объем, E — энергия (J/mol),
P — давление (bar, 1 bar = 0.1 MPa), 2D — температура
Дебая (K), 0D — параметр Грюнайзена, R — газовая
постоянная. Индекс „0“ относится к условиям T = 0 K,
P = 0.

Параметры a, α, b, β, входящие в экспоненциаль-
ные множители в первом и втором членах (1),
определяются четырьмя экспериментальными вели-
чинами: молярным объемом V , модулем объемно-
го сжатия BS = −V(∂P/∂V)S, параметром κ ≡ κSS=
= −(∂ ln BS/∂ lnV)S и энергией связи Ebond.

Для большинства элементов здесь предложена более
универсальная форма во всем диапазоне плотностей —
нерелятивистской и близкой релятивистской:

E = EF · (1− xα)2e−bxβ , (2)

где EF = EF,0/(x2/3 + r 0x1/3), b = ln
(
ẼF,02α2/(B0V0xχ)

)
.

Первый множитель в формуле (2) определяет
энергию идеального вырожденного нерелятивистского
и релятивистского однородного электронного газа,
EF,0 = 1.51 · 106 · Z5/3/V2/3

0 J/mol. Второй множитель
позволяет автоматически выполнить условия: E(V0) = 0,
P(V0) = 0. Однако следующие производные энергии 6= 0.
Третий множитель сконструирован так, что модуль
сжатия B(V0) = B0 определяется автоматически. Однако
параметр κ вычисляется из уравнения κ(V0) = κ0.

Тепловая часть свободной энергии электронов пред-
ставлена в виде

Fe = − zRTln
(
1+βe

(
(aetexp)αe +

(
(bet)βe/βe

)αe
)1/αe

)3/2βe

.

Здесь t = T/2F,e, texp = T/2F,exp, 2F,e — температура
(энергия) Ферми идеальных электронов, 2F,exp — экс-
периментальная энергия Ферми электронов, константы
ae = π2/6 и b2 = (3π1/2e/4)2/3. Свободные параметры
выбраны исходя из минимизации погрешности: αe = 2/3,
βe = 5/2.
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Степень ионизации z представлена в виде z = zx + zt ,
где холодная степень ионизации zx определяется только
плотностью при T = 0, а другая часть zt — тем-
пературой и плотностью. Соответствующее уравнение
ионизационного равновесия получено в [7], zx рассчиты-
валась на основе [8]. Для непрерывной энергии иониза-
ции использовалась сплайн-интерполяция, что позволяет
унифицировать процесс построения энергии ионизации
для большого количества веществ.

Выбранная форма тепловой части свободной энергии
ионов следует форме [7], которая при низких тем-
пературах соответствует приближению Дебая, а при
высоких — приближению Больцмана.

Температура Дебая аппроксимировалась единой фор-
мулой во всем диапазоне плотностей исходя из асим-
птотического представления при больших плотностях,
экспериментальных значений температуры Дебая, пара-
метра Грюнайзена при нормальных плотностях

2D =
kD

V1/2
e−dVδ

. (3)

Параметр Грюнайзена 0D = −d ln2D/d lnV . Форму-
ла (3) дает правильное асимптотическое поведение при
V → 0. Коэффициент kD = 721.4Z, а коэффициенты d и δ
определяются из условия равенства 2D и 0D их экспе-
риментальным значениям при нормальных условиях.

Примем, что между твердой и жидкой фазами суще-
ствует граница раздела, а функциональные зависимости
холодной энергии и дебаевской температуры обеих фаз
одинаковы. Однако значения трех параметров a, b, d в
них различны.

В формуле (3) для жидкой фазы определяется па-
раметр d исходя из величины энтропии плавления 1S
при нормальных условиях. При 1S = 9.545 J/mol K [9]
соответственно 2D,n = 266.36, 2D,m = 171.44 K. Здесь
для жидкой фазы принят индекс m (от „melting“), и
соответственно для твердой фазы индекс n, чтобы он
не совпадал с индексом s, общепринятым для изоэнтро-
пических процессов.

В уравнении состояния (1) при T = 0 изменяются
коэффициенты a и b. Для жидкой фазы они опре-
деляются при известном значении изменения объ-
ема 1V исходя из двух уравнений: Gn(Vn, T) =
= Gm(Vm, T) и Pm(Vm, T) = 1 bar, где Gn и Gm —
свободные энергии Гиббса твердой и жидкой фаз.
При 1V = 0.3361 cm3/mol [9] вычислены am = 2.134 94
и bm = 4.282 24. Выбранные значения 1S и 1V приводят
к величине dP/dT = 1S/1V = 284 bar/K.

Все параметры на кривых плавления получены из
уравнений

Gn(Vn, T) = Gm(Vm, T), Pn(Vn, T) = Pm(Vm, T). (4)

На рис. 1 показаны результаты расчетов для меди.
При увеличении температуры молярные объемы и отно-
сительное изменение объема монотонно уменьшаются,
энтропии почти монотонно увеличиваются. Однако отно-
сительное изменение энтропии плавления уменьшается,

Рис. 1. Температурные зависимости молярных объемов твер-
дой (Vn) и жидкой (Vm) фаз, относительное изменение объема
при плавлении (1V/V): молярные энтропии каждой фазы
(Sn, Sm) и ее изменение (1S/S); давление (P) и его состав-
ляющие, PLind — давление по Линдеману; среднеквадратичная
амплитуда тепловых колебаний (χ).

так что при Tmc = 1.84 · 105 K и Pmc = 102 Mbar (Vmc =
= 1.72 cm3/mol, Smc = 188 J/mol K) 1V = 0 и 1S = 0.
Это означает, что в данной модели плавления существу-
ет критическая точка на кривой плавления. Индекс „mc“
происходит от „melting ctritical point“.

Средневадратичная относительная амплитуда тепло-
вых колебаний χ = u/rWS, где rWS — радиус Вигнера–
Зейтца, почти постоянна при T < 104 в соответствии
с предположением Линдемана. Но затем χ увеличи-
вается в два раза и в критической точке χ = 0.24.
При T > 5 · 103 K (P > 1 Mbar) холодное давление в
несколько раз больше теплового, а тепловое давление
электронов меньше теплового давления ионов вплоть
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до критической точки. Степень ионизации в основном
холодная и растет с увеличением плотности, достигая в
критической точке z = 6.16. Скачки на представленных
кривых обусловлены резкими изменениями холодной
степени ионизации. Относительные значения скачков
этих функций при большой плотности монотонно умень-
шаются. Численно было также проверено, что дру-
гих критических точек при увеличении температуры
и давления нет. Численная процедура решения урав-
нений (4) реализовывалась следующим образом. При
увеличении температуры T вычислялись параметры Vn,
Vm и соответственно P. Одновременно проверялось, что
это решение единственно. Рассматриваемая критическая
точка не является точкой максимума зависимости P(T),
аналогично известным зависимостям, например для Cs,
Rb, Te. В точке максимума P(T) 1V = 0, однако 1S 6= 0.
В критической точке выполняются два условия 1V = 0
и 1S = 0. Об этом однозначно указано, например, в [1,2].
Выполнение этих условий непосредственно иллюстриру-
ется результатами, представленными на рис. 1.

Наличие критической точки не является альтернати-
вой самому существованию твердого тела с определен-
ной кристаллической структурой при низких темпера-
турах. Возможность существования критической точки
плавления, по-видимому, может быть качественно объ-
яснено следующим. При T < Tmc среднеквадратичная
амплитуда тепловых колебаний сравнительно мала и
переход твердое тело–жидкость энергетически более
выгоден через стадию плавления с конечными значе-
ниями 1V и 1S. При больших температурах и соот-
ветственно больших давлениях и плотностях амплиту-
да тепловых колебаний при плавлении, по-видимому,
должна возрастать до величин, сравнимых с единицей,
когда исчезает разница между твердой фазой со своей
структурой и жидкой фазой. Поэтому высказываемая
точка зрения [10], что различные фазы, обладающие вну-
тренней симметрией, не могут непрерывно переходить
друг в друга и иметь критическую точку, справедлива
для кривой плавления лишь при относительно малых
колебаниях.

Простые оценки параметров критической точки могут
быть сделаны в предположении, что модуль сдвига в
критической точке Gsh = 0. В свою очередь, для мо-
дуля сдвига примем приближенное соотношение [11]
Gsh = (3/5)(βB − 2P). Уравнение состояния находилось
по (2). При нормальных условиях для элементов, пред-
ставленных в [12], эта величина изменяется в диапа-
зоне β ∼ 0.5−1. Естественно, что для всех элементов
при больших давлениях и температурах значение β не
вычислено. Здесь мы примем, что параметр β посто-
янен, а его значение определим исходя из вычислен-
ных параметров критической точки для меди β = 0.7.
Предположим, что это значение справедливо для других
элементов. Результаты расчетов представлены на рис. 2.

Давление критической точки изменяется на три
порядка. Наименьшим давлением обладают наиболее
сжимаемые элементы. Давление критической точки

Рис. 2. Зависимости давления P в критической точке для
элементов.

Pmc . 2 Mbar, которое может быть измерено в стати-
ческих условиях, обладают гелий и щелочные металлы.
Не рассматривались элементы, которые в нормальных
условиях образуют молекулярные кристаллы, в частно-
сти водород. Конечно, вышеприведенные предположения
делают эти оценки качественными, но они, по-видимому,
дают „разумное“ представление об относительных вели-
чинах давления в критической точке.

Параметры критической точки, лежащие выше
P ∼ 5 Mbar, вообще недостижимы при статическом сжа-
тии. Можно показать, что эти параметры также недо-
стижимы при ударно-волновом однократном сжатии.
Параметры критической точки могут быть достигнуты,
по-видимому, при изоэнтропическом сжатии. Надежная
регистрация критической точки может быть сделана, в
частности, измерением структуры, что в столь экстре-
мальных условиях при динамическом сжатии и малых
временах представляется чрезвычайно трудной задачей.

В заключение отметим, что адекватность представлен-
ной феноменологической модели плавления не представ-
ляется бесспорной и должна быть либо проверена экс-
периментально, либо соотнесена с более совершенной
теорией.
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