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Критерий кавитации, основанный на понятии инкубационного времени, применяется к анализу экспе-
риментальных данных по прочности на растяжение воды и глицерина. Подобный подход ранее успешно
применялся при анализе явления откола в твердых телах. Для обеих жидкостей получено хорошее
соответствие с экспериментальными данными. Рассмотрены модели поведения пузырька под действием
внешнего давления для невязкой жидкости, а также с учетом вязкости. Показано, что в обоих случаях
эти уравнения допускают преобразования подобия, причем показатели степени в этих преобразованиях
оказываются разными.

PACS: 47.55.dp, 62.20.+d

Введение

Кавитация, под которой понимается нарушение
сплошности жидкости в зоне растягивающего давления,
обнаруживает сильную чувствительность к временному
фактору. Если в случае нагружения достаточно большой
длительности кавитация наступает при достижении рас-
тягивающим давлением определенной критической ве-
личины („порог кавитации“, PC), то при кратковремен-
ном воздействии достижение растягивающим давлением
порогового уровня оказывается лишь необходимым, но
не достаточным условием. Так, в [1] было обнаружено
явление „запаздывания кавитации“. В испытаниях с
трубкой Вентури на водно-глицериновых смесях было
показано, что кавитация наступает только в том случае,
если критическое давление выдерживается в течение
определенного времени (около 80µs). В других экспе-
риментах отмечалось возрастание пороговой нагрузки
по мере уменьшения длительности воздействия. Так,
например, в опытах по импульсному нагружению ди-
стиллированной воды [2] была получена зависимость
порогового (т. е. минимального разрушающего) давле-
ния (P∗) от длительности импульса (T). Для импульсов
микросекундного диапазона пороговая нагрузка превы-
шала статическое значение в десятки раз. Аналогичные
зависимости были получены для глицерина [3,4]. Та-
ким образом, „порог кавитации“ не может адекватно
описать условия возникновения кавитации в условиях
кратковременного нагружения. Следовательно, возника-
ет необходимость введения дополнительных парамеров,
описывающих прочностные свойства жидкостей.

1. Критерий инкубационного времени
для кавитации

Наличие „статической“ и „динамической“ прочности
есть общее свойство как жидкостей, так и твердых
тел. Качественное изменение прочностных свойств для

кратковременных нагрузок объясняется тем, что дли-
тельность воздействия оказывается соизмеримой с ха-
рактерным временем протекания переходных процессов
в структуре материала. Так, наступление кавитации
происходит вследствие развития структуры кавитацион-
ных ядер, для чего необходимо привести в движение
прилегающие слои жидкости. Если бы квазистатический
критерий кавитации

P∗ ≥ PC (1)

был справедлив для сколь угодно малой длительности
воздействия, он вступил бы в противорение с зако-
ном сохранения импульса (т. е. „количества движения“).
Таким образом, для наступления кавитации не только
давление должно достигнуть некоторого критического
значения, но критической величины должен достигнуть
также и приложенный импульс. Это рассуждение приво-
дит нас к критерию импульса

t∫
0

P(s)ds≥WC, (2)

где P(s) — растягивающее внешнее давление. Критерий
вида (2) предлагался рядом авторов для предсказания
кавитации в условиях кратковременного воздействия
(см., например, [5]). Заметим, что для медленного нагру-
жения критерий (2) находится в противоречии с крите-
рием (1). Действительно, если длительность воздействия
достаточно велика, то кавитация, согласно условию (2),
может наступить при сколь угодно малой амплитуде
приложенного давления. Для исправления ситуации в [5]
предлагалось проводить интегрирование только для тех
моментов времени, когда приложенное давление превос-
ходит PC . Однако данное предложение представляется
спорным, поскольку, во-первых, оно связано с пред-
положением о необратимом характере изменений под
действием нагрузки, что не имеет место для жидкостей,
и во-вторых, хорошо известно, что существенное влия-
ние на ядра кавитации оказывает также давление ниже
критического.
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Нами предлагается использовать критерий, аналогич-
ный тому, который применяется для анализа откольного
разрушения твердых тел. Мы предполагаем, что импульс
должен учитываться не за все время нагружения, а
только на некотором конечном временном интервале,
соответствующем характерному времени зарождения и
роста микропузырьков. Этот временной интервал будем
называть „инкубационным временем“ (т. е. периодом
„вызревания“ кавитации) и обозначать τ . Критерий кри-
тического импульса на конечном временном интервале
имеет вид

t∫
t−τ

P(s)ds≥ PC τ . (3)

Предполагается, что отсчет времени ведется с момен-
та приложения нагрузки, т. е. P(t) = 0 при t < 0. Нетруд-
но убедиться, что при кратковременном нагружении с
характерной длительностью T < τ критерий (3) совпа-
дает с (2), а при длительном воздействии (т. е. T � τ ) —
с критерием (1). Последнее станет ясным, если перепи-
сать (3) в виде кинетического соотношения. Обозначив

W(t) =
1
τ

t∫
t−τ

P(s)
PC

ds,

получим критерий (3) в виде

W ≥ 1.

Для параметра W, имеющего смысл накопленной повре-
жденности, можем написать

dW
dt

=
1

PC

P(t)− P(t − τ )
τ

, W(0) = 0.

Формальный переход τ → 0, описывающий случай
нагружения с характерной длительностью много больше
инкубационного времени, дает соотношение

dW
dt

=
1

PC

dP
dt
,

которое является дифференциальной формой статиче-
ского критерия (1). Таким образом, применение кри-
терия (3) по сути означает дискретизацию временной
шкалы.

Обработка экспериментальных данных показала, од-
нако, целесообразность обобщения критерия (3) за счет
введения дополнительного параметра. Анализ экспери-
ментальных работ (в частности, [2–4]) показывает, что
экспериментальные точки, соответствующие нагруже-
нию очень малой длительности, хорошо ложатся на
прямую в логарифмических координатах (рис. 1). Таким
образом, для порогового давления в случае достаточ-
но длительного нагружения выполняется соотношение
P∗ = PC = const , а для кратковременного

Pα
∗T = const (4)

(α — безразмерная постоянная). Обобщая соотноше-
ние (4) на случай произвольного измерения давления от

Рис. 1. Зависимость пороговой амплитуды (P∗) давления
от длительности импульса (T) для дистиллированной воды
(по данным [2]).

времени, введем в критерий (3) безразмерный параметр
формы α, который будет описывать относительную сте-
пень влияния силовых и временных факторов. С учетом
возможного непостоянства знака давления получается
формула

1
τ

t∫
t−τ

sign
(
P(s)

) ( |P(s)|
PC

)α

ds≥ 1. (5)

Наступление кавитации соответствует наименьшему
значению времени t, для которого выплняется усло-
вие (5).

Заметим, что критерии вида (3) и (5) оказались
эффективными для описания прочностных свойств ма-
териалов в самых разных ситуациях (хрупкое разру-
шение, плаcтичность металлов, электрический пробой
и т. д. [6,7]).

2. Анализ экспериментальных данных
для воды и глицерина

В работе [2] описывается экспериментальное изучение
кавитации дистиллированной воды при нагружении им-
пульсами с длительностью в микросекундном диапазоне.
В работах [3,4] аналогичные исследования проводились
для глицерина.

Зона растягивающего давления в рассматриваемых
экспериментах возникала в результате отражения от
свободной поверхности волны сжатия. Зависимость дав-
ления от времени в падающей (сжимающей) волне
определялась на основании измерения скорости сво-
бодной поверхности. Сжимающее давление в падающей
волне, согласно [2–4], можно было аппроксимировать
соотношениями

q(t) = −PA sin
(πt

T

)
e−

t
T1

для воды (интенсивность затухания T1 = 2.85µs) и

q(t) = −PA

(
1− t

T

)
[H(t)− H(t + T)]

для глицерина (H(t) — функция Хевисайда). Давление
в жидкости определяется суммой прямой (сжимающей)
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и обратной (растягивающей) волн:

P(x, t) = q
(

x − t
c

)
− q

(
x +

t
c

)
,

где c — скорость звука, координата x — расстояние
от свободной поверхности, а момент времени t = 0
соответствует приходу сжимающей волны на свободную
поверхность.

q(t) = −PA

T

(
T − t − x

c

) [
H
(

t +
x
c

)
− H

(
t +

x
c
− T

)]
.

При расчете для каждой длительности импульса T
определялась пороговая, т. е. минимальная, амплитуда
давления PA, при которой условие (5) выполнялось хотя
бы для одного значения координаты x. Строилась рас-
четная зависимость пороговой амплитуды давления P∗
от длительности импульса. В расчетах использовалось
значение статического порога кавитации PC , соответ-
ствующее имеющимся экспериментальным данным: для
воды PC = 0.1, для глицерина — 6.3 MPa. Значения пара-
метров τ и α подбирались из соображений соответствия
расчетных диаграмм экспериментальным данным. Более
подробно методика расчета описана в [2].

Рис. 2. Экспериментальная и рассчитанная по критерию (5)
зависимости прочности воды от длительности импульса.

Рис. 3. Зависимость откольной прочности глицерина от ско-
рости деформирования: точки — экспериментальные данные,
кривая — результат расчета.

Хорошее соответствие экспериментальным данным
(рис. 2, 3) удалось получить при следующих значениях
параметров: для воды α = 0.5, τ = 19µs, для глицерина
α = 1, τ = 2µs. На рис. 2 представлена зависимость
порогового давления от длительности импульса, а на
рис. 3 — от введенного авторами работы (3) параметра
ε̇ = P∗

ρc2T , имеющего смысл скорости деформирования.
Если отличие размерных параметров — статического

порога кавитации и инкубационного времени — для
изучаемых жидкостей было вполне ожидаемым, то су-
щественное отличие безразмерного параметра формы
оказывается неожиданным.

3. Связь критерия кавитации
с уравнением Рэлея

3.1. Статика и динамика микропузырька

Представляет безусловный интерес возможность свя-
зать значения макроскопических параметров, описываю-
щих прочностные свойства с другими характеристика-
ми материала и процессами, протекающими на микро-
уровне.

Наличие статического порога напрямую вытекает из
условия равновесия пузырька [8–10]. При превышении
критического размера пузырек переходит в нестабиль-
ное состояние, его расширение происходит в отсутствие
растягивающего давления. Поскольку в статике радиус
пузырька непосредственно зависит от внешнего давле-
ния, то критерий

R(t) ≥ RC (6)

оказывается эквивалентным критерию (1). Величина PC

зависит главным образом от начального радиуса зароды-
шей кавитации R0 и поверхностного натяжения σ .

При динамическом нагружении радиус пузырька опре-
деляется не текущим значением внешнего давления, а
всей историей нагружения. Рассмотрим один из вариан-
тов уравнения динамики микропузырька [8–10].

RR̈ +
3
2

Ṙ2 = − 2σ
ρR
− 4µ

ρ

Ṙ
R

+
p0

ρ

+
p∞(t)
ρ

+
p1

ρ

(
R0

R

)3γ

, (7)

где ρ — плотность, µ — вязкость, p∞(t) — растягива-
ющее внешнее давление, p0 — давление насыщенного
пара, p1 — давление газа внутри пузырька, γ — показа-
тель адиабаты.

3.2. Случай невязкой жидкости

В рассматривааемом случае амплитуда давления мно-
гократно превосходит величину PC (для работы [2] —
в десятки раз). Поскольку сила поверхностного натя-
жения, давление насыщенного пара и давление внутри
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пузыря имеют тот же порядок, что и PC, этими вели-
чинами можно пренебречь. Из уравнения (7) получится
упрощенное уравнение [9]

RR̈ +
3
2

Ṙ2 =
p∞(t)
ρ

. (8)

Перейдем к безразмерным величинам

r =
R(t)
R0

, t̃ =
t
T
, P(t) =

p∞(t)
PA

.

Уравнение (8) запишется в виде

R2
0ρ

PAT2

(
rr ′′ +

3
2

(r ′)2

)
= P(t).

Видно, что уравнение не меняется при сохранении по-
стоянства величины, которая имеет смысл приведенной
массы

M =
R2

0ρ

PAT2
. (9)

Поскольку R0 и ρ являются характеристиками жид-
кости, интерес представляют длительность и амплитуда
приложенного импульса. Допустим, что, как и в статике,
наступление кавитации определяется достижением пу-
зырьком критического размера, т. е. остается справедли-
вым критерий (6). Тогда, очевидно, для всех пороговых
импульсов остается справедливым соотношение

PAT2 = const или T
√

PA = const. (10)

Из (10) вытекает, что для параметра формы следует
взять значение α = 1

2 . Заметим, что соотношению (10)
на рис. 1 соответствует прямая, которая ложится на
экспериментальные точки.

3.3. Случай вязкой жидкости

В случае значительной вязкости в уравнении (7) сле-
дует удержать еще одно слагаемое. Тогда упрощенное
уравнение будет иметь вид

RR̈ +
3
2

Ṙ2 +
4µṘ
ρR

=
p∞(t)
ρ

. (11)

После перехода к безразмерным величинам имеем

M

(
rr ′′ +

3
2

(r ′)2

)
= −4m

r ′

r
+ P(t), (12)

где m = µ

PAT — безразмерная вязкость, а M задается фор-
мулой (9). Оценим значения этих безразмерных постоян-
ных, подставив параметры, соответствующие глицерину:
σ = 0.07 N/m, PC = 6.3 MPa, T ≈ 0.1µs, PA ≈ 10 MPa,
µ = 1.48 Pa · s, ρ = 1260 kg/m3.

Учитывая, что PC ≈ 2σ
R0

, находим R0 ≈ 2 · 10−8 m, от-

сюда имеем M ≈ 5 · 10−6 и m≈ 1.5.
Поскольку правая часть уравнения (12) имеет порядок

единицы, а левая на шесть порядков меньше, ею можно

пренебречь. В этом случае уравнение для роста пузырь-
ка оказывается аналогичным уравнению роста поры [11]
или микротрещины [12] в твердом теле

r ′

r
=

P(t)
4m

, r (0) = 1. (13)

Отсюда получаем

dr
r

=
P(t)
4m

dt̃, r (0) = 1,

t̃∫
0

D(s)ds = 4mln r (t̃). (14)

Из формулы (14), в частности, следует, что критерий
достижения пузырьком критического радиуса, задавае-
мый формулой (6), в рассматриваемом случае оказы-
вается эквивалентным критерию критического импуль-
са (2).

Уравнение (13) не изменяется при сохранении по-
стоянства безразмерной вязкости m, учитывая, что вяз-
кость µ является свойством жидкости, а не нагружения,
получим, что для пороговых нагрузок должно выпол-
няться соотношение

PAT = const, (15)

и следовательно, параметр формы α должен быть равен
единице, что соответствует экспериментальным данным
для глицерина (рис. 3).

3.4. Замечания о масштабной инвариантности

Критерий инкубационного времени тесно связан со
свойством масштабной инвариантности параметров на-
гружения, задаваемой в общем случае формулой (4),
которая в зависимости от соотношения параметров M
и m может для жидкости совпадать с (10) или (15).
Следует заметить, однако, что эти соотношения спра-
ведливы только для достаточно коротких импульсов,
поскольку в выражения для параметров M и m входят
длительность импульса и амплитуда внешнего давления.
В случае очень медленного нагружения (T →∞) оба
параметра оказываются малыми, пренебрегать членами
порядка PC в уравнении (7) нельзя, и главными членами
оказываются слагаемые, соответствующие уравнению
равновесия пузырька.

Из уравнения (7) легко видеть, что энергия, переда-
ваемая жидкости в результате нагружения, переходит в
поверхностную энергию пузырьков, работу по преодо-
лению вязкости и кинетическую энергию прилегающих
слоев жидкости. При квазистатическом режиме нагруже-
ния основная часть энергии переходит в поверхностную.
При очень коротких воздействиях ее доля, наоборот,
оказывается невелика, и процесс определяется конкурен-
цией между инерцией и вязкостью. Причем принципи-
альное значение имеет отношение приведенной массы к
безразмерной вязкости

m
M

=
Tµ

R2
0ρ
.
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Хотя формально при T → 0 это отношение долж-
но становиться малым, для глицерина, например, этот
диапазон оказывается недостижимым. Естественно пред-
положить, что для многих реальных жидкостей вклад
вязкого и инерционного сопротивления окажется соиз-
мерим, в этом случае, по-видимому, условие возник-
новения кавитации может описываться критерием (5)
с промежуточным значением параметра формы.

Заключение

Показана возможность применения критерия инкуба-
ционного времени к анализу экспериментальных данных
по кавитации жидкостей при кратковременном воздей-
ствии.

Определены параметры, описывающие динамическую
прочность дистиллированной воды и глицерина.

Показано, что постулируемая критериями (2), (3), (5)
масштабная инвариантность параметров импульса внеш-
него давления (4) и используемое в расчетах значение
параметра формы может быть объяснено на основании
уравнения динамики пузырька.
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