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В нелинейных асимптотических расчетах второго порядка малости по амплитуде начальной деформации
капли показано, что во внешнем электростатическом поле и параллельном ему потоке идеальной
несжимаемой диэлектрической жидкости, ламинарно обтекающем идеально проводящую каплю, имеет
место взаимодействие мод как в первом, так и во втором порядках малости. И линейное, и нелинейное
взаимодействие мод осцилляций капли приводит к возбуждению мод, отсутствующих в спектре мод,
определяющих начальную деформацию равновесной формы капли. Эффект взаимодействия мод приводит
во втором порядке малости к снижению критических для реализации неустойчивости капли по отношению к
поляризационному заряду величин напряженности электростатического поля, скорости и плотности внешней
среды.

PACS: 47.55.D-

В разнообразных приложениях технической формы,
геофизики и технологии приходится сталкиваться с
каплями, движущимися относительно среды во внешних
электростатических полях [1–5]. Исследование законо-
мерности реализации осцилляций и устойчивости таких
капель представляет значительный интерес. В частности,
из экспериментов [5] известно, что обдувание обвод-
ненной градины или крупной капли потоком воздуха
снижает критическую для зажигания коронного разряда
величину напряженности внешнего электрического по-
ля, что связано со взаимодействием двух видов неустой-
чивости на свободной поверхности капли или градины:
неустойчивости поверхности раздела по отношению к
индуцированному заряду [2,3] и по отношению к тан-
генциальному разрыву поля скоростей [6,7] на поверх-
ности капли (в модели идеальной жидкости). Детальное
исследование обсуждаемого вопроса представляет инте-
рес для понимания физических механизмов эволюции
заряженных жидкокапельных систем искусственного и
естественного происхождения.

Несмотря на обилие экспериментальных работ, по-
священных исследованию деформации, устойчивости и
дроблению капель в газовых потоках, строгий анализ ос-
цилляций и устойчивости капли, движущейся в электро-
статическом поле относительно диэлектрической среды,
проведен только в линеаризованных математических мо-
делях электрогидродинамики [7–11]. В последние годы
появилось несколько работ, посвященных аналитическо-
му асимптотическому исследованию нелинейных осцил-
ляций заряженных капель, покоящихся относительно
инерционной диэлектрической внешней среды (см., на-
пример, [12–15]). Однако аналитическое исследование
нелинейных осцилляций и устойчивости капли, движу-
щейся относительно диэлектрической среды, выполнено
пока только для заряженной капли [16]. В связи со

сказанным представлением целесообразно исследовать
влияние внешнего электростатического поля на нели-
нейные осцилляции движущейся капли.

Пусть среда, которую будем моделировать идеальной
несжимаемой диэлектрической жидкостью с плотно-
стью ρ2 и диэлектрической проницаемостью ε∗, зани-
мающая все пространство, движется с постоянной ско-
ростью U, параллельной вектору E0 — напряженности
однородного электростатического поля (U ‖ E0) отно-
сительно неподвижной капли сферической радиуса R
идеальной несжимаемой идеально проводящей жидко-
сти, с плотностью ρ1. Коэффициент поверхностного
натяжения границы раздела сред обозначим σ . Примем,
что обтекание капли потоком внешней среды лами-
нарное. Согласно [8–10], при ламинарном обтекании
первоначально сферической капли потоком идеальной
несжимаемой жидкости (газа) она деформируется к
форме сплющенного по потоку сфероида. С другой
стороны, в однородном внешнем электростатическом
поле электропроводная капля деформируется к вытяну-
тому по полю сфероиду [17]. При некотором соотно-
шении между величиной напряженности электрического
поля и скорости обтекающего потока, при условии
U ‖ E0, капля сохраняет сферическую форму [10,11].
Именно для такой ситуации, существенно снижающей
громоздкость расчетов (иначе пришлось бы вводить
два малых параметра: один для характеристики стаци-
онарной деформации равновесной формы капли, другой
для характеристики амплитуды осцилляций), и прово-
дятся последующие расчеты нелинейных осцилляций
капли.

Итак, примем, что в начальный момент времени t = 0
равновесная сферическая форма капли претерпела вир-
туальное осесимметрическое возмущение конечной ам-
плитуды, существенно меньшей радиуса капли, пропор-
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циональное одной из мод ее капиллярных осцилляций,
и зададимся вопросом о закономерностях временной
эволюции начальной деформации при t > 0. Все рас-
суждения проведем в сферической системе координат,
связанной с центром масс капли. Полярный угол будем
отсчитывать от положительного направления вектора
напряженности электрического поля.

Для упрощения последующих расчетов перейдем к
безразмерным переменным, в которых R = σ = ρ1 = 1.
Уравнение границы раздела сред, возмущенной осесим-
метричным капиллярным движением, запишем в виде

r = 1 + ξ(θ, t), |ξ | � 1.

Движения жидкости будем полагать потенциальными,
т. е. примем, что поля скоростей волнового движения
жидкости в капле V =∇ψ(r, t) и в среде U =∇ϕ(r, t)
определяются функциями потенциалов скоростей ψ(r, t)
и ϕ(r, t) соответственно.

Математическая формулировка задачи расчета нели-
нейных осцилляций границы раздела сред в описанной
системе состоит из системы уравнений Лапласа для
потенциалов скоростей ψ(r, t) и ϕ(r, t) и потенциала
электрического поля 8(r, t)

18(r, t) = 0; 1ψ(r, t) = 0; 1ϕ(r, t = 0) (1)

и граничных условий к ним

r → 0 : ψ(r, t)→ 0; (2)

r →∞ : ∇8(r, t)→ −E0; ∇ϕ(r, t)→ U0; (3)

r = 1 + ξ :
∂ξ

∂t
=
∂ψ

∂r
− 1

r 2

∂ψ

∂θ

∂ξ

∂θ
; (4)

∂ψ

∂r
− 1

r 2

∂ψ

∂θ

∂ξ

∂θ
=
∂ϕ

∂r
− 1

r 2

∂ϕ

∂θ

∂ξ

∂θ
; (5)

−∂ψ
∂t
− 1

2
(∇ψ)2 + pin + pE − pσ

= −ρ ∂ϕ
∂t
− ρ

2
(∇ϕ)2 + pex; (6)

pE =
ε∗(∇8)2

8π
; pσ = div n;

8(r, t) = 8S(t), (7)

где pin и pex определяют давления в капле и среде
соответственно; pE — давление электрического поля на
границу раздела сред; pσ — лапласовское давление, n —
единичный вектор внешней нормали к поверхности кап-
ли; 8S(t) — постоянный электростатический потенциал
вдоль поверхности капли; ρ ≡ ρ2/ρ1.

Следует учесть также условия неизменности соб-
ственного электрического заряда капли

− ε∗
4π

∮
S

(n∇8)dS= 0; S =


r = 1 + ξ(θ, t);
0 ≤ θ ≤ π;

0 ≤ ϑ ≤ 2π

(8)

и ее объема

∫
V1

r 2dr d� =
4
3
π; V1 =


0 ≤ r ≤ 1 + ξ(θ, t);
0 ≤ θ ≤ π;

0 ≤ ϑ ≤ 2π,

(9)

где d� — элемент телесного угла. Условие неподвиж-
ности центра масс системы, как показано в [18], при до-
статочно больших линейных масштабах внешней среды
выполняется автоматически, поэтому расчет амплитуды
трансляционной (первой) моды, как и более высоких, бу-
дем производить на основе системы гидродинамических
граничных условий.

Начальные условия сформулируем, определяя в на-
чальный момент времени осесимметричную деформа-
цию сферической формы капли и полагая равной нулю
начальную скорость движения границы раздела сред

t = 0 : ξ(θ, t) = ξ0P0(µ) + εPk(µ);

µ ≡ cos θ; (k ≥ 2); (10)

∂ξ(θ, t)
∂t

= 0. (11)

Здесь ε — безразмерная амплитуда начальной деформа-
ции, являющаяся малым параметром задачи; Pk(µ) —
полином Лежандра k-го порядка; ξ0 — константа, опре-
деляемая условием (9) и имеющая во втором порядке
малости вид

ξ0 = −ε2 1
2k + 1

+ O(ε3), (12)

где k — номер изначально возбужденной моды.
Решение задачи (1)–(11) в квадратичном по ампли-

туде осцилляций приближении будем искать на основе
асимптотического метода многих временных масштабов.
Для этого искомые функции ξ(θ, t), ψ(r, t), ϕ(r, t),
8(r, t) представим в виде рядов по степеням малого
параметра ε и будем считать их зависящими не просто
от времени t, а от различных его масштабов Tm = εmt :

ξ(θ, t) =
∞∑

m=1

εmξ (m)(θ, T0, T1, . . .);

ψ(r, t) =
∞∑

m=0

εmψ(m)(r, θ, T0, T1, . . .);

ϕ(r, t) =
∞∑

m=0

εmϕ(m)(r, θ, T0, T1, . . .);

8(r, t) =
∞∑

m=0

εm8(m)(r, θ, T0, T1, . . .). (13)

Производные по времени в соответствии с идеей
метода многих временных масштабов будем вычислять
по правилу: ∂

∂t = ∂
∂T0

+ ε ∂
∂T1

+ O(ε2).
Подставляя разложения (13) в краевую задачу (1)–(9)

и приравнивая в каждом из уравнений слагаемые при
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равных степенях малого параметра, несложно получить
набор краевых задач для последовательного определе-
ния неизвестных функций ξ (m), ϕ(m), ψ(m), 8(m), где
m = 0, 1, 2, . . . .

В нулевом порядке малости задача (1)–(9) имеет вид

18(0) = 0; 1ϕ(0) = 0; 1ψ(0) = 0;

r → 0 : ψ(0) → 0;

r →∞ : ∇8(0)(r, t)→ −E0; ∇ϕ(0) → U0;

r = 1 :
∂ψ(0)

∂r
=
∂ϕ(0)

∂r
= 0;

pin −
ρ

2
(∇ψ(0))2 +

ε∗(∇8(0))2

8π
− 2 = −ρ

2
(∇ϕ(0))2 + pex;

8(0) = 8
(0)
S ;

ε∗
4π

2π∫
0

π∫
0

d8(0)

dr
d� = 0. (14)

Решения (14), описывающие равновесное состояние
системы, имеют вид

8
(0)
S ≡ 0; ψ(0) = 0;

ϕ(0)(r, θ) ≡ U

(
r +

1
2r 2

)
µ; 8(0)(r, θ) ≡ −E0 µ(r − r−2).

(15)
В силу линейности уравнений (1)–(3) им должна

удовлетворять каждая из функций ϕ(m), ψ(m), 8(m) в
разложениях (13), потому представим последние для
m≥ 1 в виде рядов по полиномам Лежандра

ψ(m)(r, θ, T0, T1, . . .) =
∞∑

n=0

E(m)
n (T0, T1, . . .)r nPn(µ);

ϕ(m)(r, θ, T0, T1, . . .) =
∞∑

n=0

G(m)
n (T0, T1, . . .)r−n−1Pn(µ);

8(m)(r, θ, T0, T1, . . .) =
∞∑

n=0

F (m)
n (T0, T1, . . .)r−n−1Pn(µ).

(16)
В аналогичном виде будем искать и последовательные

поправки ξ (m) к выражению, определяющему форму
поверхности капли

ξ (m)(θ, T0, T1, . . .) =
∞∑

n=0

M(m)
n (T0, T1, . . .) Pn(µ). (17)

В первом порядке малости по ε для определения
неизвестных коэффициентов G(1)

n , E(1)
n , F (1)

n , M(1)
n в ре-

шениях (16), (17) (при m = 1) система граничных и на-
чальных условий (4)–(11) с учетом (12) преобразуется
к виду

r = 1 :
∂ξ (1)

∂T0
=
∂ψ(1)

∂r
;

∂ψ(1)

∂r
=
∂ϕ(1)

∂r
+ ξ (1) ∂

2ϕ(0)

∂r 2
− ∂ϕ(0)

∂θ

∂ξ (1)

∂θ
;

−∂ψ
(1)

∂T0
+
ε∗
4π

{[
∂8(0)

∂r
∂28(0)

∂r 2
+
∂8(0)

∂θ

∂28(0)

∂r ∂θ
−
(
∂8(0)

∂θ

)2]
ξ (1)

+
∂8(0)

∂r
∂8(1)

∂r
+
∂8(0)

∂θ

∂8(1)

∂θ

}
+ (2 + 1�)ξ (1)

= ρ

{
−∂ϕ

(1)

∂T0
+ ξ (1)

(
∂ϕ(0)

∂θ

)2

− ∂ϕ(0)

∂θ

∂ϕ(1)

∂θ

}
;

8(1) +
∂8(0)

∂r
ξ (1) = 8

(1)
S ;

π∫
0

[
∂8(1)

∂r
+
(
∂28(0)

∂r 2
+2

∂8(0)

∂r

)
ξ (1)− ∂8(0)

∂θ

∂ξ (1)

∂θ

]
d� = 0;

t = 0 : ξ (1) = Pk(µ);
∂ξ (1)

∂T0
= 0;

π∫
0

ξ (1)d� = 0,

(18)
где 1� — угловая часть оператора Лапласа.

Подставив разложения (16), (17) (при m = 1), а также
решения нулевого порядка малости (15) в систему (18),
можно получить бесконечную систему связанных обык-
новенных дифференциальных уравнений, определяющих
неизвестные коэффициенты

G(1)
n (T0, T1, . . .), E(1)

n (T0, T1, . . .), F(1)
n (T0, T1, . . .),

M(1)
n (T0, T1, . . .) : M(1)

0 (T0, T1, . . .) ≡ 0;

M(1)
1 (T0, T1, . . .) ≡ 0; n≥ 1;

AnM
(1)
n−2(T0, T1, . . .) + Bn

∂M(1)
n−1(T0, T1, . . .)

∂T0

+
∂2M(1)

n (T0, T1, . . .)
∂T2

0

+ ω2
nM(1)

n (T0, T1, . . .)

+ Cn
∂M(1)

n+1(T0, T1, . . .)
∂T0

+ DnM(1)
n+2(T0, T1, . . .) = 0;

(19)

E(1)
n (T0, T1, . . .) =

1
n
∂M(1)

n (T0, T1, . . .)
∂T0

;

G(1)
n (T0, T1, . . .) = − 1

n + 1
∂M(1)

n (T0, T1, . . .)
∂T0

+
2
3

U

[
n

2n− 1
M(1)

n−1(T0, T1, . . .)

− n
2n + 3

M(1)
n+1(T0, T1, . . .)

]
;

F(1)
n (T0, T1, . . .) = 3E0

[
n

2n− 1
M(1)

n−1(T0, T1, . . .)

+
n + 1
2n + 3

M(1)
n+1(T0, T1, . . .)

]
;
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8
(1)
S ≡ 0; An = (We− w)χ(n)

n2(n− 1)(n− 2)
(2n− 3)(2n− 1)

;

Bn = −
√

Weρ nχ(n);

Cn =
√

We ρ χ(n)
n(2n + 1)

2n + 3
;

Dn = (We− w) χ(n)
n2(n + 1)(n + 2)
(2n + 3)(2n + 5)

;

ω2
n = χ(n)

(
n(n−1)(n+2)− w n2(4n3 + 2n2 − 6n− 1)

(2n− 1)(2n + 1)(2n + 3)

−We
2n2
(
(2n + 1)(n2 − 1) + 3

)
(2n− 1)(2n + 1)(2n + 3)

)
;

χ(n) =
(

1 + ρ
n

n + 1

)−1

; w =
9E2

0ε∗
4π

; We =
9
4

U2ρ.

Бесконечная система дифференциальных уравне-
ний (19) позволяет определить зависимость коэффици-
ентов разложений только от временного масштаба T0.
Чтобы завершить рассмотрение задачи в линейном
по ε приближении, величины M(1)

n (T0, T1, . . .) положим
не зависящими от временного масштаба T1 и более
высоких временных масштабов, т. е. представим в виде
M(1)

n (T0, T1, . . .) ≈ M(1)
n (T0) + O(T1). При этом для воз-

мущения поверхности получается оценка

ξ(θ, t) = εξ (1)(θ, t) + εO(ε, t). (20)

Это разложение равномерно пригодно при t ∼ O(ε0),
в этом случае ошибка составляет величину ∼ ε2. Для
значений t ∼ O(ε−1) данное разложение становится
непригодным, однако при исследовании тенденций дви-
жения поверхности использовать (20) можно и на вре-
менных интервалах t ≥ O(ε−1) в рамках требования
асимптотичности.

В отличие от случая нелинейно осциллирующей дви-
жущейся относительно среды заряженной капли [16]
линейное взаимодействие мод, определяемое (19), не
исчезает даже при отсутствии движения внешней среды
(при U = 0), поскольку коэффициенты An и Dn зависят и
от параметра Вебера (We) и от параметра Тейлора (w).
В общем случае при We 6= 0; w 6= 0 n-я мода взаимо-
действует с четырьмя ближайшими: (n− 2)-й, (n− 1)-й,
(n + 1)-й, (n + 2)-й, а при отсутствии движения внешней
среды с (n− 2)-й, (n + 2)-й.

Для определения поправок второго порядка ма-
лости, т. е. для отыскания функций G(2)

n (T0, T1, . . .),
E2

n(T0, T1, . . .), F(2)
n (T0, T1, . . .), M(2)

n (T0, T1) . . ., из систе-
мы граничных условий (4)–(12), сохраняя в (13) слагае-
мые второго порядка малости по ε, получим уравнения

r = 1 :
∂ξ (2)

∂T0
+
∂ξ (1)

∂T1
=
∂ψ(2)

∂r
+ ξ (1) ∂

2ψ(1)

∂r 2
− ∂ξ (1)

∂θ

∂ψ(1)

∂θ
;

∂ψ(2)

∂r
+ ξ (1) ∂

2ψ(1)

∂r 2
− ∂ξ (1)

∂θ

∂ψ(1)

∂θ
=
∂ϕ(2)

∂r
+ ξ (1) ∂

2ϕ(1)

∂r 2

− ∂ξ (1)

∂θ

∂ϕ(1)

∂θ
+ ξ (2) ∂

2ϕ(0)

∂r 2
+

1
2

(ξ (1))2 ∂
3ϕ(0)

∂r 3

− ∂ξ (2)

∂θ

∂ϕ(0)

∂θ
+ 2ξ (1) ∂ξ

(1)

∂θ

∂ϕ(0)

∂θ
;

− ∂ψ(2)

∂T0
−∂ψ

(1)

∂T1
−ξ (1) ∂

2ψ(1)

∂r ∂T0
−1

2

[(
∂ψ(1)

∂r

)2

+
(
∂ψ(1)

∂θ

)2]

+
ε∗
8π

[
2
∂8(0)

∂r
∂8(2)

∂r
+2

∂8(0)

∂θ

∂8(2)

∂θ
+
(
∂8(1)

∂r

)2

+
(
∂8(1)

∂θ

)2

+ 2ξ (2)
(
∂8(0)

∂r
∂28(0)

∂r 2
+
∂8(0)

∂θ

∂28(0)

∂r ∂θ
−
(
∂8(0)

∂θ

)2)

+ 2ξ (1)

(
∂28(0)

∂r 2

∂8(1)

∂r
+
∂8(0)

∂r
∂28(1)

∂r 2
+
(
∂28(0)

∂r ∂θ
− 2

∂8(0)

∂θ

)

× ∂8(1)

∂θ
+
∂8(0)

∂θ

∂28(1)

∂r ∂θ

)
+ (ξ (1))2

(
∂8(0)

∂r
∂38(0)

∂r 3

+
∂8(0)

∂θ

∂38(0)

∂r 2∂θ
+
(
∂28(0)

∂r 2

)2

+
(
∂28(1)

∂r ∂θ

)2

+ 3

(
∂28(0)

∂θ2

)2

− 4
∂8(0)

∂θ

∂28(1)

∂r ∂θ

)]
+
[
(2 + 1�)ξ (2) − 2ξ (1)(1 + 1�)ξ (1)]

= ρ

{
−∂ϕ

(2)

∂T0
−∂ϕ

(1)

∂T1
−ξ (1) ∂

2ϕ(1)

∂r ∂T0
−1

2

[(
∂ϕ(1)

∂r

)2

+
(
∂ϕ(1)

∂θ

)2]

− 1
2

(ξ (1))2

(
∂2ϕ(0)

∂r 2

)2

− (ξ (1))2

2

[
3

(
∂ϕ(0)

∂θ

)2

+
∂ϕ(0)

∂θ

∂3ϕ(0)

∂r 2∂θ

]

− ∂ϕ(0)

∂θ

∂ϕ(2)

∂θ
+ ξ (1)

[
2
∂ϕ(0)

∂θ

∂ϕ(1)

∂θ
− ∂ϕ(0)

∂θ

∂2ϕ(1)

∂r ∂θ

]}
;

8(2) + ξ (2)
(

d8(0)

dr

)
+ ξ (1) ∂8

(1)

∂r
+

1
2

(ξ (1))2 d28(0)

dr2
= 8

(2)
S ;

π∫
0

[
∂8(2)

∂r
+ ξ (1)

(
∂28(1)

∂r 2
+ 2

∂8(1)

∂r
− ∂28(0)

∂r ∂θ
∂ξ (1)

∂θ

)

+ ξ (2)
(

d28(0)

dr2
+ 2

d8(0)

dr

)
+ (ξ (1))2

(
1
2

d38(0)

dr3
+ 2

d28(0)

dr2

+
d8(0)

dr

)
− ∂8(1)

∂θ

∂ξ (1)

dθ
− ∂8(0)

dθ
∂ξ (2)

dθ

]
d� = 0;

t = 0 : ξ
(2)
0 = − 1

2k + 1
;

∂ξ (2)

∂T0
+
∂ξ (1)

∂T1
= 0;

π∫
0

[
ξ (2) + (ξ (1))2

]
d� = 0. (21)
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Подставим разложения (16), (17) (при m = 2), а
также решения (15) и (19) в (21), и выпишем систему
неоднородных дифференциальных уравнений для на-
хождения неизвестных коэффициентов G(2)

n (T0, T1, . . .),
E(2)

n (T0, T1, . . .), F (2)
n (T0, T1, . . .), M(2)

n (T0, T1, . . .). Исклю-
чив из получившихся уравнений слагаемые, пропорци-
ональные (∂M(1)

n (T0, T1, . . .)/∂T1), которые приводят к
появлению секулярных членов в решениях, найдем, что
амплитуды разложения M(1)

n не зависят от временного
масштаба T1. Таким образом, в дальнейшем будем по-
лагать, что M(1)

m (T0, T1, . . .) ≈ M(1)
m (T0) + O(T2). На осно-

ве вышесказанного система дифференциальных урав-
нений для отыскания коэффициентов G(2)

n (T0, T1, . . .),
E(2)

n (T0, T1, . . .), F (2)
n (T0, T1, . . .), M(2)

n (T0, T1, . . .) сведет-
ся к следующему виду:

M(2)
0 (T0, T1, . . .) =

∞∑
n=2

1
2n + 1

(
M(1)

0 (T0)
)2

;

AnM(2)
n−2(T0, T1, . . .) + Bn

∂M(2)
n−1(T0, T1, . . .)

∂T0

+
∂2M(2)

n (T0, T1, . . .)
∂T2

0

+ ω2
nM(2)

n (T0, T1, . . .)

+ Cn
∂M(2)

n+1(T0, T1, . . .)
∂T0

+ DnM(2)
n+2(T0, T1, . . .)

= χ(n) f n(T0); n≥ 1; (22)

E(2)
n (T0, T1, . . .) =

1
n

(
∂M(2)

n (T0, T1, . . .)
∂T0

−
∞∑

m=2

∞∑
l=2

[
(m− 1) Km,l ,n −

αm,l ,n

m

]
∂M(1)

m (T0)
∂T0

M(1)
l (T0)

)
;

G(2)
n (T0, T1, . . .) =

3n
2(2n− 1)

UM(2)
n−1(T0, T1, . . .)

− 3n
2(2n + 3)

UM(2)
n+1(T0, T1, . . .)−

1
n + 1

∂M(2)
n (T0, T1, . . .)

∂T0

−
∞∑

m=2

∞∑
l=2

{[
m+ 2
n + 1

Km,l ,n −
αm,l ,n

(n + 1)(m+ 1)

]
∂M(1)

m (T0)
∂T0

×M(1)
l (T0) +

3
2

UM(1)
m (T0)M(1)

l (T0)
[
− m(m− 1)2

(n + 1)(2m+ 1)

× Km−1,l ,n +
(m+ 1)2(m+ 2)
(n + 1)(2m+ 1)

Km+1,l ,n −
(m+ 1)αm+1,l ,n

(n + 1)(2m+ 1)

+
(m− 1)αm−1,l ,n

(n + 1)(2m+ 1)

]}
;

F(2)
n (T0, T1, . . .) = 3E0

{
n

2n− 1
M(2)

n−1(T0, T1, . . .)

+
n + 1
2n + 3

M(2)
n+1(T0, T1, . . .) +

∞∑
m=2

∞∑
l=2

(
m2

2m− 1
M(1)

m−1(T0)

+
m(m+ 1)
2m+ 3

M(1)
m+1(T0)

)
Km,l ,nM(1)

l (T0)

}
;

8
(2)
S ≡ 0;

f n(T0) =
∞∑

m=2

∞∑
l=2

M(1)
m (T0)M(1)

l (T0)

{
Km,l ,n

(
2n
[
l(l +1)−1

]
+ w

n(13m(m+ 1)− 7)
(2m− 1)(2m+ 3)

+ We
n(9m2 + 9m− 7)
(2m− 1)(2m+ 3)

)

+
1
2

(11w −We)
[

nm(m− 1)
(2m− 1)(2m+ 1)

Km−2,l ,n

+
n(m+ 1)(m+ 2)
(2m+ 1)(2m+ 3)

Km+2,l ,n

]
+ We

(
n(n− 1)(m− 1)
(2n− 1)(2m+ 1)

×
[
m(m− 1)Km−1,l ,n−1 − αm−1,l ,n−1

]
− n(n− 1)(m+ 1)

(2n− 1)(2m+ 1)

×
[
(m+1)(m+2)Km+1,l ,n−1 − αm+1,l ,n−1

]
− n(n+1)(m−1)

(2n+3)(2m+1)

×
[
m(m− 1)Km−1,l ,n+1 − αm−1,l ,n+1

]
+

n(n + 1)(m+ 1)
(2n + 3)(2m+ 1)

×
[
(m+ 1)(m+ 2)Km+1,l ,n+1 − αm+1,l ,n+1

])}
+ M(1)

m−1(T0)

×M(1)
l (T0)

(
nm(m+1)

(2m+1)(2m−1)
[
We
(
(m−1)(m+2) Km+1,l ,n

−m(m+5)Km−1,l ,n
)
−w

(
(m+2)2Km+1,l ,n+m(m+5)Km−1,l ,n

)]
+ w

nm2

2m− 1

[
n2

2n− 1
Km,l ,n−1 +

(n + 1)(n + 2)
2n + 3

Km,l ,n+1

]

+ M(1)
m+1(T0)M(1)

l (T0)
(

n(m+ 1)
(2m+ 1)(2m+ 3)

[
We m

(
m(m+ 5)

× Km−1,l ,n − (m− 1)(m+ 2)Km+1,l ,n
)
− w(m+ 1)

×
(
m(m+ 5)Km−1,l ,n + (m+ 2)2Km+1,l ,n

)]
+w

nm(m+ 1)
2m+ 3

×
[

n2

2n− 1
Km,l ,n−1 +

(n + 1)(n + 2)
2n + 3

Km,l ,n−1

]

+
(

M(1)
m−1(T0)M(1)

l−1(T0)
nml[We +w]

(2m+ 1)(2l + 1)

+ M(1)
m+1(T0)M(1)

l−1(T0)
nl[(m+ 1)w −mWe]

(2m+ 3)(2l − 1)
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+ M(1)
m−1(T0)M(1)

l+1(T0)
nm[(l + 1)w − l We]

(2m− 1)(2l + 3)

+ M(1)
m+1(T0)M(1)

l+1(T0)
n[(m+ 1)(l + 1)w + nmWe]

(2m+ 3)(2l + 3)

)

× 1
2

[
(m+1)(l +1)Km,l ,n + αm,l ,n

]
+
(

M(1)
m+1(T0)

2m+ 3
∂M(1)

l (T0)
∂T0

−
M(1)

m−1(T0)
2m− 1

∂M(1)
l (T0)
∂T0

)
1
2

√
We ρ n

[
m(m+ 1)Km,l ,n

+
m

l + 1
αm,l ,n

]
+
∂2M(1)

m (T0)
∂T2

0

M(1)
l (T0)

[
(m− n− 1)Km,l ,n

− αm,l ,n

m
− ρn

n + 1

(
(m− n + 1)Km,l ,n −

αm,l ,n

m+ 1

)]

+
∂M(1)

m (T0)
∂T0

∂M(1)
l (T0)
∂T0

[(
m−1− n

2

)
Km,l ,n −

n + 2l
2ml

αm,l ,n

+
ρn

2(n + 1)

(
(n− 2m− 3)Km,l ,n +

(n + 2l + 3)αm,l ,n

(m+ 1)(l + 1)

)]

+
√

We ρ n
∂M(1)

m (T0)
∂T0

M(1)
l (T0)

(
m(4+5n+3m+mn+m2)

(n + 1)(2m+ 1)

× Km−1,l ,n +
(m+ 2)(2 + n + m−mn+ m2)

(n + 1)(2m+ 1)
Km+1,l ,n

+
(n− 1)(m+ 2)

2n− 1
Km,l ,n−1 −

(n + 1)(m+ 2)
2n + 3

Km,l ,n+1

+
(m− 1)αm−1,l ,n

(n + 1)(2m+ 1)
− (n− 1)αm,l ,n−1

(m+ 1)(2n− 1)
+

(n + 1)αm,l .n+1

(m+ 1)(2n + 3)

− (m+ 1)αm+1,l ,n

(n + 1)(2m+ 1)

)
+ M(1)

m (T0)
∂M(1)

l (T0)
∂T0

n
√

We ρ
(n+1)(2m+1)

×
[
(m+ 1)2(m+ 2)Km+1,l ,n −m(m− 1)2Km−1,l ,n

− (m+ 1)αm+1,l ,n + (m− 1)αm−1,l ,n
]
+
√

We ρ nm(m+ 1)

× Km,l ,n

(
∂M(1)

m+1(T0)
∂T0

M(1)
l (T0)

2m+ 3
−
∂M(1)

m−1(T0)
∂T0

M(1)
l (T0)

2m− 1

)

+
√

We ρ
nl
2
∂M(1)

m (T0)
∂T0

(
M(1)

l+1(T0)
2l + 3

−
M(1)

l−1(T0)
2l − 1

)

×
(

(1 + l)Km,l ,n +
αm,l ,n

1 + m

)}
;

Km,l ,n ≡ [Cn0
m0l0]2;

αm,l ,n ≡ −
√

m(m+ 1)l(l + 1)Cn0
m0l0 Cn0

(m−1)l0,

Cn0
m0l0 и Cn0

(m−1)l0 — коэффициенты Клебша−Гордана.
Рассмотрение задачи в квадратичном по ε прибли-

жении позволяет определить зависимость коэффици-

ентов M(2)
n (T0, T1, . . .) только от временного масшта-

ба T0. При этом можно записать, что M(2)
n (T0, T1, . . .) ≈

≈ M(2)
n (T0) + O(T1), и для возмущения поверхности по-

лучить следующую оценку:

ξ(θ, t) = εξ (1)(θ, t) + ε2ξ (2)(θ, t) + O(ε3t). (23)

Выражение (23) справедливо на временно́м ин-
тервале t ∼ O(ε0) с ошибкой ∼ ε3. На интервале
O(ε0) ≤ t ≤ O(ε−1) величина погрешности становится
сравнимой со вторым слагаемым (с поправкой второго
порядка малости), и следовательно, в разложении (23)
справедливым останется лишь первый член, соответ-
ствующий линейному приближению. Таким образом,
приближенное решение линейной задачи (20) примени-
мо на временном интервале t ≤ O(ε−1).

Прежде чем приступать к численному решению си-
стем дифференциальных уравнений (19) и (22), следует
подчеркнуть, что капля в параллельных электростатиче-
ском поле и гидродинамическом потоке будет сохранять
сферическую форму. Согласно [10,11], это будет иметь
место при We = w . При этом в системах уравнений (19)
и (22) коэффициенты An и Dn обратятся в ноль.

Отметим, что критические для реализации неустойчи-
вости n-й моды осцилляций капли значения параметров
Тейлора (wcr) и Вебера (Wecr ) определяются условием
прохождения через ноль квадрата частоты n-й моды
ω2

n = 0

n(n− 1)(n + 2)− w n2(4n3 + 2n2 − 6n− 1)
(2n− 1)(2n + 1)(2n + 3)

−We
2n2
(
(2n + 1)(n2 − 1) + 3

)
(2n− 1)(2n + 1)(2n + 3)

= 0.

Из этого выражения несложно найти критические зна-
чения параметров Тейлора и Вебера для различных мод
осцилляций. Так, для основной моды wcr = Wecr ≈ 3.33;
для третьей — ≈ 4.66; для четвертой — ≈ 5.79; для
пятой — ≈ 6.84 и т. д.

Численное решение системы дифференциальных урав-
нений (19) относительно M(1)

n (T0) проводилось в пакете
символьных компьютерных вычислений. Поскольку ре-
шение бесконечной системы дифференциальных уравне-
ний невозможно, расчет ограничивался первыми пятью
модами (n = 2, 3, 4, 5, 6). Как будет видно из представ-
ленных ниже результатов расчетов, вклад более высоких
мод весьма незначителен и проявляется при закрити-
ческих в смысле устойчивости капли по отношению к
комбинированному действию давления электрического
и гидродинамического полей на границе раздела сред
значениях w и We. Расчеты показывают, что при малых
значениях плотности среды ρ (например, для соотно-
шения сред вода–воздух ρ = 10−3) заметный вклад в
спектр капиллярных колебаний капли вносит только
изначально возбужденная мода (n = k) и (при k 6= 2)
основная мода, которая для капли в потоке возбуждается
автоматически за счет взаимодействия с движущейся
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средой и внешним электростатическим полем (в резуль-
тате перераспределения гидродинамического давления
по поверхности капли [10–11]). Вклад остальных мод
(n 6= k), определяющийся линейным межмодовым вза-
имодействием, согласно (19), относительно мал. При
этом моды, более близкие по номеру к изначально
возбужденной k-й, имеют большую величину амплитуды
колебаний, которая по мере удаления n от k убывает.

Выяснилось, что поверхность капли совершает близ-
кие к гармоническим колебания, соответствующие су-
перпозиции k-й (изначально возбужденной) моды и
основной моды, в окрестности равновесной формы. Ам-
плитуды мод с номерами (n 6= k) незначительно возрас-
тают с увеличением w и We и становятся сравнимы
с амплитудой изначально возбужденной моды только
при значениях w = We > 3.33, т. е. когда основная мода,
а следовательно и вся капля, становится неустойчивой
(рис. 1 и 2). Для иллюстрации на рис. 1 приведены
временные зависимости первых пяти мод для ρ = 0.1
при изначально возбужденной основной моде (k = 2).
Видно (рис. 1, a), что даже при величинах w и We,
близких к критическому значению для основной моды,
амплитуды наиболее близких к основной третьей и
четвертой мод остаются сравнительно малыми. Тогда как

Рис. 1. Зависимости от безразмерного времени безразмерных
амплитудных коэффициентов M(1)

n (t) мод, возбуждающихся в
первом порядке малости, при начальной деформации кап-
ли, определяющейся основной модой (k = 2), когда ρ = 0.1.
Кривая 1 соответствует второй моде, 2 — третьей, 3 —
четвертой, 4 — пятой, 5 — шестой моде. a) w = We = 3,
b) w = We = 3.5.

Рис. 2. Те же зависимости, что и на рис. 1, при началь-
ной деформации, определяющейся третьей модой (k = 3).
a) w = We = 2, b) w = We = 3.5.

при закритических значениях w и We неустойчивыми
оказываются все ближайшие моды (см. рис. 1, b), хотя
критические значения параметров w и We превышены
только для основной моды.

Для изначально возбужденной третьей моды (рис. 2)
величины амплитуд мод, ближайших к возбужденной
(второй и четвертой), становятся сравнимы с амплиту-
дой изначально возбужденной моды уже при докрити-
ческих значениях w и We, т. е. можно предположить,
что процесс перекачки энергии из возбужденных мод к
невозбужденным идет тем интенсивнее, чем выше номер
изначально возбужденной моды. При этом, когда ста-
новится нейстойчивой основная мода, также становятся
неустойчивыми и остальные моды, при этом для слабо
закритичных значений w и We неустойчивость носит
явно выраженный колебательный характер (рис. 2, b).

Следует отметить, что в процессе перекачки энергии
от изначально возбужденной моды в соседние значитель-
ную роль играет также отношение плотностей ρ. Так,
при больших значениях безразмерной плотности ρ ≥ 1
амплитуды изначально невозбужденных, но возбужда-
ющихся за счет линейного взаимодействия, мод стано-
вятся сравнимы с амплитудой изначально возбужденной
моды при докритических значениях w и We (рис. 3).

Численное решение систем дифференциальных урав-
нений (19) и (22) относительно M(2)

n (T0) — амплитуд
мод, возбуждающихся во втором порядке малости за
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Рис. 3. Те же зависимости, что и на рис. 1, при безразмерной
плотности среды ρ = 1 и w = We = 2.

счет нелинейного взаимодействия (для мод от нуле-
вой до шестой), показывает, что при малых величинах
плотности и скорости внешней среды и малости напря-
женности электрического поля наибольшую амплитуду
имеют моды, которые возбуждались бы в отсутствие
движения внешней среды [14,15] аналогично тому, как
это было в линейном приближении, т. е. моды с но-
мерами n = 2 j , где j = 0, 1, . . . , k. Движение внешней
среды приводит к возбуждению во втором порядке ма-
лости дополнительных мод, появление которых связано
с наличием в спектре мод первого порядка малости,
отличных от изначально возбужденных, появившихся
только за счет линейного взаимодействия. Амплитуды
таких дополительно возбужденных мод весьма малы,
и их вклад в формирование рельефа осциллирующей
капли незначителен. С ростом величин ρ, w и We
амплитуды дополнительно возбужденных мод увеличи-
ваются.

На рис. 4, a–c приведены рассчитанные по (22) при
различных значениях плотности среды ρ, параметров
Вебера (We) и Тейлора (w) временные зависимости
амплитуд мод, возбуждающихся во втором порядке
малости за счет нелинейного взаимодействия, когда
начальная деформация определена виртуальным возбуж-
дением основной (k = 2) моды. При малых значениях w
и We во втором порядке малости возбудились бы
только нулевая, вторая и четвертая моды. Наличие же
движения внешней среды и электрического поля при-
вело к дополнительному возбуждению первой, третьей,
пятой, шестой мод. Тем не менее видно, что амплитуды
основной и четвертой мод максимальны.

Из рис. 4 видно также, что с ростом w и We растут
и величины амплитуд колебаний изначально невозбуж-
денных мод. Согласно рис. 4, c, при w = We = 3, т. е. при
докритических значениях w и We, возникает неустойчи-
вость нулевой, второй и третьей мод, капля становится
неустойчивой.

Наличие идеальной несжимаемой диэлектрической
среды, обтекающей идеально проводящую каплю парал-
лельно внешнему электростатическому полю, приводит

к появлению взаимодействия мод как в первом, так и
во втором порядках малости, следствием чего является
возбуждение мод, отсутствующих в спектре мод, опреде-
ляющих начальную деформацию капли. С увеличением
скорости потока и напряженности внешнего электро-
статического поля растут и амплитуды колебаний из-
начально невозмущенных мод. Наличие взаимодействия
мод приводит во втором порядке малости к снижению
критических для реализации неустойчивости капли ве-
личин напряженности электрического поля, скорости и
плотности внешней среды.

Рис. 4. Зависимости безразмерных амплитудных коэффи-
циентов M(2)

n (t) мод, возбуждающихся за счет нелинейного
взаимодействия во втором порядке малости, при начальной
деформации, определяющейся основной модой (k = 2), при
ρ = 0.1. Кривая 6 соответствует нулевой моде, 7 — первой;
остальные кривые обозначены так же, как и на предыдущих
рисунках. a) w = We = 1, b) w = We = 2, c) w = We = 3.
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