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Предложен метод расчета двумерного модуля Юнга и коэффициента Пуассона для планарных и нано-

тубулярных структур через компоненты двумерного тензора упругих жесткостей, полученные численными

методами. Метод апробирован для графена и двумерных супракристаллических листов.
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Планарные графеновые и графеноподобные нано-

структуры (листы, наноленты, наносети, нанокружева) и
нанотрубки начинают все более широко использоваться

в наноэлектронике, нанофотонике, водородной энерге-

тике, нанобиологии и наномашиностроении. Наряду с

электрическими, оптическими и термическими свойства-

ми этих материалов важную роль, особенно для гибкой

углеродной электроники и создания новых композитных

материалов, играют их упругие характеристики. Между

тем сведения об упругих характеристиках даже графе-

новых планарных и нанотубулярных структур крайне

противоречивы. Не исследовано, в частности, как изме-

няются (и изменяются ли?) модули упругости нанолент

при их сворачивании в нанотрубки. Относительно самих

нанотрубок также не все ясно: одни авторы считают, что

с увеличением диаметра нанотрубки при фиксированной

длине модуль Юнга возрастает [1], другие утверждают

прямо противоположное [2]. Некоторые доказывают, что

упругие свойства нанотрубки вообще не зависят от ее

диаметра и хиральности [3]. Численные значения модуля

Юнга как нанолент [4–6], так и нанотрубок [1–3,7,8],
полученные экспериментально и с применением различ-

ных методов математического моделирования (ab initio,

сильной связи, молекулярной динамики и др.), различа-
ются в разы.

Причина указанных противоречий, на наш взгляд,

состоит в том, что понятие площади поперечного

сечения, на которую действует деформирующая сила

растяжения/сжатия для однослойных нанолент и нано-

трубок, в этом случае становится неопределенным. По-

нимание этого обстоятельства побуждает исследовате-

лей переходить от расчета модуля Юнга в классическом

понимании к отысканию так называемого псевдомодуля

Юнга, рассчитываемого как отношение деформирующей

силы растяжения/сжатия, действующей на ширину неде-

формированной структуры, к относительному измене-

нию ее длины [9,10]. В указанных работах псевдомо-

дули Юнга для нанолент и нанотрубок рассчитывались

исходя из предварительных расчетов энергии упругой

деформации.

В настоящей работе мы предлагаем сделать давно

напрашивающийся шаг — полностью отказаться от

некорректных объемных представлений о деформациях

растяжения/сжатия в двумерных (2D) и однослойных

нанотубулярных структурах, вводя в рассмотрение дву-

мерный модуль Юнга и соответствующий коэффициент

Пуассона, определяемые по известным правилам кри-

сталлографии через двумерные упругие податливости

или жесткости. Для графеноподобных 2D-супракристал-

лических листов различных классов симметрии (рис. 1)
компоненты тензоров двумерных упругих жесткостей

были вычислены в работах [11,12] через константы

центрального и нецентрального межатомного взаимо-

действия. Эти константы вычислялись с помощью мо-

дифицированного метода Давыдова [13], а затем по

схеме, предложенной Давыдовым [14] на основе модели

Китинга [15], находились отличные от нуля компоненты

тензора упругих жесткостей.

Форма матриц упругих податливостей (s i j) и упругих

жесткостей (c i j) для двумерных кристаллов (i, j = 1, 2)
может быть легко получена путем редукции соответ-

ствующих матриц для трехмерных кристаллов [16,17].
Для структур, изображенных на рис. 1, они имеют

следующий вид:

для класса 4mm




s11 s12 0

s12 s11 0

0 0 s33





(3)

,





c11 c12 0

c12 c11 0

0 0 c33





(3)

,

для класса 6mm




s11 s12 0

s12 s11 0

0 0 2(s11 − s12)





(2)

,





c11 c12 0

c12 c11 0

0 0 1
2
(c11 − c12)





(2)

.

Здесь использованы матричные представления тензо-

ров четвертого ранга s i jkl и c i jkl путем свертки по парам
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Рис. 1. Исследуемые супракристаллические структуры в срав-

нении с графеном. Обозначения соответствуют использован-

ным в [12].

Рис. 2. Порядок установки 2D-супракристалла типа (C)44
относительно кристаллографических и кристаллофизических

осей. Направления [10], [1̄0], [01], [01̄] эквивалентны и могут

быть обозначены как 〈10〉. Аналогично эквивалентные направ-

ления [11], [1̄1̄], [11̄], [1̄1], могут быть обозначены как 〈11〉.

симметричных индексов в следующем виде: 11 → 1;

22 → 2; 12, 21 → 3. Внизу справа в круглых скобках ука-

зано число независимых компонентов соответствующего

тензора.

Связь упругих податливостей и упругих жесткостей

задается формулой [17]

s i j =
(−1)i+ j1c i j

1c
, (1)

где 1c — определитель матрицы, составленный из

коэффициентов упругих жесткостей, а 1c i j — минор,

получающийся из этого определителя зачеркиванием i-й
строки и j-го столбца.

Двумерный модуль Юнга для деформации растяже-

ния/сжатия в произвольном направлении x ′
1

E2 = 1/s ′1111, (2)

где s ′1111 = a1ia1 ja1ka1ls i jkl , причем s i jkl — компоненты

тензора упругих податливостей в кристаллофизической

системе координат, а (a1n) — матрица направляющих

косинусов новой системы осей x ′
1, x ′

2 относительно кри-

сталлофизических осей x1, x2 [17].
Коэффициент Пуассона как мера бокового сжатия

вдоль h, сопровождаемого растяжением вдоль k [17],
имеет вид

σ = σ hk =
shk

skk
. (3)

Применение формулы (1) приводит к следующим

выражениям: для класса 4mm

s11 =
c11

c2
11 − c2

12

, s12 = −
c11

c2
11 − c2

12

, (4)

для класса 6mm

s11 =
c11

c2
11 − c2

12

, s12 = −
c11

c2
11 − c2

12

, s33 =
1

c33

. (5)

2D-супракристаллы класса 6mm, как и графен, об-

ладают упругой изотропией [12]. Для них подстанов-

ка s11, s12 из (4) в формулы (2), (3) приводит к

следующим выражениям для двумерного модуля Юнга

и коэффициента Пуассона:

E2 =
c2
11 − c2

12

c11

, σ = −
c12

c11

. (6)

2D-супракристаллы типа (C)44 принадлежат к клас-

су симметрии 4mm и отличаются упругой анизотро-

пией [12]. Их установка относительно кристаллофи-

зических осей показана на рис. 2. Для характерных

кристаллографических направлений 〈10〉 и 〈11〉 подста-

новка s11, s12, s33 из (5) в формулы (2), (3) в этом случае

приводит к выражениям:

E〈10〉
2 =

c2
11 − c2

12

c11

, σ 〈10〉 = −
c12

c11

, (7)

E〈11〉
2 =

2(c11 + c12)c33

2(c11 + c12) + c33

, σ 〈11〉 =
2(c11 + c12) − c33

2(c11 + c12) + c33

.

(8)

Знак
”
минус“ в выражениях для коэффициента Пуас-

сона выражает тот физический факт, что продольное

растяжение структуры вызывает ее поперечное сжатие.

Результаты расчета E2 и σ для углеродных 2D-супра-

кристаллов в сравнении с графеном (C)6 представ-

лены в таблице. Для структуры (C)44 левые значения

соответствуют направлению 〈11〉, а правые — направ-

лению 〈10〉. Значения упругих жесткостей c11, c12, c13

взяты из работы [12]. Обратим внимание на то, что

для 2D-структуры и модуль Юнга, и упругие жесткости
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Значения упругих жесткостей, двумерного модуля Юнга и ко-

эффициента Пуассона для углеродных 2D-структур

Параметр (C)6 (C)44 (C)63(6) (C)63(12) (C)664 (C)634

c11 , N/m 533 328 9.84 75.7 361 10.5

c12 , N/m 331 215 6.15 47.1 226 6.52

c33 , N/m 68

E2, N/m 327 187,63.0 6.00 46.4 220 6.45

|σ | 0.62 0.66,0.88 0.63 0.62 0.63 0.62

имеют размерность силы, деленной на длину в первой

степени.

Для верификации полученных результатов имеет

смысл сопоставить их с известными экспериментальны-

ми данными для графена. В работе [18] приведено значе-

ние трехмерного модуля Юнга для графеновой нанолен-

ты, равное 1 TPa при коэффициенте жесткости 342N/m.

Если за характерную толщину графенового слоя при-

нять расстояние между слоями в графите (0.34 nm), то,
поделив найденное нами значение E2 = 327N/m на эту

толщину, получаем 0.96 TPa, что близко к эксперимен-

тально найденному результату.

Из таблицы также видно, что углеродные 2D-супра-

кристаллы значительно уступают по своим упру-

гим характеристикам графену, в особенности структу-

ры (C)63(6) и (C)634 с sp3-гибридизацией атомов углеро-

да. Причины этого обсуждались в [11].

Что касается нанотубулярных супракристаллических

структур, то вычисленные для соответствующих планар-

ных структур значения двумерного модуля Юнга и коэф-

фициента Пуассона пригодны и для однослойных нано-

трубок сравнительно большого диаметра (D ≫ 0.17 nm)
и длины (L0 ≥ 10 nm). В этом случае атомы на проти-

воположных по диаметру сторонах нанотрубки не будут

влиять друг на друга, а продольные деформации растя-

жения/сжатия будут происходить в пределах упругости.

Список литературы

[1] E. Hernández, C. Goze, P. Bernier, A. Rubio. Phys. Rev. Lett.

80, 20, 4502 (1998).
[2] Z. Xin, Z. Jianjun, O.-Y. Zhong-can. Phys. Rev. B 62, 20,

13 692 (2000).
[3] J.P. Lu. Phys. Rev. Lett. 79, 7, 1297 (1997).
[4] K.N. Kudin, G.E. Scuseria, B. I. Yakobson. Phys. Rev. B 64,

235 406 (2001).
[5] G.V. Lier, C.V. Alsenoy, V. V. Doren, S. P. Greelings. Chem.

Phys. Lett. 326, 181 (2000).
[6] R. Faccio, P.A. Denis, H. Pardo, C. Goyenola, Á.W. Mombrú.
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