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На основе уравнения теплопроводности и законов сохранения получены явные выражения для амплитуд
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от поверхности пленки, обусловленная теплофизическими характеристиками как обеих сред, так и вещества
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Введение

Пленочные термофоны являются системой жестко

связанных между собой слоев, отличающихся друг от

друга как толщиной, так и физическими свойства-

ми [1–5]. Элементарная модель такого термофона состо-

ит из активного элемента (АЭ) — тонкой проводящей

пленки, лежащей на плоской поверхности твердого тела

с произвольными физическими параметрами (от тепло-

изолятора до теплопроводника). Над поверхностью АЭ

находится газ или жидкость.

Протекание переменного электрического тока в АЭ

обусловливает возникновение переменного температур-

ного поля, что приводит к возбуждению неоднород-

ных тепловых волн. Последние на масштабах толщины

теплового пограничного слоя формируют бегущие аку-

стические волны (термоакустический эффект), несущие

информацию о термодинамических характеристиках тех

сред, где они зарождаются.

В работах, посвященных изучению подобных моделей

(см. [1–3] и ссылки в них) свойства акустической волны

определяются по характеристикам АЭ и газовой/жидкой

среды над ним, на которую в основном и обращено

внимание исследователя, хотя понятно, что тепловая

волна распространяется и в веществе твердого тела.

В настоящей работе, основываясь на уравнении тепло-

проводности и законах сохранения, мы строим простую

теоретическую модель, позволяющую описать распро-

странение акустических волн как в среде над АЭ, так

и в твердом теле.

В разд. 1 описывается теоретический подход, и выво-

дятся основные выражения для тепловых и акустических

волн. Анализируются полученные выражения и огова-

риваются использованные приближения. В разд. 2 на

основе полученных выражений проводятся расчеты для

конкретных сред. В последнем разделе подытоживается

проделанное исследование, приведены основные выводы.

1. Теоретическая модель

1.1. Модель пленочного термофона

АЭ пленочного термофона представлен тонкой прово-

дящей пленкой, лежащей в координатной плоскости xy .

Толщина пленки 2h, ее площадь S = L × L, при этом

L ≫ h. Координаты верхней и нижней поверхностей

пленки равны z = ±h.

Термодинамические характеристики АЭ будем от-

мечать индексом ae: αae = κae/ρaeC p,ae — темпера-

туропроводность, κae — теплопроводность, ρae —

плотность, C p,ae — изобарная удельная теплоемкость,

Cae = ρaeC p,aeV — теплоемкость, где V = 2hS — объем

пленки.

В АЭ протекает переменный ток плотностью j. Соот-

ветствующая мощность выделения тепла в единице объ-

ема АЭ дается законом Джоуля–Ленца — w = jE = σE2,

где E — напряженность электрического поля, и ис-

пользован закон Ома — j = σE, где σ — удельная

электрическая проводимость.

Будем рассматривать случай гармонической зависи-

мости поля от времени E = ey Eωe−iωt , где ey — орт в

направлении оси OY, Eω — постоянная действительная

амплитуда и ω = 2π f , f — частота возбуждения термо-
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фона. Отсюда

w=Re[j]Re[E]=
1

2
σE2

ω(1 + cos(2ωt))=w0 + wae, (1)

где w0 = σE2
ω/2 — мощность тепловыделения, обеспе-

чивающая стационарный разогрев АЭ при протекании

по нему переменного тока. Интересующую нас пере-

менную компоненту мощности тепловыделения будем

записывать в комплексном виде

wae = w0e−i2ωt . (2)

Пленка нанесена на плоскую поверхность твердого

тела (несущая пластина). Над пленкой находится газовая

или жидкая среда. Характеристики твердого тела и

среды: κn — теплопроводность, ρn — плотность, C p,n —

изобарная удельная теплоемкость и αn = κn/ρnC p,n —

температуропроводность, где нижний индекс n = s соот-

ветствует твердому телу, а n = g — среде над пленкой.

Переменное поле температур разделим на три состав-

ляющие: Tg и Ts — тепловые волны, распространяющи-

еся от граничных поверхностей АЭ в соответствующие

области пространства; Tae — переменное поле АЭ.

1.2. Неоднородные тепловые волны Tg и Ts

Поля Tn (n = g, s) найдем из уравнения теплопровод-

ности
∂

∂t
Tn − αn

∂2

∂z 2
Tn = 0, (3)

где в силу геометрии задачи Tn = Tn(z , t) — функции

только от одной координаты z , при этом Ts задано в

области z ∈ (−∞,−h], а Tg — в области z ∈ [h,∞).
Зарождение полей Tn происходит на соответствующих

поверхностях пленки z = ±h, на которых, как следует

из (2), температура задается следующими периодически-

ми функциями:
{

Tg |z=+h = Tg,he−i2ωt+iπ/2,

Ts |z=−h = Ts ,he−i2ωt+iπ/2,
(4)

где Tn,h — постоянные действительные амплитуды и фа-

зовый множитель eiπ/2 введен для удобства дальнейших

вычислений.

Решая (3) с учетом граничных условий (4), получаем
неоднородные тепловые волны [6]:

{

Tg = Tg,he−(1−i)kT,g(z−h)−i2ωt+iπ/2,

Ts = Ts ,he(1−i)kT,s (z+h)−i2ωt+iπ/2,
(5)

где kT,n =
√
ω/αn представляет собой и коэффициент

затухания, и волновое число, а обратная ему величина

δT,n =
√
αn/ω характеризует толщину теплового погра-

ничного слоя.

Запишем соответствующие комплексные тепловые по-

токи, которые понадобятся нам в дальнейшем
{

qg = −κg
∂
∂z

Tg = qg,he−(1−i)kT,g(z−h)−i2ωt+iπ/4,

qs = −κs
∂
∂z

Ts = qs ,he(1−i)kT,s (z+h)−i2ωt+iπ/4,
(6)

где qn,h = ±
√
2κnkT,nTn,h — действительные амплитуды;

знак
”
+“ — для n = g , знак

”
-“ — для n = s .

1.3. Амплитуды тепловых волн Tn,h

Для нахождения амплитуд Tn,h из (5) необходимо

определить переменное поле Tae АЭ. Будем считать, что

оно однородно по всему объему пленки, т. е. Tae = Tae(t).
В натурных экспериментах [1–3,5] толщины пленок

АЭ варьируются от нескольких десятков нанометров

до нескольких микрометров. Следовательно, масса и

теплоемкость материала АЭ очень малы. Так, например,

пленка АЭ в [5], вещество которой было представлено

медью, имела массу 21.0mg. Отсюда Cae = 8.09mJ/K.

Такая малая величина теплоемкости позволяет выра-

зить поле Tae через мгновенное количество тепла Qae ,

выделяющееся во всем объеме АЭ. В свою очередь,

Qae есть первообразная для wae (2) — переменной

составляющей мощности выделения тепла в единице

объема АЭ. Тогда






Tae(t)=
1

Cae
Q(t)= V

Cae

t
∫

wae(t
′) dt′=Tae,0e−i2ωt+iπ/2,

qae(t) = 2hwaeeiπ/4 = qae,0e−i2ωt+iπ/4,

(7)
где вторая формула определяет плотность переменного

теплового потока, уходящего одновременно через обе

поверхности пленки и в соответствии с (6) введен

фазовый множитель eiπ/4.

Амплитуды в (7) имеют вид
{

Tae,0 = 1
(2τTω) Th,

qae,0 = 2hw0,
(8)

где Th = w0h2/κae и τT = (2h)2/4αae — характерное

время диффузионного переноса тепла в пленке АЭ

толщиной 2h.

Выражение (8) позволяет найти неизвестные амплиту-

ды Tn,h, используя законы сохранения энергии и потока

энергии
{

Tae,0 = Tg,h + Ts ,h,

qae,0 = qg,h − qs ,h.
(9)

Подставляя в (9) явные выражения для qn,h, Tae,0,

qae,0 из (6), (8) и разрешая систему относительно Tn,h,

получаем

Tn,h = Th ·
2ηae

(ηm − ηn)
·
√
ωn −

√
ω√

2τTω
, n 6= m, (10)

где ηn =
√

ρnC p,nκn — коэффициент тепловой активно-

сти и введены частоты

ωn =
1

8τT

( ηm

ηae

)2

, n 6= m. (11)

Выпишем явный вид амплитуд qn,h, записанных через

введенные в (10) обозначения

qn,h = ±qae,0 ·
ηn

(ηm − ηn)
·
√
ωn −

√
ω√

ω
, n 6= m, (12)
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где, как и ранее, знак
”
+“ — для n = g , знак

”
−“ — для

n = s .

Проанализируем полученные выражения (10)−(12).

1.3.1. Пределы ω → 0, ∞

Проверим предельные случаи малых и больших ча-

стот. Так, учитывая (5) и (10), для реальной части любой

из компонент Tn имеем

{

limω→0 Re[Tn] ∼ sin(2ωt)
ω

∼ t,

limω→∞ Re[Tn] ∼ 1
ω
.

(13)

Таким образом, в пределе ω → 0 переменная часть

теплового поля переходит в стационарную. В самом

деле, зависимость пропорциональная времени t в (13)
указывает на проявление интегрального закона Джоуля–
Ленца.

В противоположном случае больших частот Tn → 0.

1.3.2. Частоты ωs , ωg

Решения (10), (12) имеют очевидную особенность —

отсутствие возбуждения тепловой волны в среде n

на частоте ωn (11). При переходе через эти частоты

решения (10), (12) меняют знак.

Для определенности положим ηg < ηs , тогда

ωg > ωs (11).

Для значений ω ∈ (ωs , ωg) амплитуды Tn,h положи-

тельны, потоки направлены в соответствующие области:

qg,h > 0, qs ,h < 0.

Рассмотрим область частот [0, ωs ]. Здесь амплитуда

Tg,h > 0, а амплитуда Ts ,h < 0. Этот, на первый взгляд,

нефизический результат можно легко объяснить, рас-

смотрев поведение потоков. Так, для этой частотной

области, поток qg,h > 0 остается положительным, а по-

ток qs ,h > 0 меняет знак, становясь положительным, т. е.

направленным в газовую/жидкую среду. Это означает,

что тепловая волна теперь распространяется только в

среду над АЭ, т. е. в газ/жидкость.

Таким образом, для частот ω ∈ [0, ωs ] амплитуда

тепловой волны Tg,h должна быть заменена на сумму

амплитуд (Tg,h + Ts ,h), равную амплитуде АЭ Tae,0 (8), а
амплитуда Ts ,h приравнена к нулю.

Другая ситуация имеет место для

ω ∈ [ωg ,∞). Тут необходима следующая замена:

Ts ,h → (Tg,h + Ts ,h) = Tae,0 и Tg,h → 0. Таким образом,

здесь тепловая волна распространяется только в

область твердого тела. При этом важно отметить,

что явных ограничений по частоте для амплитуды

Ts ,h = Tae,0 (8) нет. Следовательно, появляется

возможность возбуждения акустических колебаний в

твердом теле в широком диапазоне частот. Физический

смысл изменения направления потоков выясним в

следующем разделе.

1.4. Акустические волны

Распространение неоднородных тепловых волн (5)
сопровождается колебанием плотности вещества, что

приводит к появлению акустических волн. Формиро-

вание последних происходит на расстояниях порядка

толщины теплового пограничного слоя δT,n (5). Коле-
бательная скорость uz ,n ≡ un акустических волн может

быть определена из уравнения неразрывности [6]:

{

∂
∂z

un = −i2ωβV,nTn,

un|z=±h = 0.
(14)

Здесь для газовой или жидкой среды βV,g является

коэффициентом теплового объемного расширения. Для

твердого тела βV,s = 3αl , где αl — температурный коэф-

фициент линейного расширения.

Из (14) следует, что в среде, в которой распространя-

ется тепловая волна, зарождаются бегущие акустические

волны
{

ug = ug,δe
iku,g z−i2ωt+i π

4 ,

us = us ,δe
−iku,s z−i2ωt+i π

4 ,
(15)

где ku,n = ω/cn — волновое число, cn — скорость звука

в среде n = g, s .

Нетрудно показать, что амплитуды un,δ в (15) про-

порциональны значениям амплитуд тепловых потоков

qn,h (12):

un,δ =
βV,n

ρnC p,n

qn,h. (16)

Формулы (10), (12) и (16) являются основным резуль-

татом нашей работы. Они описывают распространение

тепловых и акустических волн по обе стороны от АЭ,

т. е. в газовой/жидкой среде и в твердом теле. Каждая из

найденных амплитуд этих волн зависит от теплофизи-

ческих параметров всей системы. Проведение акустиче-

ских измерений может позволить получить информацию

об этих параметрах.

1.5. Условие безынерционной работы
пленочного термофона

Для успешной работы пленочного термофона необ-

ходимо, чтобы переменная компонента температуры

вещества АЭ Tae следовала в реальном времени за

мощностью переменного тепловыделения wae , что и

предполагает формула (7). Физически это возможно

в случае, когда АЭ является безынерционной термо-

динамической системой. Следовательно, параметры АЭ

должны удовлетворять неравенству

τT ≪ 1/ f , (17)

где τT = h2/αae — введенное в (8) характерное время

диффузионного переноса тепла, а 1/ f — период колеба-

ний температурного поля АЭ.

Из (17), полагая τT ≈ 0.1 · 1/ f , получаем максималь-

ное значение частоты переменного тока f max = 0.1/τT .
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Таким образом, диапазон частот f безынерционной

работы пленочного термофона равен

0 < f < f max = 0.1τ −1
T . (18)

1.6. Однородность поля E в АЭ

При более строгом рассмотрении зависимость j от

E должна быть определена из совместного решения

кинетического уравнения и уравнения Максвелла [7,8].
Закон Ома, который мы использовали при записи (1),
получается из кинетического уравнения в предположе-

нии слабой зависимости поля E от пространственных

координат в АЭ. Проверим, удовлетворяется ли такое

предположение в нашем случае.

Толщина скин-слоя, образованного в металлической

пластине при протекании в ней переменного тока, оце-

нивается известной формулой δ = c/
√

2πσµω [9], (c —

скорость света, µ — магнитная проницаемость).

В настоящей работе в качестве вещества АЭ будем

рассматривать медь, для которой при частоте поля

порядка мегагерц получаем δ ∼ 10−4 m.

Таким образом, для используемых в пленочных термо-

фонах толщин АЭ неравенство δ ≫ h удовлетворяется

вплоть до частот в несколько мегагерц. Это означает

возможность использования приближения однородного

поля в пленке, а, следовательно, и закона Ома.

2. Результаты расчетов

Так как амплитуда акустической волны un,δ (16) ли-

нейно связана с соответствующей амплитудой теплового

потока qn,h (12), будем анализировать только амплитуды

Tn,h (10) и qn,h. При этом сделаем их безразмерными

T n,h = Tn,h/Th, T ae,0 = Tae,0/Th, qn,h = qn,h/qae,0 и зави-

сящими от безразмерной частоты ω = 2τTω.

Выбирая вещество АЭ и двух смежных сред, будем

ориентироваться на эксперимент [5], который проводил-

ся в стандартных условиях.

Так, в [5] в качестве материала пленки АЭ исполь-

зовалась медь, для которой ηae = 37.1 kJ/(m2 · K · s1/2).
Толщина пленки бралась равной 2h = 9.0µm.

Подставляя явные значения температуропроводности

и толщины пленки АЭ в выражение (18), получаем

диапазон частот f безынерционной работы пленочного

термофона: 0 ≤ f ≤ f max = 5.7 · 105 Hz. Отметим, что

в [5] f варьировалась от 100Hz до 1MHz.

2.1. Воздух/алюминий

Пусть над поверхностью АЭ пространство заполонено

воздухом, а сама пленка АЭ лежит на несущей пластине,

которая изготовлена из алюминия. Необходимые пара-

метры этих двух сред равны: ηg = 5.6 J/(m2 · K · s1/2),
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Рис. 1. Зависимость амплитуд T n,h (10) от безразмерной

частоты ω. АЭ — красная сплошная кривая, воздух — синий

штрих, алюминий — серый штрихпунктир.

ηs = 24 kJ/(m2 ·K · s1/2). Отсутствие возбуждения тепло-

вых волн в соответствующих средах происходит на ча-

стотах (11): f s = 2.6 · 10−3 Hz, f g = 47.6 kHz. Соответ-

ствующие безразмерные частоты равны: ωs = 0.6 · 10−8,

ωg = 0.1.

На рис. 1 построены графики зависимостей амплитуд

T n,h и T ae,0 от частоты ω. Так как в рассматриваемом

случае ωs ≈ 0, будем анализировать поведение амплитуд

для ω > ωs .

До частоты ω1 = 0.026, на которой T g,h = T s ,h, вы-

полняется неравенство T s ,h < T g,h < T ae,0, при этом ам-

плитуды тепловых волн качественно повторяют частот-

ную зависимость амплитуды теплового поля АЭ. Далее,

после частоты ω1, амплитуда волны в воздухе T g,h

монотонно затухает и исчезает на частоте ωg = 0.1, где

соответствующий поток qg,h меняет свой знак (рис. 2, a).
Амплитуда волны в твердом теле, наоборот, возрастает,

и на частоте ωg выходит на максимально возможное

значение, равное амплитуде теплового поля АЭ.

Такое поведение амплитуд T n,h можно объяснить раз-

ным термическим сопротивлением сред, которое оценим

следующим образом: RT,n = δT,n/κn. Так как κs ≈ 104 · κg

и δT,s ≈ 2.1 · δT,g , RT,g ≫ RT,s .

Таким образом, на частотах ω ≈ ωg термическое

сопротивление газовой среды настолько велико, что

исчезает тепловой поток в эту область. Вследствие этого

наблюдается возрастание амплитуды T s ,h до значения

T ae,0 .

2.2. Вода/алюминий

Рассмотренный выше случай воздуха над поверхно-

стью АЭ соответствует неравенству ηs ≫ ηg , откуда

ωs ≈ 0 (11). Возьмем теперь вместо воздуха жидкую

среду, в роли которой будет выступать вода, для которой

ηg = 1.6 kJ/(m2 · K · s1/2). Видно, что ηg для жидкости

примерно в 103 больше того же параметра для воздуха.
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Рис. 2. Зависимость амплитуд потоков qn,h (12) от безразмер-

ной частоты ω: a — воздух, b — алюминий.

Теперь частота (11), на которой исчезает возбуждение

тепловой волны в твердой среде, уже не так мала и

равна f s = 2.1 · 102 Hz. В безразмерных единицах —

ωs = 4.5 · 10−4 .

На рис. 3 представлены зависимости амплитуд T n,h и

T ae,0 от частоты ω.

От частот, близких к ω1 = 0.03, где

T g,h|ω=ω1
= T s ,h|ω=ω1

, до частот, превышающих

ωg = 0.1, амплитуды качественно повторяют

зависимости, рассмотренные выше (ср. рис. 3, a и

рис. 1).
Начиная с ω1, уменьшение частоты приводит к выходу

амплитуды тепловой волны в жидкости T g,h к макси-

мально возможному значению, равному T ae,0 (рис. 3, b).
При этом амплитуда волны для твердого тела T s ,h

сначала монотонно возрастает, не превышая T g,h, а

затем относительно быстро спадает до нуля на частоте

ωs .

Такое поведение амплитуд в низкочастотной области

также можно объяснить разным термическим сопротив-

лением смежных сред: κs ≈ 103 · κg , δT,s ∼ 26 · δT,g , и,

следовательно, RT,g ≫ RT,s .

2.3. Воздух/стеклотекстолит

Интересно рассмотреть случай, когда в качестве несу-

щей пластины выступает стеклотекстолит, являющийся

диэлектриком и теплоизолятором.

Параметр стеклотекстолита (КАСТ-В) [10]
ηs = 1.7 kJ/(m2 ·K · s1/2), что примерно в четырнадцать

b
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Рис. 3. Зависимость амплитуд T n,h (10) от безразмерной

частоты ω. АЭ — красная сплошная кривая, вода — синий

штрих, алюминий — серый штрихпунктир; a — интервал

частот 0 < ω < 2ωg . b — интервал частот 0 < ω < ω1.

раз меньше того же параметра для алюминия. Однако

это, в соответствии с формулой (11), приведет к

существенному снижению значения частоты, на которой

возбуждение тепловой волны в воздухе исчезнет —

f g = 240Hz.

Качественно частотные зависимости амплитуд тепло-

вых волн будут повторять приведенные выше графики.

Однако теперь возбуждение тепловых волн в твердом

теле достигнет амплитуды теплового поля АЭ гораздо

раньше, чем в рассмотренных выше случаях.

Заключение

В работе нами построена теоретическая модель, опи-

сывающая физические процессы в слоистых системах

типа пленочного термофона. Основные полученные ре-

зультаты можно записать в виде следующих утвержде-

ний:

1) амплитуды тепловой и акустической волн, возбуж-

даемых в любой из двух смежных сред переменным

электрическим током, текущим по тонкой проводящей

пленке, разделяющей их, зависят от физических пара-

метров обеих сред;
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2) для рассмотренной нами слоистой системы суще-

ствуют частоты возбуждения, на которых термическое

сопротивление одного из слоев становится таким, что

исчезает тепловой поток в этот слой;

3) переменный электрический ток, текущий в прово-

дящей тонкой пленке АЭ, разделяющей две среды —

газ/жидкость и твердое тело, позволяет возбуждать в

последнем колебания на частотах от единиц герц до

мегагерц и выше (см. комментарий ниже).

Первый результат явно следуют из аналитических

выражений для тепловых (5), (10) и акустических (15),
(16) волн, а также из выражения для теплового пото-

ка (6), (12), которые были получены на основе законов

сохранения энергии и потока энергии.

Второй результат может быть объяснен различием

термических сопротивлений сред.

Третий вывод не так очевиден. В самом деле, для

рассмотренных нами случаев граничная частота (18)
безынерционной работы слоистой системы оценивалась,

примерно, половиной одного мегагерца. Значение этой

частоты зависит как от теплофизических свойств ма-

териала проводящей тонкой пленки АЭ, так и от ее

толщины. Следовательно, подбирая определенные пара-

метры пленки, можно добиться требуемого диапазона

частотных возбуждений тепловых волн в твердом теле.

С другой стороны, увеличение частоты переменного

тока приводит к сильному скин-эффекту, при котором

развитая нами теория перестает работать. Но и здесь

выходом из ситуации является уменьшение толщины

проводящей пленки АЭ.

Таким образом, в рамках развитой теории максималь-

ная частота возбуждения колебаний в твердом теле

ограничена лишь толщиной пленки АЭ. Важно отметить,

что эта максимальная частота обратно пропорциональна

толщине пленки в квадрате, т. е. f max ∼ 1/h2 (18) (ана-
логичная зависимость у частот ωn ∼ 1/h2 (11)).

В конце отметим, что в настоящее время интерес к

тонким проводящим пленкам очень высок, что можно

видеть по количеству публикуемых работ в этой области

(см. [11–16] и ссылки в них). Практическое применение

таких пленок широкое — это микроэлектроника, сен-

соры, датчики, прозрачные проводящие покрытия, сол-

нечные элементы, защита от электромагнитных помех и

многое другое.

Например, в работе [17] слоистая система, содержа-

щая такую пленку, выступала в роли механизма активно-

го подавления звука в источнике акустического сигнала.

В работе [18] система по типу пленочного термофона

использовалась для исследования физических свойств

газов. В статьях [19,20] развивался так называемый

зондовый метод периодического нагрева (нагрева тонкой
плоской пленки), при помощи которого исследовались

теплофизические свойства диэлектрических материалов

различного целевого назначения.

Методику подобного рода исследований мы предпола-

гаем развивать в следующих наших работах.
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