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Введение

Редкоземельные (РЗ) кристаллы со структурой пи-

рохлора (в частности, цирконаты R2Zr2O7, где R —

РЗ-ион) являются одними из наиболее активно иссле-

дуемых фрустрированных магнетиков на протяжении

последних тридцати лет. Сохраняющийся активный ин-

терес к исследованиям геометрически фрустрированных

спиновых систем с конкурирующими магнитными взаи-

модействиями между парамагнитными ионами, в частно-

сти в кристаллах РЗ-диэлектриков со структурой пиро-

хлора, был стимулирован работой [1] нобелевского лау-

реата Ф. Андерсона, в которой была отмечена возмож-

ность существования в таких системах новых необычных

квантовых фаз. Тем не менее построение микроскопи-

ческих моделей, описывающих свойства этого класса

соединений в парамагнитной фазе, не завершено до

настоящего времени.

Несмотря на то, что к настоящему времени выполне-

ны экспериментальные исследования Pr2Zr2O7 с привле-

чением практически всего арсенала методов измерений

физических характеристик конденсированных сред, не

существует теоретической модели, позволяющей вос-

произвести экспериментальные данные по намагничен-

ности этого кристалла при температурах ниже 10K.

Этот факт отмечался ранее в работе [2]. В настоящее

время основное состояние Pr2Zr2O7 при низких темпе-

ратурах получило название спин-орбитальной квантовой

спиновой жидкости [3]. В формировании этого коллек-

тивного квантового состояния системы локализованных

4 f -электронов и кристаллической решетки доминирую-

щую роль играют спин-орбитальное взаимодействие,

электрон-фононное и электрон-деформационное взаимо-

действия, обменное и мультипольные (квадрупольные)
взаимодействия между ионами Pr3+.

Специфические магнитные свойства различных

РЗ-пирохлоров определяются энергетическим спектром

РЗ-ионов в электрическом кристаллическом поле, струк-

турой волновых функций нижних подуровней основного

мультиплета и параметрами межионных взаимодей-

ствий. Как правило, при моделировании магнитных

свойств РЗ-пирохлоров учитываются диполь-дипольное

и анизотропное обменное взаимодействия между РЗ-

ионами. Анизотропное обменное взаимодействие (сверх-
обменное или косвенное) индуцируется виртуальными

процессами переброса электронов между спин-орбита-

лями ионов с незаполненными электронными оболоч-

ками через промежуточные состояния лигандов. Анало-

гичные процессы индуцируют и взаимодействия между

электрическими мультипольными моментами 4 f -элек-

тронов, локализованных на соседних РЗ-ионах. Заметим,

что энергией электростатических взаимодействий между

электрическими мультиполями РЗ-ионов можно практи-

чески всегда пренебречь, однако энергия косвенных вза-

имодействий может достигать величины порядка 1 К [4].
Различие между результатами моделирования намаг-

ниченности Pr2Zr2O7 и экспериментальными данными

может быть обусловлено пренебрежением в расчетах

мультипольными взаимодействиями между ионами Pr3+

(в частности, между квадрупольными моментами).

Кристаллическая структура

Кристаллическая решетка цирконата празеодима от-

носится к пространственной группе симметрии Fd3̄m

(O7
h, №227) — кубическая гранецентрированная ре-

шетка Браве с векторами трансляций a1 = (0, 1, 1),
a2 = (1, 0, 1), a3 = (1, 1, 0) в единицах a/2, где a —

постоянная решетки, a = 10.7099�A [5].
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Ионы Pr3+ находятся в позиции Вайкоффа 16d

(1/8, 1/8, 1/8), ионы Zr4+ — в позиции 16c (5/8, 5/8, 5/8),
ионы O2− — в позициях 8b (0, 0, 0) и 48 f (x − 5/8,

1/2, 1/2), где x = 0.3354 [5]. Локальная точечная группа

симметрии ионов Pr3+ тригональная D3d . Ионы Pr3+

образуют сетку соединенных вершинами тетраэдров.

Таким образом, каждый ион Pr3+ имеет шесть бли-

жайших ионов Pr3+. Радиус-векторы четырех магнитно

неэквивалентных ионов Pr3+ в элементарной ячейке

в кристаллографической декартовой системе координат

с началом отсчета на ионе кислорода в позиции 8b

равны r1 = (1, 1, 1), r2 = (−1,−1, 1), r3 = (−1, 1,−1),
r4 = (1,−1,−1) (в единицах a/8). Расстояние меж-

ду ближайшими ионами Pr3+ равно a/2
√
2 = 3.7865�A.

Расстояния между ионами Pr3+ и ближайшими лиган-

дами (ионами O2−) равны
√
3a
8

= 2.3188�A(два иона

в позициях 8b) и

√
((4−8x)2+2)a

8
= 2.5869�A(шесть ионов

в позициях 48 f ).
Ниже операторы, действующие на волновые функции

электронной оболочки 4 f 2 ионов Pr3+ записываются

в локальных системах координат (Xi ,Yi, Zi), i = 1− 4,

в которых оси Zi параллельны ri (направлены вдоль

соответствующих тригональных осей симметрии кри-

сталла), и оси Xi лежат в плоскостях, содержащих ri

(тригональную C3 и тетрагональную C4 оси симметрии).
Матрицы поворота из кристаллографической системы

координат в локальные приведены в работе [6].

Одночастичные взаимодействия

Магнитные свойства Pr2Zr2O7, являющегося маг-

нитным диэлектриком, определяются прежде все-

го спектром возбуждений незаполненной электрон-

ной 4 f 2-оболочки иона Pr3+ в кристаллическом поле.

Гамильтониан иона Pr3+ в кристалле Pr2Zr2O7 имеет вид

H0 = HFI + HCF. (1)

Здесь HFI — стандартный гамильтониан свободного

иона Pr3+ [7], действующий в полном пространстве

волновых функций основной электронной конфигура-

ции 4 f 2 с размерностью 91:

HFI = ζ 6k lksk + αL2 + βĜ(G2) + γĜ(R7)

+ 6q(F
q f̂ q + Pq p̂q + Mqm̂q), (2)

где lk и sk — орбитальный и спиновый моменты

k-го электрона, L = 6k lk , явный вид остальных опе-

раторов приведен в литературе (см. ссылки в [7]).
Расчеты были выполнены со следующими значениями

параметров гамильтониана HFI: F2 = 68979, F4 = 50619,

F6 = 33276, ζ = 750, α = 23, β = −637, γ = 1370,

P2 = 220, P4 = 165, P6 = 110, M0 = 2, M2 = 1.12,

M4 = 0.76 (cm−1).
Гамильтониан HCF взаимодействия иона Pr3+ с кри-

сталлическим полем симметрии D3d , записанный в

локальной системе координат, определяется шестью

независимыми и отличными от нуля действительными

параметрами кристаллического поля Bk
p:

HCF = B0
2O

0
2 + B0

4O0
4 + B3

4O
3
4 + B0

6O0
6 + B3

6O
3
6 + B6

6O
6
6,

(3)
где Ok

p — линейные комбинации сферических тензорных

операторов [8]. Основной мультиплет 3H4 иона Pr3+

в тригональном кристаллическом поле расщепляется

на 3 дублета Ŵ3 и 3 синглета 2Ŵ1 + Ŵ2.

Диагонализация гамильтониана H0 позволяет полу-

чить информацию об энергетическом спектре иона Pr3+

в кристалле Pr2Zr2O7 и структуре собственных вол-

новых функций. Расчеты были выполнены со следу-

ющими значениями параметров гамильтониана HCF:

B0
2 = 157, B0

4 = 428, B3
4 = −4335, B0

6 = 79.4, B3
6 = 1140,

B6
6 = 1235, которые были получены в работе [9]. Вы-

численный путем диагонализации гамильтониана H0

с заданными выше параметрами энергетический спектр

согласуется с экспериментальными данными [10]. Основ-
ное состояние иона Pr3+ — некрамерсовский дублет,

волновые функции преобразуются по неприводимому

представлению Ŵ3. Первое возбужденное состояние

(синглет Ŵ2) имеет энергию ∼ 110K. Поэтому в ли-

тературе моделирование магнитных свойств цирконата

празеодима при низких температурах, как правило, вы-

полняется на основе эффективного спин-гамильтониана,

действующего в пространстве состояний основного

электронного дублета.

При рассмотрении характеристик кристалла Pr2Zr2O7

во внешнем постоянном магнитном поле В оператор

Гамильтона иона Pr3+ в подрешетке i содержит допол-

нительное слагаемое (зеемановская энергия):

HZ(i) = −µB(i), (4)

где µ = −µB(kL + 2S) — оператор магнитного момента

иона Pr3+ (µB — магнетон Бора, k — фактор редукции

орбитального момента, S = 6ksk). Магнитное поле B(i),
действующее на ионы Pr3+ в подрешетке i , включает

внешнее приложенное поле B0 и размагничивающее

поле BD:

B(i) = B0 − BD. (5)

В настоящей работе рассматривались однородные раз-

магничивающие поля, параллельные внешнему полю,

BD =
4πND

3vB2
64

i=1(m(i) · B)B, (6)

где ND — фактор размагничивания, v = a3/4 — объем

элементарной ячейки, m(i) = 〈µ〉 (i) — средний маг-

нитный момент иона Pr3+, принадлежащего подрешетке

с номером i .

Вычисленное значение продольного g-фактора основ-

ного дублета (g‖ = 4.75) близко к экспериментально-

му значению 4.78 [11,12], которое было получено для

ионов Pr3+ в кристалле Pr2Hf2O7. Maгнитные дипольные

взаимодействия между ионами Pr3+ могут быть описаны

моделью Изинга, g⊥ = 0.
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Двухчастичные взаимодействия

Гамильтониан диполь-дипольного взаимодействия

между ионами Pr3+ с номерами i и j имеет вид

Hdd(i, j) =
mi ·m j

r3i j

− 3(mi · ri j)(mj · ri j)

r5i j

, (7)

где ri j = ri − r j — радиус-вектор, определяющий отно-

сительное положение ионов i и j , ri — радиус-вектор

иона с номером i . Диполь-дипольное взаимодействие

медленно убывает с увеличением расстояния между

ионами (как ∼ r−3
i j ), поэтому диполь-дипольное взаимо-

действие должно учитываться между всеми ионами Pr3+.

В настоящей работе использовался билинейный по

операторам магнитных моментов взаимодействующих

ионов гамильтониан обменного взаимодействия общего

вида, допускаемого симметрией кристаллической решет-

ки, содержащий четыре независимых параметра обмен-

ного взаимодействия:

Hexch(i, j) = −λ‖(mi · ri j)(m j · ri j)/(r i j )
2

− λ⊥1(mi · r+
i j)(m j · r+i j)/(r

+
i j)

2

− λ⊥2(mi · Ri j)(m j ·Ri j)/(Ri j)
2

− λDMRi j · [mi ×m j ]/Ri j , (8)

где r
+
i j = ri + r j , Ri j = ri × r j . Первые три слагае-

мых соответствуют симметричному анизотропному об-

мену, последнее антисимметричное слагаемое анало-

гично взаимодействию Дзялошинского−Мории [13–16],
вектор Ri j коллинеарен вектору Дзялошинского, мик-

роскопическая формула для которого была выведена

в работе [17].

Квадрупольные степени свободы в исследованиях

РЗ-пирохлоров впервые упоминаются в работах [18–20],
в которых оператор Гамильтона квадрупольного взаи-

модействия был записан в пространстве волновых функ-

ций основного некрамерсовского дублета РЗ-иона в

кристаллическом поле симметрии D3d (используя мат-

рицы Паули). В общем случае гамильтониан квадру-

польного взаимодействия должен быть записан через

компоненты оператора электрического квадрупольного

момента. В общем виде гамильтониан квадрупольных

взаимодействий, записанный через сферические тензор-

ные операторы второго ранга, был представлен в ра-

ботах [21,22], однако соотношения между параметрами

взаимодействия и их значения не были определены.

Влияние квадрупольных взаимодействий на результа-

ты моделирования физических свойств РЗ-пирохлоров

не исследовалось.

Компоненты оператора электрического квадрупольно-

го момента иона (пропорциональные сферическим тен-

зорным операторам второго ранга) в кристаллическом

поле симметрии D3d преобразуются по неприводимым

представлениям Ŵ1 и Ŵ3 группы D3d :

QŴ1 = CQ

[

3L2
Z − L(L + 1)

]

/
√
3,

QŴ1
3
,1 = CQ(LX LZ + LZLX), QŴ1

3
,2 = CQ(LZLY + LY LZ),

QŴ2
3
,1 = CQ(L2

X − L2
Y ), QŴ2

3
,2 = CQ(LX LY + LY LX),

(9)
здесь CQ — коэффициент пропорциональности. Исполь-

зуя инвариантность оператора Гамильтона относитель-

но преобразований группы симметрии кристалла со

структурой пирохлора, параметризованный оператор

энергии взаимодействия квадрупольных моментов двух

ионов Pr3+, расположенных в позициях i и j , может быть

записан в следующем виде:

HQQ(i, j) = aŴ1Ŵ1QŴ1(i)QŴ1( j)

+ 6ν=1,26λ=1,2aŴν
3
Ŵν
3
QŴν

3
λ(i)QŴν

3
λ( j)

+ aŴ1
3
Ŵ2
3
6λ=1,2

(

QŴ1
3
λ(i)QŴ2

3
λ( j) + QŴ2

3
λ(i)QŴ1

3
λ( j)

)

+ 6ν=1,2aŴ1Ŵ
ν
3

[

cosαi j

(

QŴ1(i)QŴν
3
1( j) + QŴν

3
1(i)QŴ1( j)

)

+ sinαi j

(

QŴ1(i)QŴν
3
2( j) + QŴν

3
2(i)QŴ1( j)

)]

+ cosαi j

[

bŴ1
3
Ŵ2
3

(

QŴ1
3
1(i)QŴ1

3
1( j) − QŴ1

3
2(i)QŴ2

3
2( j)

)

+ 6ν=1,2bŴν
3
Ŵν
3

(

QŴν
3
1(i)QŴν

3
1( j) − QŴν

3
2(i)QŴν

3
2( j)

)]

.

(10)
Здесь aŴŴ

′ и bŴŴ
′ — феноменологические парамет-

ры модели, αi j = α ji , α12 = α34 = −1, α13 = α24 = π/3,

α14 = α23 = −π/3. Структура полученного оператора со-

гласуется с недавней работой [23].
Параметры анизотропного обменного взаимодей-

ствия и параметры квадрупольного взаимодействия

пропорциональны четвертой степени интегралов пере-

броса электронов между спин-орбиталями ионов Pr3+

с незаполненными электронными оболочками через про-

межуточные состояния лигандов [24]. Величина этих

взаимодействий быстро убывает с увеличением рас-

стояния между ионами, поэтому достаточно учитывать

взаимодействие только между ближайшими ионами Pr3+

в вершинах элементарного тетраэдра с мостиковым

ионом кислорода в позиции 8b в центре.

Таким образом, оператор энергии кристалла может

быть записан в виде

H = 6i

(

H0(i) + HZ(i)
)

+ 6i j Hdd(i j)

+ 6i j′
(

Hexch(i j ′) + HQQ(i j ′)
)

. (11)

В последней сумме суммирование проводится только

по ближайшим соседям. Как правило, гамильтониан

двухчастичных взаимодействий рассматривается в при-

ближении среднего поля. В этом случае оператор,

действующий на состояния одного из взаимодействую-

щих ионов, заменяется его средним значением. Таким

образом, двухчастичные взаимодействия учитываются
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Рис. 1. Экспериментальная (кружки [2]) и вычисленная

(сплошная линия) температурные зависимости обратной ста-

тической магнитной восприимчивости χ−1 в магнитном поле

B = 0.1 T.

в виде действующего на ион эффективного магнит-

ного поля, величина и направление которого зависят

от средних значений магнитных моментов остальных

ионов. Расчет наблюдаемых величин проводится ме-

тодом последовательных приближений. Такой подход

удобен, поскольку в итоге рассматривается одночастич-

ный оператор Гамильтона, однако при этом не учиты-

ваются флуктуации магнитных моментов. Кроме того,

при учете квадруполь-квадрупольных взаимодействий

приближение среднего поля неприменимо, поскольку

средние значения операторов компонент тензора элек-

трического квадрупольного момента равны нулю даже

в приложенном внешнем магнитном поле. Поэтому в

настоящей работе использовалось кластерное прибли-

жение. Взаимодействия между ионами, входящими в

кластер, учитывались точно, а взаимодействия между

ионами, входящими в кластер, с ионами вне кластера

рассматривались в приближении среднего поля.

Результаты и обсуждение

Значения параметров обменного взаимодействия

λ‖ = 0.15, λ⊥1 = 0.07, λ⊥2 = 0.04, λDM = 0 (в едини-

цах T/µB) были определены из анализа температур-

ной зависимости обратной магнитной восприимчиво-

сти [2,5,25,26] в области температур 2−300 К (рис. 1).
Восприимчивости изолированных ионов были получены

из расчетов магнитных моментов в полях B = 0.01Т

с учетом орбитального фактора редукции k = 0.97.

Полученная из расчета температурной зависимости

восприимчивости температура Кюри−Вейса −0.3К

не противоречит имеющимся в литературе данным

измерений [27].

Результаты расчетов полевых зависимостей намаг-

ниченности монокристалла Pr2Zr2O7 в рамках модели

самосогласованных тетраэдрических кластеров в полях,

приложенных вдоль кристаллографических осей, хоро-

шо воспроизводят экспериментальные данные в области

температур 10−150K (на рис. 2 показаны расчеты при

температурах 20 и 10 К).

При низких температурах и в достаточно сильных

полях (B > 2T) в согласии с данными измерений ре-

зультаты вычислений демонстрируют хорошо известную

одно-ионную анизотропию намагниченности изингов-

ских ионов в кристалле кубической симметрии, однако

вычисленные в рамках модели самосогласованных тет-

раэдрических кластеров без учета квадрупольных взаи-

модействий величины магнитных моментов существенно

превышают измеренные.

На следующем шаге моделирования низкотемператур-

ной намагниченности мы добавили в оператор Гамиль-

тона тетраэдра энергию квадрупольных взаимодействий,

предполагая, что упорядочивание квадрупольных момен-

тов отсутствует. При низких температурах (T < 10K)
основной вклад в намагниченность вносят ионы, находя-

щиеся на одном из зеемановских подуровней основного

некрамерсовского дублета. Поскольку полносимметрич-

ная компонента оператора квадрупольного момента QŴ1

не смешивает волновые функции подуровней основ-

ного дублета, в операторе квадрупольных взаимодей-

ствий (10) были учтены только слагаемые, содержа-

щие произведения компонент квадрупольного момента

QŴ1
3
,λ , QŴ2

3
,λ .

Вследствие уменьшения числа динамических пере-

менных эффективный оператор квадрупольных взаимо-

действий содержит только шесть варьируемых пара-

метров. Из сравнения результатов вычислений намаг-

ниченности при температурах 4 и 1.9K с данными

измерений мы получили величины параметров связи

квадрупольных моментов aŴ1
3
Ŵ1
3
= 0.056, aŴ2

3
Ŵ2
3
= 0.023,

aŴ1
3
Ŵ2
3
= 0.060, bŴ1

3
Ŵ2
3
= 0.011, bŴ1

3
Ŵ1
3
= 0, bŴ2

3
Ŵ2
3
= 0.029

(в единицах K/C2
Q). Вычисленные при использовании

этих значений параметров полевые зависимости на-

магниченности монокристалла Pr2Zr2O7 в магнитных

полях, параллельных кристаллографическим осям, при

температурах 4.2 и 1.9 К представлены на рис. 2.

На рис. 2 также сравниваются результаты расчетов на-

магниченности монокристалла Pr2Zr2O7 при T = 1.9K,

выполненные с учетом и без учета квадрупольных взаи-

модействий РЗ-ионов. Хорошо видно, что взаимодей-

ствие квадрупольных моментов ионов Pr3+ уменьшает

магнитные моменты ионов.

Тем не менее вычисленная намагниченность при

T = 1.9K в поле, направленном вдоль тетрагональной

оси симметрии [001], все еще превышает данные из-

мерений (рис. 2). Дополнительное уменьшение магнит-

ных моментов при низких температурах может быть

следствием структурной неупорядоченности образцов,

использованных в измерениях. О существенной зави-

симости намагниченности образцов от условий синтеза

свидетельствует заметное различие данных измерений,
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Рис. 2. Экспериментальные (символы [25]) и вычисленные (сплошные линии) полевые зависимости намагниченности Pr2Zr2O7

в магнитных полях, направленных вдоль кристаллографических осей, при температурах T = 20, 10, 4.2 и 1.9 К (обозначения
одинаковые на всех рисунках). Штриховые линии — результаты расчета без учета квадрупольных взаимодействий ионов Pr3+ .

выполненных в разных лабораториях в Японии и Фран-

ции при одинаковых полях и температурах [25,28].

Заключение

В настоящей работе показано, что квадрупольные

взаимодействия конкурируют с магнитными взаимо-

действиями. При учете квадрупольных взаимодействий

параметры анизотропного обменного взаимодействия

перенормируются. Таким образом, эффективный момент

РЗ-иона при низких температурах уменьшается. Учет

квадрупольных взаимодействий позволил значительно

улучшить согласие результатов моделирования и экс-

периментальных данных по намагниченности Pr2Zr2O7

в области температур ниже 10К.
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