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Квадратичный эффект Зеемана рассчитан для основного состояния 2P1/2 лёгких бороподобных ионов в

диапазоне значений заряда ядра Z = 10−24. Расчёты выполнены в картине Фарри с применением трёх

моделей для потенциала нулевого приближения: для чисто кулоновского поля ядра и с экранирующими

потенциалами Хартри и Кона−Шэма. Рассмотрены вклады первого порядка теории возмущений: поправка

на однофотонный обмен и радиационные поправки, связанные с диаграммами собственной энергии и

поляризации вакуума. Доминирующие вклады диаграмм собственной энергии вычислены в рамках строгого

квантово-электродинамического подхода. Поправки на поляризацию вакуума получены в приближении

электрической петли в ведущем порядке, соответствующем потенциалу Юлинга. В результате получены

теоретические предсказания для вклада квадратичного эффекта Зеемана в энергию связи валентного

электрона в состоянии 2P1/2, которые могут быть использованы для анализа высокоточных экспериментов

по измерению g-фактора и тонкой структуры в бороподобных многозарядных ионах.
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1. Введение

Исследования эффекта Зеемана значительно продви-

нулись за последние два десятилетия. Современные вы-

сокоточные измерения g-фактора охватывают водородо-,

литие- и бороподобные ионы вплоть до самых тяжёлых

элементов, таких как олово [1–3], достигая точности

на уровне менее одной миллиардной [4–12], при этом

рекордные значения статистической погрешности имеют

порядок 4 · 10−11[7].
Знаковым достижением в данной области является

самое точное определение массы электрона, полученное

в результате совместных теоретических и эксперимен-

тальных исследований g-фактора лёгких водородоподоб-

ных ионов [13,14]. Исследования водородо- и литие-

подобных систем позволили также выполнить строгую

проверку релятивистских методов квантовой электроди-

намики (КЭД) для связанных состояний в присутствии

магнитного поля [8,15–18]. В перспективе ожидается,

что измерения g-фактора многозарядных ионов сдела-

ют возможным независимое определение постоянной

тонкой структуры α [19–21], определение параметров

ядер [22–25] и поиски новой физики [25–28].

Квадратичный эффект Зеемана является предметом

активных научных исследований почти столетие, на-

чиная с первых наблюдений Дженкинса и Сегрэ [29]
и последовавшего за этим теоретического описания

Шиффом и Снайдером [30]. Интерес к нему отчасти

связан с наблюдением таких астрофизических объектов

как магнетары, где магнитные поля достигают значений

1011 Tл, что делает нелинейный зеемановский вклад

доминирующим [31–33]. Параллельно этот эффект изу-

чается в твёрдых телах, бозе-эйнштейновских конденса-

тах [34,35], а также в атомах, молекулах и экзотических

системах, таких как позитроний [36–39].
В то же время исследования квадратичного эффекта

Зеемана в многозарядных ионах носят пока фрагментар-

ный характер и находятся по сути на начальной стадии.

В лабораторных полях для состояния 1s нелинейные эф-

фекты пренебрежимо малы. Однако для возбуждённых

состояний они могут быть значительно усилены за счет

перемешивания уровней тонкой структуры. В частности,

это происходит для P уровней в литиеподобных [40]
и бороподобных [41] ионах. Высокоточные измерения

g-фактора основного состояния 2P1/2 в бороподобных

ионах были проведены коллективом ALPHATRAP для
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аргона 40Ar13+ и олова 118Sn45+ [2,9]. Для возбужден-

ного состояния 2P3/2
40Ar13+ g-фактор впервые был

измерен в работе [42] и впоследствии существенно

уточнён с использованием методов квантовой логики

[43]. Во всех этих экспериментах квадратичный по полю

вклад оказывал заметное влияние на частоты перехо-

дов и требовал аккуратного учета для интерпретации

полученных результатов. Ещё более точное значение

g-фактора 2P3/2 состояния в 40Ar13+ было получено

в недавнем эксперименте, направленном на разработку

прецизионных атомных часов на основе 40Ar13+ [44].

Хотя в данном эксперименте магнитное поле было

слишком слабым для наблюдения нелинейных эффектов,

повышение точности определения g-фактора потребует

усиления поля до величины порядка одного тесла, что

приведет к возникновению заметных квадратичных и

кубических вкладов. Также вклад второго порядка по

магнитному полю был недавно измерен для перехода
3P0 →

3P1 в углеродоподобном кальции [12].

В ходе теоретических исследований g-фактора основ-

ного состояния бороподобного аргона 40Ar13+ было ис-

пользовано несколько высокоточных методов для учёта

межэлектронного взаимодействия, включая CI-DFS [45–

47], GRASP2K [48], MCDFME [49], теорию возмуще-

ний [46,50] и метод связанных кластеров [51]. Кроме

того, в рамках строгого КЭД-подхода были рассмотрены

поправки первого порядка на собственную энергию и

поляризацию вакуума [47,50,52], а также выполнены

расчёты эффекта отдачи ядра [53–56]. Всесторонний

обзор современных теоретических подходов к g-фактору

литие- и бороподобных многозарядных ионов представ-

лен в работе [57].

Исследования квадратичного эффекта Зеемана в мно-

гозарядных ионах в рамках релятивистской теории уже

проводились нашей группой [40,50,58], включая поправ-

ки на однофотонный обмен [59] и однопетлевые КЭД-

поправки [60]. В рамках тех же подходов рассматривался

и кубический эффект Зеемана [40,59,61], а также ядерное

магнитное экранирование [62,63]. Теоретические оценки

сдвигов уровней энергии, связанных с нелинейными

эффектами, оказались необходимы для интерпретации

результатов измерений g-фактора бороподобного аргона
40Ar13+ [9,42].

В настоящей работе представлены расчёты квадра-

тичного эффекта Зеемана для состояния 2P1/2 лёг-

ких бороподобных ионов в диапазоне зарядов ядра

Z = 10−24. Мы вычисляем соответствующий вклад в

энергию связи валентного 2p1/2 электрона с учётом

поправок на однофотонный обмен и однопетлевых КЭД-

поправок. Использована релятивистская система единиц,

в которой ~ = c = me = 1, и единицы заряда Хевисайда,

где постоянная тонкой структуры α = e2/(4π), где заряд

электрона e < 0.

2. Теория

Мы рассматриваем бороподобный ион в основном

состоянии (1s)2(2s)22p 2P1/2 . Ядро предполагается бес-

спиновым. Система помещена в слабое однородное маг-

нитное поле B, ориентированное вдоль оси z .

Энергию многоэлектронного состояния |A〉 атома в

магнитном поле можно разложить в ряд

E = E(0) + E(1) + E(2) + · · · , (1)

где E(0) — энергия состояния |A〉 в отсутствие поля,

E(1) — вклад первого порядка по магнитному полю,

E(2) — вклад второго порядка и т. д. Вклад первого

порядка пропорционален проекции MJ полного углового

момента J состояния |A〉 на ось z , его удобно выразить

через безразмерный g-фактор:

E(1) = µBBMJg, (2)

где µB = |e|/2 — магнетон Бора. В свою очередь, вклад

второго порядка в уравнении (1) может быть записан

как

E(2) = (µB B)2g(2)(MJ). (3)

Зависимость g(2) от MJ не является линейной, а пред-

ставляет собой чётную функцию от MJ , что имеет

важные физические следствия. Для состояний с пол-

ным угловым моментом J = 1/2 квадратичный эффект

одинаков для обоих подуровней MJ и не вносит вклад

в зеемановское расщепление. Однако для состояний с

J > 1/2 квадратичный сдвиг различен для подуровней с

разными значениями |MJ | и нарушает эквидистантность

расщепления. В исследуемом в данной работе состоянии
2P1/2 квантовые числа J и MJ полностью определяются

соответствующими величинами ja и Ma для валентного

электрона 2p1/2.

Отметим также, что мы рассматриваем вклад квад-

ратичного эффекта Зеемана в энергию связи валент-

ного электрона, которая может быть получена как

разность энергий связи состояний (1s)2(2s)22p 2P1/2 и

(1s)2(2s)2 1S0. В рамках применения теории возмущений

это означает, что мы опускаем все поправки, которые не

включают состояние валентного электрона, а относятся

только к состояниям замкнутых оболочек.

Взаимодействие с магнитным полем B традиционно

вводится посредством минимальной подстановки для

канонического импульса: p → p− eAcl, где классический

векторный потенциал Acl связан с магнитной индукцией

выражением B = [∇ × Acl]. Для однородного магнитного
поля B = Bez мы используем симметричную калибровку

в которой Acl = 1
2
[B× r]. Простейшую оценку для квад-

ратичного коэффициента Зеемана g(2) можно получить

из уравнения Брейта-Паули для валентного электрона во

внешнем поле Acl, что соответствует одноэлектронному

приближению:

HBP =
(p− eAcl)

2

2
+ Vnuc(r) − µ · B + Hrel . (4)
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Здесь Vnuc(r) — потенциал ядра, r = |r|, µ = −2µB s —

магнитный момент электрона, пропорциональный спи-

ну s (здесь мы пренебрегаем аномальным магнитным

моментом электрона), а Hrel — оператор, включаю-

щий все релятивистские поправки, среди которых для

дальнейшего рассмотрения наибольшее значение имеет

оператор спин-орбитального взаимодействия HSO ∼ l · s,
определяющий в ведущем порядке (αZ)4 расщепление

тонкой структуры 2p1/2–2p3/2. Используя симметричную

калибровку получаем

HBP =
p2

2
+ Vnuc(r) + µBB V1 + (µBB)2V2 + Hrel . (5)

Операторы для первого и второго порядков по магнит-

ному полю даются выражениями:

V1 = lz + 2s z = j z + s z , (6)

V2 =
1

2

(

r2 − z 2
)

. (7)

Здесь lz , s z = σz /2 и j z = lz + s z — проекции орбиталь-

ного, спинового и полного угловых моментов.

Обсуждаемая оценка величины g(2) включает два

вклада:

g
(2)
lo = g

(2)
lo−1 + g

(2)
lo−2 , (8)

которые происходят, соответственно, от поправки вто-

рого порядка теории возмущений для оператора V1 и

от поправки первого порядка теории возмущений для

оператора V2:

g
(2)
lo−1 =

∑′

n

〈ā|V1|n̄〉〈n̄|V1|ā〉

ε̄a − ε̄n

, (9)

g
(2)
lo−2 = 〈ā |V2|ā〉 . (10)

В этих выражениях |ā〉 = |2p1/2〉, |n̄〉 обозначают двух-

компонентные собственные функции оператора (4) в

отсутствие магнитного поля, а ε̄a , ε̄n — соответствую-

щие собственные значения. Суммирование в (9) идёт по

полному спектру, штрих у знака суммы здесь и далее

означает, что члены со знаменателями, обращающимися

в нуль, должны быть опущены.

Рассмотрим вклад ведущего порядка по αZ в (8).
Заметим, что сумма в (9) определяется главным образом

слагаемым с промежуточным состоянием |b̄〉 ≡ |2p3/2〉,
которое вместе с исследуемым состоянием 2p1/2 об-

разует тонкую структуру в спектре водородоподобно-

го иона. Действительно, соответствующий знаменатель

ε̄a − ε̄b ≡ −1EFS имеет порядок (αZ)4, в то время как

для всех прочих состояний справедлива оценка (αZ)2 .
Более того, матричный элемент 〈ā |V1|n̄〉 в числителе

имеет порядок (αZ)0 для |n̄〉 = |b̄〉 и (αZ)2 для |n̄〉 6= |b̄〉.

Можно также показать, что вклад g
(2)
lo−2 имеет порядок

(αZ)2, поэтому его можно опустить. Сохраняя домини-

рующий член в уравнении (9), получаем

g
(2)
FS =

〈ā |V1|b̄〉〈b̄|V1|ā〉

ε̄a − ε̄b

≈ −
(3/2)2 − M2

a

91EFS

, (11)

где мы изменили обозначение с g
(2)
lo на g

(2)
FS , чтобы под-

черкнуть сделанное приближение, а также использовали

то, что в ведущем порядке по αZ радиальные функ-

ции состояний |2p1/2〉 и |2p3/2〉 совпадают. Подставляя

Ma ≡ MJ = ±1/2, получаем

g
(2)
FS ≈ −

2

91EFS

. (12)

В случае Vnuc(r) = −αZ/r можно использовать формулу

Зоммерфельда для оценки 1EFS в ведущем порядке

(αZ)4, что окончательно приводит к выражению

g
(2)
FS ≈ −

64

9(αZ)4
. (13)

Хорошо известно, что в многозарядных ионах интервал

тонкой структуры 1EFS сильно зависит от корреляци-

онных эффектов. При их рассмотрении по теории воз-

мущений широко применяется подход, заключающийся

в добавлении к невозмущенному гамильтониану неко-

торого локального экранирующего потенциала Vscr(r).
Этот же потенциал затем вычитается из оператора вза-

имодействия, что приводит к перестройке рядов теории

возмущений, ускоряя их сходимость. Описанный метод

позволяет уже в нулевом приближении частично учесть

эффекты межэлектронного взаимодействия. В связи с

этим, формула (12) имеет более широкое применение,

поскольку в неё можно подставлять оценки для 1EFS,

полученные в ведущем порядке для различных потенци-

алов Vscr(r).
Строгая КЭД-теория квадратичного эффекта Зеемана

может быть сформулирована в рамках метода двухвре-

менной функции Грина [64]. В данном подходе эффекты

межэлектронного взаимодействия и КЭД-эффекты учи-

тываются по теории возмущений, поэтому в нулевом

приближении одноэлектронные состояния полностью

определяются гамильтонианом Дирака:

HD = α · p + β + Vnuc(r) + Vscr(r) . (14)

Здесь α, β — матрицы Дирака. В качестве экранирую-

щего потенциала Vscr(r) в данной работе мы используем

потенциалы Хартри (CH) и Кона-Шэма (KS) [65]. Эти
потенциалы могут быть выражены через зарядовую

плотность электронов замкнутых оболочек

ρcore(r) = 2
[

G2
1s(r) + F2

1s(r)
]

+ 2
[

G2
2s(r) + F2

2s(r)
]

(15)

и всех электронов иона

ρtot(r) = ρcore(r) +
[

G2
2p1/2

(r) + F2
2p1/2

(r)
]

. (16)

В (15) и (16) функции Gn и Fn — это большие и

малые компоненты решений уравнения Дирака, которые

нормированы согласно
∫

(G2
n + F2

n ) dr = 1 и определены

самосогласованно для потенциалов

VCH
scr (r) = α

∞
∫

0

dr ′
ρcore(r

′)

max{r, r ′}
(17)
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и

VKS
scr (r) = α

∞
∫

0

dr ′
ρtot(r

′)

max{r, r ′}
−

2α

3r

[

81

32π2
rρtot(r)

]1/3

,

(18)
соответственно.

Замена p → p− eAcl в (14) позволяет получить выра-

жение для оператора взаимодействия с внешним одно-

родным магнитным полем

Vm = µBB [r× α]z ≡ (µBB)Um . (19)

Например, для вклада ведущего порядка метод [64] даёт:

g
(2)
lo =

∑′

n

〈a |Um|n〉〈n|Um|a〉

εa − εn

, (20)

где |a〉 = |2p1/2〉, |n〉 обозначают четырехкомпонентные

собственные функции оператора (14), εa , εn — соответ-

ствующие собственные значения, и суммирование рас-

пространяется в том числе и на отрицательный спектр.

Рассуждая аналогично тому, как это было сделано в

(9), можно показать, что доминирующий вклад в (20)
происходит от промежуточного состояния |b〉 ≡ |2p3/2〉,
отделенного от |a〉 тонкой структурой:

g
(2)
FS =

〈a |Um|b〉〈b|Um|a〉

εa − εb

. (21)

Выражение (21) в ведущем порядке по αZ также приво-

дит к формулам (12) и (13).
В рамках КЭД теории возмущений выражение для g(2)

может быть представлено в виде:

g(2) = g
(2)
lo + 1g

(2)
int + 1g

(2)
QED , (22)

где g
(2)
lo — вклад главного порядка (20), 1g

(2)
int — по-

правка на межэлектронное взаимодействие, а 1g
(2)
QED —

КЭД-поправка. В выполненном в данной работе расчёте

только вклад 1g
(2)
int выходит за рамки одноэлектронного

приближения. Отметим, что для исследуемого состояния
2P1/2 невозмущенная волновая функция описывается

одним детерминантом Слейтера, построенным из соб-

ственных функций оператора (14).
Как уже было отмечено выше, межэлектронное вза-

имодействие существенно влияет на квадратичный эф-

фект Зеемана, механизм этого влияния двоякий: во-

первых, оно сильно изменяет расщепление тонкой струк-

туры, которое входит в знаменатели в выражениях

вида (12) и (21), во-вторых, оно оказывает влияние

на значения матричных элементов. Поэтому точный

учёт корреляционных эффектов крайне важен. Именно

по этой причине мы проводим расчёты не только для

кулоновского потенциала ядра, но и с добавлением экра-

нирующих потенциалов CH и KS. Для более аккуратного

учёта корреляционных вкладов мы рассматриваем также

поправку на однофотонный обмен, которая соответству-

ет диаграммам на рис. 1. Контрчленные диаграммы E и

F на рис. 1 связаны с модификацией нулевого прибли-

жения и их необходимо учитывать только в расчётах с

экранирующими потенциалами. Формальные выражения

для поправки на однофотонный обмен, полученные в

рамках строгого КЭД-подхода, идентичны (с точностью

до симметрийных коэффициентов) представленным в

работе [66], но с заменой потенциала сверхтонкого вза-

имодействия на потенциал взаимодействия с магнитным

полем.

КЭД-поправка 1g
(2)
QED включает вклады собственной

энергии (SE) и поляризации вакуума (VP):

1g
(2)
QED = 1g

(2)
SE + 1g

(2)
VP , (23)

диаграммы для которых приведены на рис. 2 и 3

соответственно. Данные вклады недавно были подробно

рассмотрены в нашей статье [60], где можно найти

все необходимые формулы и детали расчётов. Отметим

только, что вклад диаграмм собственной энергии учтён

в рамках строгого КЭД-подхода, в то время как вклад

диаграмм вакуумной поляризации рассмотрен в прибли-

жении электрической петли, для которой в свою очередь

использован потенциал Юлинга. Аргументация в пользу

возможности применения данных приближений также

приведена в [60].

В работе [60] было показано, что КЭД-поправка к

квадратичному эффекту Зеемана для состояния 2p1/2

может быть приближённо описана при помощи пары

эффективных операторов [67–69]:

Hrad
1 =

g free − 2

2
(µBB) β6z ≡ (µBB)U rad

1 , (24)

Hrad
2 =

g free − 2

2

αZ

2
(−i) β

α · r

r3
, (25)

где g free − 2 ≈ α/π и 6z = diag (1,−1, 1,−1). Отметим,

что несмотря на широкое применение этих операторов

для приближённого учёта КЭД-вкладов в расчётах g-

фактора, корректность их использования для оценки

аналогичных поправок во втором порядке по магнит-

ному полю заранее не очевидна. Например, в случае

s -состояний их применение приводит к неправильным

результатам [60].

Строя теорию возмущений по операторам Vm, Hrad
1

и Hrad
2 методом [64], получаем, что КЭД поправка к

коэффициенту g(2) для состояния 2p1/2 может быть

приближённо записана в виде суммы двух слагаемых

1g
(2)
rad = 1g

(2)
rad−1 + 1g

(2)
rad−2 , (26)

где

1g
(2)
rad−1 = 2

∑′

n

〈a |Um|n〉〈n|U
rad
1 |a〉

εa − εn

, (27)
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Рис. 1. Поправки на однофотонный обмен к квадратичному эффекту Зеемана. Двойная линия обозначает пропагатор электрона

в поле Vnuc (или Vnuc + Vscr), волнистая линия — пропагатор фотона, штриховая линия, заканчивающаяся треугольником —

взаимодействие с магнитным полем (19), крест в кружке — контрчлен δV = −Vscr .

Рис. 2. Поправки на собственную энергию к квадратичному эффекту Зеемана. Обозначения, как на рис. 1. Диаграммы с массовым

контрчленом опущены.

Рис. 3. Поправки на поляризацию вакуума к квадратичному эффекту Зеемана. Обозначения, как на рис. 1.

1g
(2)
rad−2 =

∑′

n1,n2

[

2
〈a |Um|n1〉〈n1|Um|n2〉〈n2|H

rad
2 |a〉

(εa − εn1)(εa − εn2)

+
〈a |Um|n1〉〈n1|H

rad
2 |n2〉〈n2|Um|a〉

(εa − εn1)(εa − εn2)

]

−
∑′

n

[

2
〈a |Um|n〉〈n|H

rad
2 |a〉

(εa − εn)2
〈a |Um|a〉

+
〈a |Um|n〉〈n|Um|a〉

(εa − εn)2
〈a |Hrad

2 |a〉

]

. (28)

Рассмотрим в выражении (26) ведущий вклад по αZ.

Как и в случае формул (8) и (20), доминирующий вклад

происходит от промежуточных состояний 2p3/2:

1g
(2)
FS,rad−1 = 2

〈a |Um|b〉〈b|U
rad
1 |a〉

εa − εb

, (29)

1g
(2)
FS,rad−2 =

g
(2)
FS

εa − εb

[

〈b|Hrad
2 |b〉 − 〈a |Hrad

2 |a〉
]

, (30)

где мы вновь ввели дополнительный индекс
”
FS“ и учли,

что оператор Hrad
2 сохраняет угловые квантовые числа.

Используя вириальные соотношения [70] можно пока-

зать, что для Vnuc(r) = −αZ/r справедливо соотношение

〈b|U rad
1 |a〉 ≈ (g free − 2)〈b|Um|a〉 (31)
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и поэтому

1g
(2)
FS,rad−1 ≈ 2(g free − 2)g

(2)
FS . (32)

Кроме того, из вириальных соотношений можно также

получить, что

〈b|Hrad
2 |b〉 − 〈a |Hrad

2 |a〉 ≈ (g free − 2)
(αZ)4

32
, (33)

откуда

1g
(2)
FS,rad−2 ≈ −(g free − 2)g

(2)
FS . (34)

Окончательно получаем, что

1g
(2)
FS,rad ≈ (g free − 2)g

(2)
FS . (35)

3. Результаты и обсуждение

В данном разделе представлены результаты наших

расчётов квадратичного эффекта Зеемана для основного

состояния (1s)2(2s)22p 2P1/2 бороподобных ионов, а

именно рассмотрен вклад данного эффекта в энергию

связи валентного электрона 2p1/2. Результаты приведены

в терминах коэффициента g(2), определённого в (3).
Вычисления выполнены для ионов с зарядами ядер в

диапазоне Z = 10–24. Для описания распределения заря-

да ядра использована стандартная двухпараметрическая

модель Ферми.

Результаты для квадратичного эффекта Зеемана и

поправок на межэлектронное взаимодействие собраны в

табл. 1. Здесь и далее отдельно показаны результаты, по-

лученные в расчётах с кулоновским (Coul) потенциалом
ядра и с включением экранирующих потенциалов Харт-

ри (CH) и Кона-Шэма (KS). Для вклада ведущего поряд-

ка (LO), рассчитанного согласно (20), приведены также

оценки (13) и (21), связанные с тонкой структурой (FS).
Обе оценки воспроизводят полное дираковское значение

(20) с хорошей точностью для малых зарядов ядер,

тогда как их точность постепенно снижается по мере

увеличения Z. Поправки на однофотонный обмен (1ph),
вычисленные с применением экранирующих потенци-

алов, систематически меньше, чем соответствующие

величины, рассчитанные в чисто кулоновском потенциа-

ле. Это связано с тем, что экранирующие потенциалы

частично учитывают усреднённое поле электронов в

гамильтониане нулевого порядка. Как следствие, ряды

теории возмущений перестраиваются, при этом как чле-

ны ведущего порядка, так и соответствующие поправки

на однофотонный обмен неявно содержат также вклады

более высоких порядков. О сходимости результатов

можно судить, рассматривая суммарные значения вы-

численных вкладов, которые приведены для каждого из

ионов в последней строке. Из табл. 1 видно, что расчёты

с применением различных экранирующих потенциалов

хорошо согласуются друг с другом: отдельные вкла-

ды могут сильно отличаться, но суммарные значения

близки. Значения, полученные для чисто кулоновского

Таблица 1. Вклад ведущего порядка и поправки на меж-

электронное взаимодействие в квадратичный эффект Зеемана

для энергии связи валентного электрона 2p1/2 в основном

состоянии (1s)2(2s)22p 2P1/2 бороподобных ионов с зарядами

ядер Z = 10, 18 и 24 в терминах коэффициента g(2) , определён-

ного в (3). Представлены результаты расчётов, выполненных

как в кулоновском потенциале (Coul), так и с включением

экранирующих потенциалах Хартри (CH) и Кона-Шэма (KS).
FS означает оценки квадратичного эффекта Зеемана, заданные

уравнениями (13) и (21), LO — вклад ведущего порядка (14),
1ph — поправка на однофотонный обмен. В последней строке

приведена сумма вкладов LO и 1ph

Вклад Coul CH KS

Z = 10

FS (13) −250770 — —

FS (21) −249768 −620567 −570994

LO −247899 −617108 −567585

1ph −208127 −41904 −92097

Сумма −456025 −659012 −659682

Z = 18

FS (13) −23888.3 — —

FS (21) −23578.3 −37561.3 −36040.7

LO −23007.3 −36782.8 −35268.1

1ph −10818.7 −1470.4 −2982.8

Сумма −33826.0 −38253.2 −38250.9

Z = 24

FS (13) −7558.42 — —

FS (21) −7383.60 −10399.53 −10091.16

LO −7066.15 −10000.91 −9694.79

1ph −2515.02 −298.66 −604.24

Сумма −9581.18 −10299.57 −10299.03

потенциала существенно отличаются, особенно для ма-

лых Z: учёта поправок только первого порядка по 1/Z

явно недостаточно для корректного описания эффектов

межэлектронного взаимодействия в этом случае.

КЭД-поправки представлены в табл. 2. Вклад соб-

ственной энергии (SE) вычислен с использованием мето-

да, изложенного в нашей недавней работе [60]. Указанная
в таблице погрешность носит чисто численный характер

и связана с анализом сходимости результатов по размеру

используемого базиса. Вклад вакуумной поляризации

(VP) рассчитан в приближениях электрической петли

и потенциала Юлинга. Мы не приводим погрешность

для данной поправки, поскольку это может быть сделано

надёжно лишь после того, как будет выполнен полный

расчёт. Однако мы ожидаем, что использованное в

данной работе приближение даёт доминирующий вклад.

Отметим также, что вклад VP значительно меньше, чем

вклад SE. Из табл. 2 видно, что результаты, полученные

для различных экранирующих потенциалов, хорошо со-

гласуются друг с другом. Отличие от чисто кулоновского

результата вновь связано с частичным учетом эффектов

межэлектронного взаимодействия.
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Таблица 2. КЭД-поправки к квадратичному эффекту Зеемана

для энергии связи валентного электрона 2p1/2 в основном

состоянии (1s)2(2s)22p 2P1/2 бороподобных ионов с зарядами

ядер Z = 10, 18 и 24 в терминах коэффициента g(2) , определён-

ного в (3). Представлены результаты расчётов, выполненных

как в кулоновском потенциале (Coul), так и с включением

экранирующих потенциалов Хартри (CH) и Кона-Шэма (KS).
Суммарная КЭД-поправка представлена также в терминах

функции F(αZ), определённой в (36)

Вклад Coul CH KS

Z = 10

SE −590.8(10) −1459.5(12) −1343.5(12)
VP 0.6 1.4 1.3

Сумма −590.2(10) −1458.1(12) −1342.2(12)
F(αZ) 1.017 1.012 1.012

Z = 18

SE −57.52(26) −90.96(26) −87.36(26)
VP 0.19 0.29 0.28

Сумма −57.33(26) −90.67(26) −87.08(26)
F(αZ) 1.046 1.039 1.040

Z = 24

SE −18.50(18) −25.88(20) −25.13(21)
VP 0.11 0.15 0.15

Сумма −18.39(18) −25.73(20) −24.98(21)
F(αZ) 1.072 1.065 1.066

Основываясь на выражении (35), мы также представ-

ляем КЭД-поправку к квадратичному эффекту Зеемана

для состояния 2p1/2 через функцию F(αZ), которая

определена согласно

1g
(2)
QED =

α

π
g

(2)
FS F(αZ) , (36)

где g
(2)
FS , в свою очередь, определён в (21). Отметим,

что функция F(αZ) определена здесь иначе, чем в

работе [60]. Согласно (35), ведущему порядку отвечает

F(αZ) ≡ 1. Полная КЭД-поправка в терминах F(αZ)
показана в табл. 2 для каждого иона в последней строке.

Как видно, функция F(αZ) монотонно возрастает с

ростом Z. При малых Z поправка действительно близка к

единице. Сравнение точной КЭД-поправки, полученной

в рамках применения метода [64], с её приближением,

вычисленным с использованием операторов Hrad
1 и Hrad

2

по формулам (26)–(28), представлено на рис. 4. Для

построения графика использованы результаты расчёта

на кулоновском потенциале. Следует отметить, что в

области малых Z расхождение между точной КЭД-

поправкой и приближением, полученным с помощью

эффективных операторов, не превышает 3%. Однако с

ростом Z различие увеличивается, достигая около 5%

при Z = 24.

Окончательные результаты для коэффициента g(2)

приведены в табл. 3. Итоговые значения представляют

Рис. 4. КЭД-поправка к квадратичному эффекту Зеемана для

состояния 2p1/2 в области малых Z в терминах функции F(αZ),
определённой в уравнении (36). Точная КЭД-поправка, полу-

ченная в рамках применения метода [64], показана треуголь-

никами, а приближение, полученное с помощью операторов

Hrad
1 и Hrad

2 , показано кружками. Вкладу ведущего порядка

соответствует значение F(αZ) ≡ 1.

собой сумму трёх членов: вклада главного порядка (LO)

g
(2)
lo из уравнения (20), поправки на однофотонный об-

мен (1ph) 1g
(2)
1ph и КЭД-поправки 1g

(2)
QED. Разность между

результатами расчётов с экранирующими потенциалами

Хартри и Кона-Шэма даёт оценку точности получен-

ных теоретических предсказаний. Значительная величи-

на этой погрешности (особенно для малых Z) указывает

на то, что повышение точности потребует более стро-

гого учёта вкладов межэлектронного взаимодействия.

Это подразумевает как систематическое исследование с

использованием различных экранирующих потенциалов,

так и расчёт поправок высших порядков по 1/Z, что

станет предметом наших дальнейших исследований.

4. Заключение

В данной работе рассмотрен квадратичный эффект

Зеемана для основного состояния (1s)2(2s)22p 2P1/2

бороподобных ионов в диапазоне зарядов ядер Z = 10–
24 и выполнен расчёт вызванного им сдвига энергии

валентного электрона 2p1/2. Используемый подход си-

стематически включает поправки на межэлектронноe

взаимодействие первого порядка по 1/Z и однопетлевые

КЭД-поправки. Расчёты выполнены в картине Фарри

как для кулоновского потенциала ядра, так и с вклю-

чением экранирующих потенциалов Хартри и Кона-

Шэма в гамильтониан нулевого приближения. Получены

наиболее точные теоретические предсказания для вклада

квадратичного эффекта Зеемана, которые могут быть

использованы для анализа высокоточных экспериментов.
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Таблица 3. Отдельные вклады и итоговые значения для квадратичного эффекта Зеемана для энергии связи электрона 2p1/2

в состоянии (1s)2(2s)22p 2P1/2 бороподобных ионов в диапазоне зарядов ядер Z = 10–24 в терминах коэффициента g(2) ,

определённого в (3). Представлены результаты расчётов, выполненных как для кулоновского потенциала (Coul), так и с

включением экранирующих потенциалов Хартри (CH) и Кона-Шэма (KS). LO — вклад главного порядка (20), 1ph — поправка

на однофотонный обмен, QED — КЭД-поправка. Окончательные результаты обозначены как
”
Итоговые значения“

Вклад Coul CH KS

Z = 10

LO −247898.6 −617107.8 −567584.9

1ph −208126.5 −41904.2 −92097.5

QED −590.2(7) −1458.1(14) −1342.3(15)
Итоговое значение −456615.3 −660470.1 −661024.7

Z = 12

LO −118942.8 −248234.1 −232207.9

1ph −83349.4 −14527.3 −30629.4

QED −286.0(2) −591.7(5) −554.1(5)
Итоговое значение −202578.2 −263353.1 −263391.4

Z = 14

LO −63816.12 −118349.86 −111940.25

1ph −38403.11 −6024.99 −12440.73

QED −155.11(25) −284.93(11) −269.84(12)
Итоговое значение −102374.35 −124659.78 −124650.82

Z = 16

LO −37147.38 −63296.44 −60338.01

1ph −19602.78 −2838.85 −5794.97

QED −91.34(30) −154.11(16) −147.13(15)
Итоговое значение −56841.51 −66289.40 −66280.11

Z = 18

LO −23007.28 −36782.80 −35268.07

1ph −10818.70 −1470.44 −2982.81

QED −57.33(26) −90.67(26) −87.08(26)
Итоговое значение −33883.31 −38343.92 −38337.95

Z = 20

LO −14960.93 −22760.38 −21921.35

1ph −6349.09 −819.11 −1656.58

QED −37.80(23) −56.86(24) −54.86(24)
Итоговое значение −21347.82 −23636.35 −23632.79

Z = 24

LO −7066.15 −10000.91 −9694.79

1ph −2515.02 −298.66 −604.24

QED −18.39(18) −25.73(20) −24.98(21)
Итоговое значение −9599.57 −10325.30 −10324.01

Финансирование работы

Работа выполнена при поддержке Министерства науки

и высшего образования Российской Федерации (проект

№ FSER-2025.0012). Работа А. В. М. поддержана Фон-

дом развития теоретической физики и математики
”
БА-

ЗИС“ (проект № 24-1-2-74-1). Работа Д. А. Г. поддержана

Фондом развития теоретической физики и математики

”
БАЗИС“ (проект № 23-1-2-52-1).

Конфликт интересов

Авторы заявляют, что у них нет конфликта интересов.

Список литературы

[1] J. Morgner, B. Tu, C.M. König, T. Sailer, F. Heiße, H. Bekker,

B. Sikora, C. Lyu, V.A. Yerokhin, Z. Harman, J.R. Crespo
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[10] D.A. Glazov, F. Köhler-Langes, A.V. Volotka, K. Blaum,

F. Heiße, G. Plunien, W. Quint, S. Rau, V.M. Shabaev,

S. Sturm, G. Werth. Phys. Rev. Lett., 123, 173001 (2019).
DOI: 10.1103/PhysRevLett.123.173001

[11] F. Heiße, M. Door, T. Sailer, P. Filianin, J. Herkenhoff,

C.M. König, K. Kromer, D. Lange, J. Morgner, A. Rischka,

C. Schweiger, B. Tu, Y.N. Novikov, S. Eliseev, S. Sturm,

K. Blaum. Phys. Rev. Lett., 131, 253002 (2023).
DOI: 10.1103/PhysRevLett.131.253002

[12] L.J. Spieß, S. Chen, A. Wilzewski, M. Wehrheim, J. Gilles,

A. Surzhykov, E. Benkler, M. Filzinger, M. Steinel,

N. Huntemann, C. Cheung, S.G. Porsev, A.I. Bondarev,

M.S. Safronova, J.R. Crespo López-Urrutia, P.O. Schmidt.
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