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Точное решение контактной краевой задачи для волноводной

структуры из нелинейной и неоднородной оптических сред
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Предложена модель волноводной структуры из градиентной среды с убывающим в соответствии с

обобщенным гиперболическим профилем показателем преломления, контактирующей с нелинейной средой

со скачкообразным изменением диэлектрической проницаемости в зависимости от интенсивности электри-

ческого поля. Сформулирована соответствующая краевая задача сопряжения и получено ее точное решение,

описывающее нелинейную поверхностную волну. Показано, что варьирование оптических характеристик

среды дает возможность управлять характеристиками волны.
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Выявление новых закономерностей распространения

поверхностных волн в неоднородных оптических сре-

дах [1], в том числе нелинейных [2], на основе мате-

матического моделирования является важной как фунда-

ментальной, так и прикладной задачей [3]. Особое зна-

чение имеет возможность нахождения точных решений

в явном аналитическом виде краевых задач сопряже-

ния в рамках сформулированных моделей волноводных

структур [4]. Такая возможность связана с выбором

профиля пространственной зависимости показателя пре-

ломления и формы нелинейного отклика среды, которые

допускают нахождение точных решений стационарного

волнового уравнения (уравнения Гельмгольца) [5].

В настоящей работе рассмотрена форма зависимости

диэлектрической проницаемости, убывающей с рассто-

янием от поверхности оптически неоднородной среды

(называемой градиентной [6]), для которой найдено но-

вое точное решение уравнения Гельмгольца с перемен-

ными коэффициентами. Заданный профиль показателя

преломления, определяющий диэлектрическую проница-

емость немагнитных материалов, находящих широкое

применение в фотонике [7] и биоинженерии [8], можно
получить инжектированием ионов специально подобран-

ных примесей [7] или лазерной литографией [9]. Полу-

ченное точное решение используется для нахождения

решения краевой задачи сопряжения при аналитическом

моделировании распространения поверхностных волн

вдоль плоской поверхности градиентной среды, контак-

тирующей с нелинейно-оптической средой. В качестве

формы нелинейного отклика для нахождения точного

решения предлагается использовать простую модель

нелинейной среды, предложенную в [10] и примененную

для аналитического описания нелинейных поверхност-

ных волн [11], а также нелинейных волноводов [12].

Выберем ось Ox перпендикулярно плоской поверхно-

сти раздела сред x = 0 и оси Oy . Пусть полупростран-

ство x > 0 занимает среда с неоднородным показателем

преломления, полупространство x < 0 занимает нели-

нейная среда. Будем рассматривать только поперечные

волны с вектором напряженности электрического поля

E = (0, Ey , 0), Ey(x , z ) = u(x)ei(knz−ωt), k = 2π/λ —

волновое число, λ — длина волны, n = ck/ω — эф-

фективный показатель преломления, ω — частота, c —

скорость света в вакууме, поперечный профиль напря-

женности электрического поля u(x) определяется из

скалярного уравнения теории волноводов [5]:

u′′(x) +
{

ε(x ,|u|) − n2
}

k2u(x) = 0, (1)

где ε(x ,|u|) — диэлектрическая проницаемость всей

среды, которую можно представить в виде

ε(x ,|u|) =

{

εL(x), x > 0,

εN(|u|), x < 0.
(2)

Неоднородность профиля (2) моделируется зависи-

мостью от координаты перпендикулярно поверхности

контакта сред в виде

εL(x) = e0 +
e1

x + h
+

e2

(x + h)2
, (3)

где e0,1,2, h — параметры профиля. Такая форма профиля

представляет собой обобщение профилей, рассмотрен-

ных при e0 = e2 = 0 в [13] и при e0 = e1 = 0 в [14].
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Нелинейный отклик среды в (2) будем описывать мо-

делью ступенчатой нелинейности

εn(|u|) =

{

ε1, |u| < us ,

ε2, |u| > us ,
(4)

где us — пороговая амплитуда напряженности поля,

при достижении которой значение диэлектрической про-

ницаемости скачком меняется с одного постоянного

значения ε1 на другое ε2 [11].
Комбинируя (1)−(4), можно получить уравнения

u′′

L(x)+

(

e0+
e1

x + h
+

e2

(x + h)2
−n2

)

k2uL(x)=0, x > 0,

(5)
u′′

2N(x)+(ε2−n2)k2u2N(x)=0, |u|> us ,−x s < x < 0, (6)

u′′

1N(x) + (ε1 − n2)k2u1N(x) = 0, |u| > us , x < −x s , (7)

где uL(x), u2N(|u|) и u1N(|u|) — поперечные профили

напряженности электрического поля в соответствующих

областях градиентной и нелинейной сред; положение x s

определяется как граница, отделяющая область, где

|u| > us и ε = ε2, от |u| < us и ε = ε1, т. е. где поле

совпадает с пороговым полем: u = us . В модели ступен-

чатой нелинейности считается, что вблизи поверхности

контакта на расстоянии образуется приповерхностный

слой с отличающимися от остальной среды оптически-

ми свойствами переменной толщины x s , зависящей от

оптических характеристик сред и амплитуды поля.

Уравнения (5)−(7) дополняются естественным на-

бором краевых условий сопряжения (вытекающим из

требования непрерывности компонент поля)

uL(+0) = u2N(−0), u′

L(+0) = u′

2N(−0), (8)

u2N(−x s + 0) = u1N(−x s − 0) = us ,

u′

2N(−x s + 0) = u′

1N(+x s − 0), (9)

а также условиями на бесконечности: uL(x) → 0,

u1N(x) → 0 при |x | → ∞.

Таким образом, математическая формулировка модели

волноводной структуры из нелинейной и неоднородной

контактирующих оптических сред сводится к краевой

задаче сопряжения (5)−(9).
Ограниченное в начале координат и на бесконечности

решение уравнения Гельмгольца с переменными коэф-

фициентами (5) можно записать в виде

uL(x) = uLmWµ,ν

(

2n0k(x + h)
)

, (10)

где Wµ,ν — функция Уиттекера, n0 =
√

n2 − e0,

µ = e1k/2n0, ν =
√

1− 4k2e2/2, и константа uLm опре-

деляется из краевых условий. Решение (10) существует

при n2 > e0 и k2 > 1/4e2.

Общее решение уравнения (6) при n2 < ε2 можно

записать в виде

u2N(x) = u2m cos
(

p2(x − xm)
)

, (11)

где p2
2 = (ε2 − n2)k2, константы u2m и xm определяются

из краевых условий.

Ограниченное на бесконечности решение уравне-

ния (7) существует при n2 > ε1, и его можно записать

в виде

u1N(x) = u1meq1x , (12)

где q2
1 = (n2 − ε1)k

2, константа u1m определяется из

краевых условий.

Подставив решения (10)−(12) в краевые условия (8)
и (9), можно получить точное решение краевой задачи

сопряжения (5)−(9) в явном виде

u(x) = us



























(

p22+q2
1

p2
2
+q2

G

)1/2
Wµ,ν

(

2n0k(x+h)
)

Wµ,ν (2n0kh) , x > 0,

(

1 +
q2

G

p2
2

)1/2

cos
(

p2(x − xm)
)

,−x s < x < 0,

eq1(x+x s ), x < −x s ,

(13)
где

xm =
1

p2

arctg

(

qG

p2

)

, (14)

x s =
1

p2

arctg

(

q1

p2

)

− xm, (15)

qG =
k

n0

(n2
0 − e1/2) −

Wµ+1,ν(2n0kh)

hWµ,ν(2n0kh)
. (16)

Полученное решение (13) описывает нелинейную по-

верхностную волну, распространяющуюся вдоль плос-

кой границы раздела между градиентной средой с про-

филем диэлектрической постоянной в форме (3) и нели-

нейной средой со ступенчатой нелинейностью (4). Его
характерные профили приведены на рисунке. Эффектив-

ный показатель преломления в данной модели является

свободным параметром, и он не связан дисперсионным

уравнением с параметрами системы. Это означает, что

нелинейная поверхностная волна, описываемая решени-

ем (13), может возбуждаться при непрерывно меняю-

щемся значении эффективного показателя преломления

в интервале допустимых значений max(e0, ε1) < n2 < ε2,

который в свою очередь определяется углом падения

лазерного луча, возбуждающего поверхностную волну.

Анализ показал, что при повышении значения эффек-

тивного показателя преломления возрастает интенсив-

ность волны, наблюдается расширение приповерхност-

ного слоя (увеличение толщины x s , определяемой выра-

жением (15)) и уменьшение глубины локализации поля

в градиентной среде (см. рисунок,а). Следовательно,

варьируя угол падения в ходе экспериментов, можно ме-

нять такие характеристики нелинейной поверхностной

волны, как ее амплитуда и ширина локализации вблизи

поверхности. При увеличении параметра h градиентного

профиля диэлектрической проницаемости также наблю-

дается существенное изменение поперечного профиля

поля (см. рисунок, b). В этом случае можно наблю-

дать перемещение максимума интенсивности нелиней-

ной поверхностной волны из приповерхностного слоя

нелинейной среды в градиентную. При этом происходит
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Поперечный профиль напряженности электрического поля нелинейной поверхностной волны (13) при e0 = −0.1, e1 = 1.5,

e2 = 0.2, ε0 = 0.05, ε1 = 0.1, ε2 = 5, k = 0.5: a — h = 1, n = 1.3 (1) и 1.5 (2); b — n = 1.3, h = 0.1 (1) и 3 (2) (в условных

единицах).

расширение приповерхностного слоя, однако с ростом

значений h скорость этого процесса замедляется, и уве-

личения x s практически не происходит при дальнейшем

увеличении h.

Таким образом, получено точное решение краевой

задачи сопряжения, описывающее нелинейную поверх-

ностную волну, распространяющуюся вдоль градиент-

ной среды с убывающим в соответствии с обобщенным

гиперболическим профилем показателем преломления,

которая контактирует с нелинейной средой со скачко-

образным изменением диэлектрической проницаемости

в зависимости от интенсивности электрического поля.

Продемонстрирована возможность управления характе-

ристиками поверхностной волны путем варьирования

оптических характеристик среды.
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