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В обменном приближении найдены и проанализированы новые солитонные решения модели полуогра-
ниченного ферримагнетика с двумя кристаллографически неэквивалентными магнитными подрешетками.
На границе образца учитывались краевые условия для свободных поверхностных спинов. Установлено,
что при таких условиях невозможна локализация солитонов вблизи границы образца. В ходе столкновения
движущихся солитонов с краем образца их ядра претерпевают сильные изменения, которые сопровождаются
перемагничиванием среды вблизи поверхности образца. После отражения солитонов от поверхности по мере
продвижения вглубь образца ядра солитонов принимают стационарную форму, типичную для прецессионных
солитонов неограниченной среды. Вычислены изменения фаз внутренней прецессии и сдвиги центров
солитонов после их отражения от границы образца.
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1. Введение

Простейшая модель ферримагнетика содержит две
магнитные подрешетки с намагниченностями M1(r, t)
и M2(r, t), где r и t — радиус-вектор и время,
M

2
i = M2

0i = const (i = 1, 2), M01 6= M02. В основном
состоянии векторы M1 и M2 антипараллельны. Однако,
имеется нескомпенсированная намагниченность среды:
M = M1 + M2 6= 0. Наличие двух неэквивалетных маг-
нитных подрешеток с сильной геометрической нели-
нейностью полей M1,2(r, t) осложняет теоретическое
описание ферримагнетиков. Для упрощения задачи часто
используют уравнение Ландау−Лифшица одноподреше-
точного ферромагнетика с намагниченностью M(r, t).
Такое приближение оправдано, когда в возбужденных
состояниях среды векторы M1 и M2 остаются антипа-
раллельными: M2 = (M01−M02)

2 = const или же, когда
намагниченности подрешеток заметно отличаются по
величине [1,2]. Вблизи точки компенсации намагничен-
ностей подрешеток ферримагнетики наследуют дополни-
тельные свойства антиферромагнетиков [3,4], благодаря
так называемому

”
обменному усилению“ их динами-

ческих свойств. Тогда они получают ряд преимуществ
перед ферромагнетиками. Во-первых, обладая магнитной
структурой и высокой восприимчивостью к внешним
полям, ферримагнетики имеют малую намагниченность
и не создают больших магнитостатических полей. С тео-
ретической точки зрения, это облегчает их описание.
С прикладной — ферримагнитные частицы слабо взаи-
модействуют друг с другом. Поэтому возможно создание

плотных массивов частиц, в которых дальнодействую-
щее дипольное взаимодействие не препятствует исполь-
зованию бистабильных состояний отдельной частицы
для записи информации. Во-вторых, характерные ча-
стоты ферримагнетиков и, следовательно, характерные
частоты переключения между различными магнитны-
ми состояниями, на несколько порядков превышают
аналогичные значения для типичных ферромагнитных
материалов (см. например [5,6]). Это открывает пер-
спективу создания высокоскоростных устройств, рабо-
тающих уже не в гигагерцевом (как ферромагнетики),
а в тетрагерцевом диапазоне. Возможные приложения
тетрагерцевых волн включают применения в 4G и 5G —
телекоммуникационных системах и космическую связь,
обеспечение безопасности и поиск запрещенных мате-
риалов, биологию и медицину, информационные техно-
логии и сверхбыструю обработку данных [7]. Наконец,
ферримагнитный порядок в полупроводниках наблюда-
ется гораздо чаще и при гораздо более мягких услови-
ях, чем ферромагнитное упорядочение, что позволяет
сочетать в одном устройстве преимущества как элек-
троники (быстродействие, легкую управляемость), так и
спинтроники (высокую чувствительность, малую энер-
гоемкость). Кроме того, ферримагнетики могут иметь
металлическую проводимость, что позволяет использо-
вать стандартные эффекты магнитосопротивления для
считывания сигналов в информационных системах или
для преобразования энергии спиновых колебаний в
переменный электрический ток. Не менее важно, что
современные методы выращивания монокристаллов на
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подложках позволяют варьировать магнитную анизотро-
пию и получать ферримагнитные материалы с любыми
наперед заданными свойствами [6,8].
Перечисленные особенности ферримагнитных матери-

алов чрезвычайно полезны для приложений, теоретиче-
ское описание нелинейной динамики ферримагнетиков
является актуальной задачей. Современные методы тео-
рии солитонов открывают новые возможности ее реше-
ния. Установлено, что в основном обменном приближе-
нии уравнения Ландау−Лифшица для намагниченностей
двухподрешеточного ферримагнетика сводятся к более
простой модели, которая корректно учитывает основные
взаимодействия и, в то же время, допускает аналити-
ческое описание методом обратной задачи рассеяния [9].
В неограниченном ферримагнетике квазиодномерные со-
литоны построены и подробно проанализированы в ра-
ботах [9–11].
Частицеподобные возбуждения в магнетиках конеч-

ных размеров до сих пор мало изучены из-за существен-
ной нелинейности основных уравнений и отсутствия
разработанных методов их интегрирования. Нам удалось
применить метод обратной задачи рассеяния для изуче-
ния нелинейной динамики полуограниченных одноподре-
шеточных ферромагнетиков с разными типами объемной
кристаллографической анизотропии и однонаправленной
поверхностной анизотропией, обусловленной нанесени-
ем пленочных покрытий [12–15]. Оказалось, что намаг-
ниченность в ядрах ферромагнитных солитонов в ходе
их взаимодействия с границей образца изменяется на
величину порядка намагниченности насыщения, и это
определяет перемагничивание поверхностных слоев об-
разца. Кроме того, солитоны приобретают динамические
свойства, которые отсутствуют в бесконечной среде и
интересны для приложений.
В данной работе мы изучим особенности нелинейной

динамики солитонов в полуограниченном двухподре-
шеточном ферримагнетике со свободными краевыми
спинами. В обменном приближении зависимость энер-
гии ферримагнетика от распределения намагниченности
имеет вид [16]:

W =

∫

d3
r

(

1
2

3
∑

i=1

[

α1(∂iM1 ∂iM1) + α2(∂iM2 ∂iM2)

+ 2α3(∂iM1 ∂iM2)
]

+ η(M1M2)

)

,

где η > 0 — постоянная однородного обмена между
подрешетками, αs — константы неоднородного обмена
(s = 1, 2, 3), α1 + α2−2α3 > 0. По порядку величины
αs ∝ ηa2, где a — постоянная решетки.
Вместо намагниченности подрешеток, введем норми-

рованные векторы ферро- и антиферромагнетизма:

m =
M1 + M2

√

2(M2
01 + M2

02)
, l =

M1 −M2
√

2(M2
01 + M2

02)
.

Они удовлетворяют ограничениям:

m
2 + l

2 = 1, (m · l) =
M2

01 − M2
02

2(M2
01 + M2

02)
.

Уравнения эволюции векторов m и l следуют из урав-
нений Ландау−Лифшица [17–20] для намагниченностей
подрешеток [3,17,21]:

∂tMν = γν

[

Mν

δW
δMν

]

, M
2
ν = M2

0ν , ν = 1, 2. (1)

где γν — магнитомеханическое отношение для ν -ой
подрешетки. Будем считать, что характерный размер
магнитных неоднородностей λ (длина спиновой волны,
размер солитона) много больше постоянной решетки:
λ ≫ a . Кроме того, полагая m

2 ≪ l
2, будем считать, что

длина вектора l не меняется: l2 = 1. Тогда из уравне-
ний (1) в главном приближении по малому параметру
a/λ можно выразить вектор m через l [9–11]:

m = −
√

2

M2
01 + M2

02

[l× ∂t l]

η(γ1 + γ2)
+

M2
01 − M2

02

2(M2
01 + M2

02)
l

+
γ1(α3 − α1) + γ2(α2 − α3)

2η(γ1 + γ2)

[

l[l× 1̂l]
]

, (2)

а для вектора l получить замкнутое уравнение:

[l× (c−2∂2t l− 1̂l)] + βc−1∂t l = 0, l
2 = 1, (3)

где 1̂ = ∂2x + ∂2y + ∂2z —- оператор Лапласа,

c2 =
1
2

(M2
01 + M2

02)ηγ1γ2(α1 + α2 − 2α3).

β =

√

η

γ1γ2(α1 + α2 − 2α3)

×
[(

M2
02 − M2

01

M2
01 + M2

02

)

(γ1 + γ2)

2
+ γ1 − γ2

]

.

В формальном пределе c → ∞ (βc−1 = const), что
соответствует жесткой связи между подрешетками
(η → ∞), эффективное уравнение (3) совпадает с урав-
нением Ландау−Лифшица гейзенберговского ферромаг-
нетика [17,18]. При M01 = M02, γ1 = γ2 система (2), (3)
описывает волны в изотропном двухподрешеточном ан-
тиферромагнетике [6,22].
Таким образом, рассматриваемая модель ферримагне-

тика (2), (3) является недостающим связующим звеном
между моделями ферро- и антиферромагнетика.
Далее рассматриваются нелинейные возбуждения в

полуограниченном ферримагнетике, распространяющем-
ся вдоль оси Ox , перпендикулярной границе x = 0
образца. В этом случае l = l(x , t). После масшабных пре-
образований: x → x/β, t → t/cβ, уравнение для расчета l
примет вид:

[l× (∂2t l− ∂2x l)] + ∂t l = 0, l
2 = 1, (4)

где 0 < x < ∞, t > 0.
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Выбор решений конкретизируют граничные условия:

[l× ∂x l]
∣

∣

x=0
= 0; (5)

∂t l, ∂x l → 0, l → (0, 0, 1) при x → ∞ (6)

и начальные условия:

∂t l(x , t = 0) = ∂t l0(x), l(x , t = 0) = l0(x), 0 < x < ∞.

(7)
Соотношение (5) соответствует отсутствию закрепле-

ния спинов на поверхности x = 0 образца [21]. Второе
условие (6) отвечает минимуму плотности энергии
среды:

w =
1
2

[

(∂x l)
2 + (∂t l)

2
]

в глубине образца. Начальное распределение векторного
поля l(x , t) (7) должно быть согласовано с краевыми
условиями (5), (6).
В разделе 2 мы покажем, что начально-краевая за-

дача (4)−(7) может быть продолжена по определен-
ной симметрии с полуоси 0 < x < ∞ на всю ось
−∞ < x < ∞. После чего ее решение достигается спе-
циальной модификацией метода обратной задачи рас-
сеяния на интервале −∞ < x < ∞. Процедура пред-
ставляет нелинейное обобщение

”
метода изображений“,

используемого в электростатике для решения линейных
краевых задач с определенной пространственной сим-
метрией.
В контексте метода обратной задачи рассеяния су-

щественно нелинейной модели (4)−(7) сопоставляется
вспомогательная система линейных дифференциальных
уравнений. В разделе 2 установлены трансформацион-
ные, аналитические и асимптотические свойства ее
решений. На этой основе в разделе 3 получены спек-
тральные разложения интегралов движения полуогра-
ниченного образца и показано, что любое начальное
возмущение ферримагнетика может быть описано в
терминах идеального газа солитонов и магнонов.
В разделе 4 спектральные данные вспомогательной

линейной системы использованы для восстановления
решений исходной нелинейной начально-краевой задачи
для ферримагнетика.
В разделе 5 построены явные решения для частицепо-

добных солитонов полуограниченного ферримагнетика.
Проанализированы их динамические свойства и особен-
ности взаимодействия с поверхностью образца.

2.
”
Метод изображений“ и прямая
задача рассеяния

Для дальнейшего анализа напомним некоторые факты,
связанные с интегрированием уравнения ферримагне-
тика:

[

n× (∂2t n− ∂2x n)
]

+ ∂tn = 0, n
2 = 1, (8)

на интервале −∞ < x < ∞ с асимптотическим поведе-
нием:

∂tn, ∂xn → 0, n → (0, 0, 1) при |x | → ∞ (9)

и начальными условиями:

∂tn(x , t = 0) = ∂tn0(x), n(x , t = 0) = n0(x),

−∞ < x < +∞. (10)

Когда векторная функция n(x , t) нужное число раз
дифференцируема по переменным x и t, нелинейное
уравнение (8) эквивалентно условию совместности:

[

∂x −U(u), ∂t −V (u)
]

= 0 (11)

системы линейных дифференциальных уравнений:

∂x9 = U(u)9, ∂t9 = V (u)9− i(γ2/2)9σ3 (12)

для вспомогательных матричных функций 9(x , t, u).
Операторы U и V имеют вид:

U = − i
2

(

γ[n× ∂tn]a + δ[n× ∂xn]a + 3na
)

σa ,

V = − i
2

(

δ[n× ∂tn]a + γ[n× ∂xn]a − γna
)

σa , (13)

где σa — матрицы Паули, по дважды встречающимся
индексам подразумевается суммирование (a = 1, 2, 3).
Коэффициенты γ, δ, 3 связаны алгебраическими уравне-
ниями:

(δ − 1)2 − γ2 = 1, 3 = γ(1− δ). (14)

В работах [9,11] использована униформизация свя-
зей (14) рациональными функциями спектрального па-
раметра u. В данной работе для упрощения формул
введена другая параметризация:

δ = 1− cth u, γ = − sh−1 u, 3 = − ch u sh−2 u.

Поэтому областью определения параметра u будет по-
верхность цилиндра:

u = ρ + iϕ, −∞ < ρ < +∞, −π < ϕ ≤ π (mod 2π).
(15)

Для включения начально-краевой задачи (4)−(7) в
схему обратной задачи рассеяния продолжим поле l(x , t)
четным образом на весь интервал −∞ < x < +∞:

n(x , t) =

{

l(x , t), 0 ≤ x < ∞,

l(−x , t), −∞ < x < 0.
(16)

Продолжение непрерывно в точке x = 0:

n(−0, t) = n(+0, t) = l(+0, t),

но его первая производная в точке x = 0 имеет скачок:

∂xn
∣

∣

x=+0
− ∂xn

∣

∣

x=−0
= 2∂x l

∣

∣

x=+0
.
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Это обстоятельство позволяет трактовать краевое усло-
вие (5) для l(x , t) при x = 0 как дополнительное ограни-
чение на выбор векторной функции n(x , t):

1n
∣

∣

x=0
= 0, [n× 1∂xn]

∣

∣

x=0
= 0, (17)

где 1 f
∣

∣

x=0
= f (x = +0)− f (x = −0). Важно, что ком-

мутационное представление (11) эквивалетно уравне-
нию (8) для расчета поля n(x , t) при x 6= 0 и до-
полнительному ограничению (17) в точке x = 0. Это
позволяет включить задачу для ферримагнетика на по-
луоси (4)−(7) в традиционную схему метода обратной
задачи рассеяния на всей оси −∞ < x < +∞ [11]. При
ограничении (17) производные ∂x9 и ∂t9 в уравнени-
ях (12) непрерывны в точке x = 0.
Для интегрирования нелинейной модели (8)−(10),

(16), (17) следует проанализировать решения вспомога-
тельной линейной системы (12). Введем фундаменталь-
ные решения Йоста матричного уравнения:

∂x8± = U9± (18)

с асимптотическими граничными условиями:

9± → exp

(

− i3
2

xσ3

)

при x → ±∞, (19)

которые согласованы с поведением поля l(x , t) при
x → +∞. Заметим, что последнее слагаемое в правой
части второго уравнения (12) введено для сохранения
условия (19) при всех значениях t . Ввиду бесследовости
матрицы U , из (18), (19) заключаем, что

det9± = 1. (20)

На множестве

Ŵ = {u | 0 < ρ < +∞, ϕ=0, π;−∞ < ρ < 0, ϕ=0,−π;

ρ = 0,−π < ϕ < π} (21)

при x → ±∞ функции Йоста осциллируют. Поэтому Ŵ

соответствует непрерывному спектру задачи рассея-
ния (18), (19).
На контуре Ŵ два набора базисных решений связаны

между собой:

9−(x , t, u) = 9+(x , t, u)T (u, t), u ∈ Ŵ. (22)

Матрица перехода T зависит только от спектрального
параметра u и времени t . Для упрощения формул зави-
симость от t далее опускаем там, где это не вызывает
недоразумения.
Как и в безграничной среде [9,11], матричные решения

удовлетворяют инволюциям:

σ29
∗
±(u∗)σ2 = 9±(u), naσa9±(−u) = 9±(u)σ3. (23)

Четность продолжения (16) порождает ограничение на
выбор функций Йоста [13–15]:

9+(x , u) = σ29
∗
−(−x , u∗ ± πi)σ2. (24)

D2

D2D1

D1

j

p

r0

–p

Рис. 1. Области аналитичности D1 функций 9
(1)
−

(u), 9(2)
+ (u),

a(u) и D2 функций 9
(1)
+ (u), 9

(1)
−

(u), ā(u) на поверхности
цилиндра. Контур Ŵ представлен толстой линией.

Далее будем нумеровать столбцы матриц 2× 2 верх-
ними индексами: 9 = (9(1), 9(2)). Векторные функции

9
(1)
− (u) и 9

(2)
+ (u) аналитически продолжаются с конту-

ра Ŵ в область D1 (см. рис. 1):

D1={u|0<ρ<∞, 0 < ϕ<π;−∞<ρ< 0,−π<ϕ< 0},

а столбцы 9
(1)
+ (u) и 9

(2)
− (u) будут аналитическими функ-

циями в области D2:

D2={u|0<ρ<∞,−π<ϕ< 0;−∞<ρ< 0, 0<ϕ<π}.
На рис. 1 обход линий контура Ŵ выбран так, чтобы
область D1 оставалась слева от контура Ŵ.
Редукции (23), (24) могут быть продолжены с конту-

ра Ŵ в области аналитичности соответствующих столб-
цов матриц Йоста. Они конкретизируют вид матрицы
перехода:

T (u) =

(

a(u) − b̄(u)

b(u) ā(u)

)

, a(u)ā(u) + b(u)b̄(u) = 1,

ā(u) = a∗(u∗), b̄(u) = b∗(u∗);

a(u) = a(−u) = a∗(u + πi), u ∈ D1;

b(u) = −b(−u) = b∗[(u + πi)∗], u ∈ Ŵ. (25)

Здесь мы учли, что матричные элементы a(u) и ā(u)
допускают представления [11]:

a(u)= det
(

9
(1)
− (u), 9

(2)
+ (u)

)

, ā(u)=det
(

9
(1)
+ (u), 9

(2)
− (u)

)

,

(26)
а значит, могут быть аналитически продолжены с конту-
ра Ŵ в области D1 и D2 соответственно. Коэффициенты
отражения b(u) и b̄(u) определены только на Ŵ.
В областях своей аналитичности матричные элементы

a(u) и ā(u) могут иметь нули, которые будем предпо-
лагать простыми. Если u = u j ∈ D1 — нуль функции
a(u), то u = u∗

j ∈ D2 будет нулем функции ā(u). Как
и в работе [14], редукции (23), (24) объединяют нули
коэффициента a(u) в

”
квартеты“:

u = µk, −µk, µ
∗
k + πi, −µ∗

k −πi, k = 1, 2, . . . , N;

µk = τk + i

(

π

2
+ εk

)

, 0 < τk < ∞, −π

2
< εk <

π

2
.

(27)
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Согласно (26), если a(u j) = 0, то столбцы 9
(1)
− (u j)

и 9
(2)
+ (u j) пропорциональны:

9
(1)
− (u j) = c(u j)9

(2)
+ (u j). (28)

Формулы (28) определяют векторные решения си-
стемы (18), которые экспоненциально убывают при
|x | → ∞. Поэтому набор {u j} соответствует дискретно-
му спектру задачи рассеяния (18), (19).
Редукции на решения Йоста (23), (24) конкрети-

зируют выбор множителей c(u j) для каждой группы
нулей (27):

c(µk), c(−µk) = −c(µk), c(µ∗
k + πi) = − 1

c∗(µk)
.

c(−µ∗
k − πi) =

1
c∗(µk)

, k = 1, 2, . . . , N. (29)

Поскольку функции 9±(u) непрерывны в точке x = 0,
существует полезное представление матрицы перехода:

T (u) = 9−1
+ (x = 0, u)9−(x = 0, u).

Отсюда, в частности, находим:

a(u)=[9+(0, u)]22[9−(0, u)]11−[9+(0, u)]12[9−(0, u)]21.
(30)

Для дальнейшего анализа необходимы асимптотиче-
ские разложения функций 9±(u) вблизи особой точки
u = 0 уравнения (18). Пусть, для определенности, x > 0.
Представим 9+(u) в виде:

9+(u) = [I + 8(x , u)] exp

(

− i
2
3(u)xσ3 + Z(u, x)

)

,

(31)
где 8 и Z — антидиагональная и диагональная матрич-
ные функции такие, что

8, Z → 0 при x → +∞.

Специальная симметрия оператора U в уравнении (18)
позволяет заключить, что

8 =

(

0 −ω∗

ω 0

)

, Z =

(

ξ 0
0 ξ∗

)

. (32)

После подстановки выражений (31), (32) в (18) и отде-
ления диагональной и недиагональной частей получаем
систему для расчета функций ω(x , u), ξ(x , u):

∂xξ =
i3
2

+ U11 + U12ω, ∂xω + 2ωU11 + ωU12ω −U21=0.

(33)
Разложим коэффициенты γ, δ, 3 в ряды по степеням u:

γ = −1
u

+

∞
∑

k=0

u2k+1γ2k+1, δ = −1
u

+ 1 +

∞
∑

k=0

u2k+1δ2k+1.

3 = − 1
u2 − 1

6
+

∞
∑

k=1

u2k32k

и будем искать функции ω(x , u), ξ(x , u) в виде:

ω =

∞
∑

k=0

ωkuk , ξ =

∞
∑

k=0

ξkuk . (34)

Тогда система (33) дает цепочку уравнений для ре-
куррентного определения коэффициентов ωk(x), ξk(x).
Вычисления упрощаются в параметризации единичного
вектора l углами 2, 8:

l = (sin2 cos8, sin2 sin8, cos2). (35)

Приведем выражения для первых коэффициентов:

ω(0) = tg
2

2
exp(i8),

ξ (0) = − i
4

+∞
∫

x

dx ′
[

(∂x ′2 + ∂t2)2 + sin2 2(∂x ′8 + ∂t8)2

+ 2(cos2− 1)∂x ′8
]

+ ln cos
2

2
. (36)

Разложение функции 9−(u) при x < 0 по степеням u
получается из такового для функции 9+(u) при x > 0
формальной заменой:

l(x) → l(−x),

+∞
∫

x

dx ′ →
−∞
∫

x

dx ′. (37)

Формулы (18), (19) приводят к соотношению:

9+(Re u → +∞) → I, (38)

где I — единичная матрица. Тогда из представления (30)
получаем:

a(Re u → +∞) = 1. (39)

Явный вид аналитической функции a(u) восстанавли-
вается по ее нулям (27) в области D1, асимптотическому
поведению (39) и коэффициенту отражения [11]:

a(u) =

N
∏

k=1

(

ch u − ch µk

ch u − chµ∗
k

)(

ch u + ch µ∗
k

ch u + chµk

)

×exp

[

1
2πi

∞
∫

0

dν ln(1−|b(ν)|2)
(

1
sh(ν−u)

+
1

sh(ν+u)

)

]

× exp

[

− 1
2πi

π
∫

0

dϕ ln(1 + |b(iϕ)|2) sinϕ
(ch u − cosϕ)

]

.

(40)
Здесь мы воспользовались ядром Коши на поверхности
цилиндра (exp u′− exp u)−1 exp u′ [23] и свойствами сим-
метрии функций a(u) и b(u) (25).
Таким образом, с помощью вспомогательной ли-

нейной системы (18) мы отобразили векторное поле
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l(x , t) полуограниченного ферримагнетика в набор дан-
ных рассеяния. Он содержит спектральные плотности
b(λ) (λ ∈ Ŵ) задачи рассеяния (18), (19), дискретные
нули {u j} функции a(u) и нормированные коэффици-
енты {c(u j)}. Эволюция данных рассеяния находится
стандартным образом [11] с помощью второго уравне-
ния (12):

b(u, t) = b0(u) exp[−iγ2(u)t],

c(u j, t) = c0(u j) exp[−iγ2(u j)t], a(u, t) = a0(u). (41)

Постоянные интегрирования b0(u), c0(u j), a0(u) опре-
деляются из уравнения (18) по заданному начальному
условию (10) при t = 0.
Изложенная схема представляет нелинейное обоб-

щение метода Фурье, широко используемого при ана-
лизе малоамплитудных спиновых волн. Для слабовоз-
бужденных состояний среды спектральные плотности
b(u, t) задачи рассеяния в точности совпадают с фурье-
гармониками линейных мод ферримагнетика. В общем
случае функции b(u, t) описывают слабонелинейную
динамику диспергирующих волновых цугов. Данные дис-
кретного спектра {u j} параметризуют частицеподобные
нормальные моды — солитоны, которые образуются
только при сильных внешних воздействиях и не имеют
аналогов в линейной теории.

3. Интегралы движения
полубесконечного ферримагнетика

Как и в безграничной среде, не зависящий от времени
элемент a(u) матрицы перехода служит производящей
функцией бесконечной серии интегралов движения для
нелинейно динамики полубесконечного ферримагнетика.
Физически содержательные локальные интегралы дви-
жения совпадают с коэффициентами разложения функ-
ции ln a(u) в ряд по степеням u. Его нетрудно получить,
используя формулы (30)−(37) предыдущего раздела.
Приведем первый член степенного ряда:

ln a(u) = iE + O(u).

Он совпадает с энергией полуограниченного образца:

E =
1
2

+∞
∫

−∞

dx
[

(∂t2)2 + (∂x2)2 + sin2 2[(∂x8)2 + (∂t8)2]
]

=
1
2

+∞
∫

−∞

dx
[

(∂x l)
2 + (∂t l)

2
]

.

С другой стороны, для функции a(u) нами получено
дисперсионное соотношение (40). Его также можно
записать в виде ряда по степеням u. Сравнение двух
разложений позволяет выразить все интегралы движения
в терминах спектральных данных. В частности, энергия

полубесконечного ферримагнетика допускает представ-
ление:

E =

∞
∫

0

dρNG(ρ)ωG(ρ) +

π
∫

0

dϕωa(ϕ)

+ 4
N
∑

k=1

arctg

(

cos θk

sh τk

)

, (42)

где величины

NG(ρ) = − shρ
π

ln[1− |b(ρ)|2] > 0,

Na(ϕ) =
sinϕ
2π

ln[1 + |b(iϕ)|2] > 0

имеют смысл плотности бесщелевых (голдстоуновских)
и активационных магнонов с частотами

ωG(ρ) = sh−2 ρ, ωa(ϕ) = sin−2 ϕ. (43)

Для обоснования этого утверждения перейдем от па-
раметров ρ и ϕ к квазиимпульсам pG и pa магнонов [11]:

p2
G =

ch2 ρ

sh4 ρ
, p2

a =
cos2 ϕ

sin4 ϕ
. (44)

Тогда формулы (43), (44) в точности совпадут с закона-
ми дисперсии линейных мод ферримагнетика [11]:

ωG(ρ)=
1
2

[

√

1 + 4p2
G − 1

]

, ωa(ρ)=
1
2

[

√

1 + 4p2
a + 1

]

.

Дискретные слагаемые в представлении (42) соответ-
ствуют вкладам в энергию образца отдельных солитонов.
Отсюда заключаем, что любое нелинейное возбужде-

ние полуограниченного ферримагнетика можно описать
в терминах идеального газа дискретных существенно
нелинейных мод — солитонов, и квазичастиц непрерыв-
ного спектра диспергирующих волн — магнонов.

4. Обратное спектральное
преобразование

Для решения исходной начально-краевой зада-
чи (4)−(7) для ферримагнетика нужно найти обратное
преобразование данных рассеяния (41) в векторное
поле l(x , t). С этой целью, вначале построим решение
вспомогательной линейной системы (12).
Перейдем от матриц Йоста к новым фундаменталь-

ным решениям 5+(u) и 5−(u) системы (12):

5+(u) =
(

9
(1)
− (u), 9

(2)
+ (u)

)

ϕ−1
0 (u),

5−(u) =
(

9
(1)
+ (u), 9

(2)
− (u)

)

ϕ−1
0 (u), (45)

где ϕ0(u) = exp[−i3(u)xσ3/2]. Согласно результатам
раздела 3, 5+(u) и 5−(u) будут аналитическими функ-
циями параметра u в областях D1 и D2 соответственно.
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Поэтому задача их вычисления сводится к решению
следующей задачи Римана теории функций комплекс-
ной переменной. Нужно построить матричные функции
5+(x , u) и 5−(x , u), аналитические по u в областях
D1 и D2, которые на контуре Ŵ связаны условием
сопряжения:

5−([b]x , u) =
5+(x , u)

a(u)
ϕ0(x , u)

×
(

1 −b̄(u)

−b(u) 1

)

ϕ−1
0 (x , u), (46)

удовлетворяют ограничениям:

na(x)σa5±(x , u) = 5±(x ,−u)σ3, (47)

5±(x , u) = σ25
∗
±

(

−x , (u + πi)∗
)

σ2, u ∈ D±;

5∗
+(x , u) = σ25−(x , u)σ2, u ∈ Ŵ (48)

и нормировочному условию:

5±(x , u = +∞) = I. (49)

Задача Римана (46)−(49) представляет переформули-
ровку аналитических и трансформационных свойств ба-
зисных функций Йоста из раздела 3 и их связи (22)
на контуре Ŵ.
Для любой невырожденной матрицы A порядка 2× 2

справедливо тождество:

A−1 detA = σ2 ATσ2.

Поэтому равенство (48) можно привести к виду:

5−1
+ (x , u)a(u) = 5

†
−(x , u∗).

Здесь верхние индексы
”
Т“ и † обозначают операции

транспонирования и эрмитового сопряжения. Это поз-
воляет переписать условие сопряжения (46) в терминах
одной лишь функции 50(x , u):

5
†
−(x , u∗)5−(x , u) = ϕ0(x , u)

×
(

1 −b̄(u)

−b(u) 1

)

ϕ−1
0 (x , u), u ∈ Ŵ. (50)

На больших временах слабонелинейные волны рас-
плываются из-за эффектов дисперсии и

”
выживают“

только долгоживущие солитоны. Они определяют основ-
ные физические свойства ферримагнетика при сильных
внешних воздействиях. Поэтому далее ограничимся об-
суждением чисто солитонных состояний, когда диспер-
гирующие волны отсутствуют. Тогда b(u) = b̄(u) ≡ 0, и
условие сопряжения (50) упрощается:

5
†
−(x , u∗)5−(x , u) = 5−(x , u)5†

−(x , u∗) = I, u ∈ Ŵ.

(51)
Задача Римана сводится к построению мероморфной на
поверхности цилиндра (15) матричной функции 5−(u) с

полюсами в точках u = u j ∈ D1 (27) и нормировкой (49).
Будем искать ее в виде:

5−(u) = I +

4N
∑

j=1

A j

exp u − exp u j
. (52)

Условие отсутствия полюсов в левой части равен-
ства (51) приводит к 4N независимым матричным урав-
нениям [11,24]:

5−(u∗
j )A

+
j = 0, j = 1, 2, . . . , 4N. (53)

Их нетривиальное решение возможно только, когда
обе матрицы A j и 5−(u∗

j ) вырождены. Представим A j

в виде [24]:

(A j)αβ = (X j)α(ξ
∗
j )β , α, β = 1, 2.

Тогда уравнения (53) примут вид:

5−(u∗
j )ξ j = 0, j = 1, 2, . . . , 4N. (54)

Формулы предыдущего раздела позволяют вы-
явить алгебраическую структуру матрицы 5−(u∗

j ) при
x > 0 [12–15]:

5−(u∗
j ) = iσ2

(

9
(2)
+ (u j),−c∗(u j)9

(2)
+ (u j)

)

ϕ−1
0 (u∗

j ).

Отсюда сразу находим векторы ξ j с точностью до
несущественного общего множителя:

ξ j =

(

ν∗
j (x , t)
1

)

,

ν j(x , t) = c0(u j) exp
[

−i
(

γ2(u j)t − 3(u j)x
)]

, (55)

где c0(u j) — постоянные интегрирования в форму-
лах (41). Здесь мы восстановили зависимость от вре-
мени.
Напомним, что данные дискретного спектра объединя-

ются в
”
квартеты“:

{u j} ≡ {u(1,2)
k , u(3,4)

k }, {c0(u j)} = {c(1,2)
k , c(3,4)

k },

j = 1, 2, . . . , 4N, k = 1, 2, . . . , N.

Внутри каждой группы параметры связаны между собой:

u(1,2)
k = ±µk , u(3,4)

k = ±(µ∗
k + πi), µk = τk + i

(

π

2
+ εk

)

,

0 < τk < ∞, −π/2 < εk < π/2;

c(1,2)
k = ±c(0)

k , c(3,4)
k = ∓(c(0)∗

k )−1. (56)

Здесь c(0)
k = c(0)(µk) — комплексная постоянная инте-

грирования.
В результате подстановки ξ j (55) в (54) получаем

линейную систему для расчета векторов X j :

ξ j +

4N
∑

k=1

M jkXk = 0, M jk =
(ξ∗k ξ j)

exp u∗
j − exp uk

.
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Ее решение определяет солитонную матрицу 5−(x , t, u)
при x > 0:

(5−)αβ = δαβ −
4N
∑

k, j=1

(M−1)k j(ξi)α(ξ
∗
k )β

exp u − exp uk

(M−1)k j =
∂ ln detM
∂M jk

. (57)

Тогда первая формула (47) с учетом нормировочного
условия (49) и явного вида матричной функции 5−(u)
при x > 0 (57) сразу дает N−солитонное решение
исходной существенно нелинейной модели (4)−(6) для
ферримагнетика на полуоси 0 < x < ∞:

laσa = 5(u = −∞)σ3. (58)

Оно описывает упругие парные столкновения солитонов
друг с другом и их отражение от границы образца.

5. Взаимодействие солитонов
с поверхностью ферримагнетика

Проанализируем типичные особенности взаимодей-
ствия мультисолитонов на примере односолитонного
решения, которое параметризуют четыре нуля (56)
функции a(u):

u(1,2) = ±µ, u(3,4) = ±(µ∗ + πi), µ = τ + i

(

π

2
+ ε

)

,

0 < τ < ∞, |ε| < π

2
.

Соответствующие векторы ξ j (55) имеют вид:

ξ1,2 =

(

±ν∗
1

1

)

, ξ3,2 =

(

±ν∗
3

1

)

.

Распределение поля l(x , t) в односолитонном возбужде-
нии дают формулы (57), (58) при N = 1. Для дальней-
шего анализа удобна следующая форма записи:

l3 = 1− 2| f |2
| f |2 + |g|2 , l1 + il2 =

2 f ∗g
| f |2 + |g|2 . (59)

После простых, но утомительных преобразований, нахо-
дим функции f и g :

f = i tg ε cth τ
[

ν∗
1 (ν1ν

∗
3 − 1) th µ − ν∗

3 (ν∗
1 ν3 − 1) th µ∗

]

,

g =
1
2

[

(

1 + |ν1ν3|2
)

| th µ|2 tg2 ε cth2 τ

+ | thµ|2(ν1ν∗
3 + ν∗

1 ν3) +
sh2 µ|ν1|2 + sh2 µ∗|ν3|2

cos2 ε sh2 τ

]

. (60)

Здесь

ν1 = c0 exp
[

−d−1(x −Vt) − ikx − iωt
]

,

ν3 = −(c∗
0)

−1 exp
[

−d−1(x −Vt) + ikx − iωt
]

, (61)

c0 — комплексная постоянная интегрирования. Пара-
метры d и V :

d =
1

Im3(µ)
=

(sh2 τ + cos2 ε)2

cos ε sh τ (ch2 τ + sin2 ε)
> 0,

V =
Im γ2(µ)

Im3(µ)
=

2 sin ε ch τ

ch2 τ + sin2 ε
определяют, соответственно, размер солитона и ско-
рость его движения как целого. Частота ω и волновое
число k колебаний вектора l внутри солитона имеют вид:

ω = Re γ2(µ) =
sin2 ε sh2 τ − ch2 ε cos2 ε

(sh2 τ + cos2 ε)2
,

k = −Re3(µ) = −ch τ sin ε(sh2 τ − cos2 ε)

(sh2 τ + cos2 ε)2

Частицеподобное образование (59)−(61), как и поло-
жено, удовлетворяет краевым условиям (5), (6). Его
пространственная локализация и динамические свойства
определяются экспоненциальными множителями в фор-
мулах (61).
Пусть для определенности параметр V > 0

(0 < ε < π/2). Тогда на больших расстояниях от
края образца (при x ≫ 1) в пределе t → +∞ (t → −∞)
в сопутствующей солитону системе отсчета, где
x−Vt = const (x + Vt = const), можно положить ν3 = 0
(ν1 = 0). В результате формулы (59)−(61) для вектора l

упрощаются:

(l3)± = 1− 2
1±

, 1± =
ch2 y±

cos2 ε
+

sh2 y±

sh2 τ
,

(l1 + il2)± =
i exp(−is±)

1± sh τ cos ε

×
[

shµ∗ exp(±y±) + sh µ exp(∓y±)
]

, (62)

где

y± = d−1(x −Vt − x (0)
± ), s± = ωt ± kx + s (0)

± ,

x (0)
+ = d ln

∣

∣

∣

∣

c0 chµ
ch τ sin ε

∣

∣

∣

∣

, x (0)
− = d ln

∣

∣

∣

∣

chµ
c0 ch τ sin ε

∣

∣

∣

∣

,

s (0)
+ = − arg

(

ch τ sin ε
c0 ch µ

)

, s (0)
= = arg

(

c∗
0 ch τ sin ε
chµ∗

)

.

Предельному решению (62) соответствует типичный
солитон безграничного ферримагнетика [9,11]. Его мож-
но трактовать как связанное состояние двух простран-
ственно локализованных волн намагниченности, распро-
страняющихся по подрешеткам ферримагнетика. Из-за
неэквивалентности подрешеток, в области образования
солитона нескомпенсированная намагниченность совер-
шает неоднородную круговую прецессию вокруг оси Oz .
Волна прецессии с частотой ω и волновым числом k
зарождается у одного края солитона, распространяется
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по его ядру и исчезает у противоположного края. В со-
путствующих солитону системах отсчета в его центре,
где y± = 0, имеем:

(l3)± = − cos(2ε),

(l1 + il2)± = −i sin(2ε) exp
[

−i(�t ± kx (0)
± + s (0)

± )
]

. (63)

Здесь � = ω + kV — частота внутренней прецесии в
системе отсчета, связанной с солитоном. При ε → ±π/2
отклонения вектора l от равновесного положения
l = (0, 0, 1) уменьшаются, а протяженность солитона
увеличивается. В этом пределе в лабораторной систе-
ме отсчета возбуждение (62) похоже на

”
обрезанную“

спиновую волну линейной теории с волновым числом
k = ∓ ch τ / sh2 τ и законом дисперсии:

ω(k) = sh−2 τ =

√
1 + 4k2 − 1

2
.

В общем случае, единственным результатом взаимо-
действия солитона с границей образца при его удалении
от поверхности являются сдвиг центра солитона на
величину 1x = 2d ln |c0| и изменение начальной фазы
его прецессии:

1s = 2kd ln

∣

∣

∣

∣

chµ
ch τ sin ε

∣

∣

∣

∣

+ arg
ch µ∗

ch µ
.

В глубине образца солитоны (62) могут быть и непо-
движными. Их скорость V → 0 при ε → 0, x (0)

± = const,

s (0)
± = const. Между тем, локализация частицеподобного
образования (59)−(61) около границы образца невоз-
можна, т. к. в формулах (59), (60) множитель f обра-
щается в нуль при ε = 0.
При столкновении солитона с краем образца в момент

времени t0 = −(d/V ) ln |c0| его центр совпадает с грани-
цей x = 0 образца, а векторное поле l(x , t0) на полуоси
0 < x < ∞ описывается формулами (59), где

g =
2 exp(−2d−1x)

sh2 τ + sin2 ε

(

ch2 τ (tg2 ε−1) + (sh2 τ + cos2 ε)

× [sh2(d−1x) tg2 ε cth2 τ + sin2(kx)]
)

,

f = −2i tg ε cth τ exp[−2d−1x + i(ωt0 − arg c0)]

sh2 τ + sin2 ε

×
[

sh(2τ ) cos(kx) ch(d−1x) + sin(2ε) sin(kx) sh(d−1x)
]

.

На границе x = 0 образца при t = t0 имеем:

l3 = cos(4ε), l1 + il2 = −i sin(4ε) exp[−i(ωt − arg c0)].
(64)

Сравнение формул (63), (64) показывает, что вблизи
поверхности ядро солитона основательно изменяется.
Так при значениях ε = π/4 в центре солитона в глубине
образца компонента l3 = 0, а в момент столкновения с
поверхностью: l3 = −1.

x

1

V

0

l3 a

cos(4 )e

–cos(2 )e
–1

x0

x

1

V

0

l3 b

cos(4 )e
–cos(2 )e

–1

x0

x

1

V
0

l3 c

cos(4 )e

–cos(2 )e

–1

x

l3

1

0

–cos(2 )e

cos(4 )e

V

d

Рис. 2. Зависимость компоненты l3 солитона от координаты
в момент столкновения с поверхностью образца (сплошная
линия) и на больших расстояниях от поверхности при V > 0
(0 < ε < π/2) t → +∞ (штриховая линия): а) 0 < ε ≤ π/8,
b) π/8 < ε ≤ π/4, c) π/4 < ε ≤ 3π/8, d) 3π/8 < ε ≤ π/2.

Процессы перемагничивания поверхностных слоев
материала в ходе отражения солитона сопровождаются
приграничным всплеском намагниченности продолжи-
тельностью порядка 1x/V . Сценарии изменения пара-
метра порядка l(x , t) существенно зависят от значений ε

(рис. 2). При 0 < |ε| < π/4 в момент столкновения
с поверхностью компонента l3 достигает глобального
минимума l3 = −1 вблизи края образца в некоторой точ-
ке x0, определяемой условием: g(x0, t0) = 0. Отметим,
что на рис. 2, а, b: cos(4ε) = 0 при ε = π/8; на рис. 2, b
значения cos(4ε) и − cos(2ε) совпадают при ε = π/6, а
на рис. 2, b, c при ε = π/4: cos(4ε) = −1. В интервале
0 < ε < π/2 размер солитона увеличивается с ростом ε.
Протяженному малоамплитудному солитону соответ-
ствует рис. 2, d.
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6. Заключение

В данной работе найдены новые солитонные со-
стояния существенно нелинейной модели полуограни-
ченного ферримагнетика с двумя кристаллографически
неэквивалентными подрешетками. Учитывались гранич-
ные условия, отвечающие отсутствию закрепления по-
верхностных спинов. Показано, что любое начальное
возбуждение ферримагнетика можно описать в терминах
идеального газа солитонов и квазичастиц непрерывно-
го спектра спиновых волн. Спектральное разложение
энергии полуограниченного ферримагнетика представ-
ляет сумму независимых вкладов от сильно нелинейных
нормальных мод — солитонов и магнонов из двух вет-
вей спектра диспергирующих волн. Дискретные частоты
внутренней прецессии солитонов лежат вне области
непрерывного спектра спиновых волн. Установлено, что
ядра солитонов не являются жесткими образования-
ми. При взаимодействии с поверхностью образца они
претерпевают существенные изменения, которые со-
провождаются перемагничиванием поверхностных слоев
материала. Поэтому полученные нами частицеподобные
возбуждения невозможно описать известными ранее
пертурбативными методами для солитонов неограничен-
ной среды. Таковые предполагают малость изменений
структуры и свойств солитонов под действием возму-
щений. После отражения от поверхности по мере про-
движения вглубь образца полученные частицеподобные
возбуждения принимают стационарную форму, харак-
терную для прецессионных солитонов неограниченного
ферримагнетика [9–11].
Вычислены изменения положения и сдвиг начальной

фазы внутренних колебаний солитона после его отраже-
ния от края образца.
Актуально экспериментальное подтверждение упруго-

го отражения солитонов от границы образца и наблю-
дение процессов перемагничивания пограничных слоев
среды в ходе столкновения солитона с поверхностью.
Полученные результаты следует учитывать при вы-

боре стратегии моделирования солитонных режимов в
реальных образцах конечных размеров. Они полезны для
верификации численных расчетов. Могут служить осно-
вой планирования новых экспериментов по изучению
нелинейной динамики ограниченных ферримагнетиков
при сильных внешних воздействиях.
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