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Показано, что из делокализационного критерия плавления можно рассчитать отношение Линдеманна (L)
для классических кристаллов, т. е. у которых температура плавления (Tm) больше температуры Дебая (2):
Tm/2 > 1.5. При этом, для классических однокомпонентных кристаллов величина L определяется только

структурой кристалла. Расчеты для различных структур классических кристаллов показали хорошее

согласие с оценками других авторов. Получено обобщение отношения Линдеманна на случай квантовых

однокомпонентных кристаллов, т. е. для которых Tm/2 < 0.4. Показано, что для квантовых кристаллов

отношение Линдеманна определяется не только структурой кристалла, но и функцией 2/Tm . Поэтому при

переходе из классической в квантовую область функция Tm(2) изменяет свою функциональную зависимость,

а величина L становится зависимой от давления и от размера в случае нанокристалла. Показано, что

для квантовых кристаллов величина L уменьшается с ростом давления вдоль линии плавления. Для

квантовых нанокристаллов величина L возрастает при изобарном уменьшении размера нанокристалла.

При этом размерное увеличение отношения Линдеманна тем больше, чем заметнее форма квантового

нанокристалла отклонена от энергетически оптимальной формы. Получено обобщение делокализационного

критерия плавления на случай квантовых однокомпонентных кристаллов.
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1. Введение

В связи с тем, что теории фазового перехода (ФП)
кристалл–жидкость (К−Ж) пока нет (как нет и тео-

рии жидкого состояния), то для расчета свойств кри-

сталла при плавлении используются различные фено-

менологические критерии [1–3]. Наиболее используе-

мым из них является критерий плавления Линдеманна

(the Lindemann melting criterion), который утвержда-

ет [4,5] следующее: среднеквадратичное отклонение ато-

ма 〈u2〉1/2 в кристалле отнесенное к расстоянию между

центрами ближайших атомов (c) при температуре плав-

ления (Tm) однокомпонентного кристалла есть величина

постоянная.

Линдеманн полагал, что при Tm отношение 〈u2〉1/2/c
постоянно для всех однокомпонентных кристаллов. Од-

нако Гилварри (Gilvarry) на основе теории Дебая–
Валлера (Debye–Waller theory) показал, что отношение

Линдеманна (Lindemann ratio) является постоянным

только для кристаллов с одинаковой структурой [5]. По

оценкам Гилварри для металлов с гранецентрированной

кубической (ГЦК, f cc), гексагональной плотноупако-

ванной (ГПУ, hc p), и объемно-центрированной кубиче-

ской (ОЦК, bcc) структурой отношение Линдеманна при

низком давлении (P = 0) равно [6]:

L=

(

〈u2〉1/2

c

)

Tm

=0.11( f cc), 0.09(hc p), 0.13(bcc). (1)

После Гилварри были предложены различные методы

для оценки величины L. В работах различных авторов

были получены величины L, которые несколько отлича-

ются от значений (1). Результаты некоторых работ по

оценке величины L представлены в табл. 1, где в первом

столбце указан автор–год и метод расчета, а в последнем

столбце указана ссылка на статью этого автора.

Недавно в работе [10], используя экспериментальные

данные для отношения Tm/2
2, была изучена зависимость

величины L от положения металла в группе Периоди-

ческой Таблицы элементов (Periodic table of elements).
Здесь 2 — температура Дебая. В работе [10] было

получено среднее значение L для 12 групп металлов.

Оно находится в интервале:

L = 0.07 (группа 9 : hc p-Co, f cc-Rh, Ir)

−0.139 (группа 1 : bcc-Li, Na, K, Rb, Cs).

Таким образом, в зависимости от используемого ме-

тода расчета величины 〈u2〉, значение L для металлов

может изменяться в широких пределах: от 0.07 до 0.183.

Для четырех ГЦК кристаллов инертных газов отноше-

ние Линдеманна изучалось во многих работах различ-

ными методами. Это связано с тем, что атомы инерт-

ных газов имеют заполненную внешнюю электронную

оболочку, т. е. являются электронейтральными и сфе-

рически симметричными. Значения L из работ [11–16]
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Таблица 1. Отношение Линдеманна при Tm(P = 0) для металлов из работ [7-9]

Authors–year
f cc hc p bcc Ref.

Method

Shapiro–1970
0.071 0.113 [7]

Lattice dynamics method

Cho–1982
0.09659−0.1183 0.06886−0.08433 0.1210−0.1483 [8]

Method of harmonic atoms vibration

Matsuura et al.−2010
0.172 0.183 [9]

Nearly free electron model

Таблица 2. Отношение Линдеманна при Tm(P = 0) для ГЦК кристаллов Ne, Ar, Kr, и Xe

Crystal
Goldman–1969 Gupta–1973 Crawford–1977 Singh& Mohazzabi& Batsanov–2009

[11] [12] [13] Neb–1984 [14] Behroozi–1987 [15] [16]

Ne 0.156−0.155 0.109−0.105 0.1446 0.127 0.202 0.148 0.113−0.114

Ar 0.130−0.128 0.101−0.097 0.1149 0.113 0.151 0.122 0.103−0.132

Kr 0.127−0.126 0.100−0.096 0.1129 0.115 0.142 0.110 0.103−0.125

Xe 0.125−0.122 0.099−0.095 0.0992 0.114 0.142 0.106 0.102−0.133

Method Quasi- Anharmonic Quasi- From With account By Einstein By

harmonic (b = 12)−(b = 13) harmonic entropy data three-body model and thermodynamic

(b = 12)−(b = 13) approximation interactions potential data and own

a = 6 и b = 12 model

представлены в табл. 2. В первой строке указан автор–
год и ссылка на статью, а в нижней строке указан метод

расчета величины L.
В работе [11] был использован метод динамики

решетки для атомов, взаимодействующих посредством

парного 4-х параметрического потенциала Ми–Леннард-
Джонса, который имеет вид:

φ(r) =
D

(b − a)

[

a
(r0

r

)b
− b

( r0
r

)a
]

, (2)

где D и r0 — глубина и координата минимума потенци-

ала, b > a > 1 — параметры.

Для расчетов величины 〈u2〉 в работе [11] было

использовано приближения
”
взаимодействия только бли-

жайших соседей“, а расчеты были проведены как в ква-

зигармоническом приближении (первый столбец), так

и с учетом ангармонизма колебаний атомов (второй
столбец). При этом степени потенциала (2) брали

следующие: a = 6, b = 12 (первое значение в строке)
и a = 6, b = 13 (второе значение в строке). В ра-

боте [12] использовалось квазигармоническое прибли-

жение, межатомный потенциал брали в виде функции

Букингема (Buckingham), и учитывали взаимодействие

до 12-й координационной сферы. В статье [14] был

проведен учет трехчастичного взаимодействия атомов.

В работе [15] величина 〈u2〉 была рассчитана из формы

потенциала (2) с степенями a = 6 и b = 12, а колебания

атомов учитывали по модели Эйнштейна. В статье [16]
для расчета величины 〈u2〉 был разработан свой термоди-

намический метод. Как видно из табл. 2 во всех методах

расчета из работ [11–18] величина L возрастает при

уменьшении массы атома, т. е. при усилении квантовых

эффектов в энергетике кристалла, как это и отмечалось

в статьях [17,18].

Заметим, что критерий (1) был первоначально при-

менен в работах [4–6] для классических однокомпонент-

ных кристаллов (металлов и полупроводников), т. е. у
которых температура плавления много больше темпе-

ратуры Дебая: Tm > 2. Именно при изучении плавле-

ния классических кристаллов критерий Линдеманна (1)
показал хорошие результаты для веществ c различной

структурой, при различных давлениях (P), как для

макро-, так и для нанокристаллов [1–3]. Однако для

плавления квантовых кристаллов, у которых Tm < 2,

критерий Линдеманна (1) оказался не применим, как на

это было указано в работах [16–20]. Поэтому в данной

работе получено сравнительно простое выражение для

отношения Линдеманна, которое применимо как для

классических (типа металлов), так и для квантовых

кристаллов (типа 4He и 3He) при различных давлениях.

Метод расчета

В наших работах [21,22] был предложен делокализа-

ционный критерий ФП К−Ж, согласно которому ФП

К−Ж (в прямом, и в обратном направлении) начинается,
когда доля делокализованных атомов (Nd) достигнет

определенной величины от общего числа атомов в
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системе (N):

xd(s − l) =
Nd(s − l)

N
∼= 10−2. (3)

Здесь s − l означает, что данная величина относится

к области перехода твердое (s)−жидкое (l), как в

прямом, так и в обратном направлении. В работах [21,22]
было показано, что делокализационный критерий ФП

К−Ж (3) применим как к плавлению, так и к кри-

сталлизации, а в работах [23,24] было показано, что

критерий (3) также применим и к переходу жидкость–
стекло.

Для определения функции xd(P, T ) допустим, что

атомы в системе могут находиться в двух состояниях: в

локализованном и в делокализованном. В локализован-

ном состоянии атом локализован в ячейке, образованной

ближайшими соседями, и имеет только колебательные

степени свободы. В делокализованном состоянии атому

доступен весь объем системы V , и атом имеет только

трансляционные степени свободы. Как было показано в

работах [21,22,25], доля делокализованных атомов, при

данных температуре (T ) и удельном объеме (v = V/N)
описывается выражением:

xd(v, T ) =
Nd(v, T )

N
=

2

π1/2

∞
∫

Ed/(kBT )

t1/2 exp(−t)dt, (4)

где Ed — это энергия необходимая для перехода атома

из локализованного в делокализованное состояние, kB —

постоянная Больцмана.

Формула (4) есть следствие того, что число делока-

лизованных атомов имеющих кинетическую энергию из

определенного интервала значений подчиняется распре-

делению Максвелла–Больцмана, которое справедливо

не только для газа, но и для жидкой, аморфной и

кристаллической фазы [26,27].
Используя для колебательного спектра кристалла мо-

дель Эйнштейна, для энергии делокализации атома было

получено следующее выражение [21,22,25]:

Ed =

(

3

8π2

)

m

(

3ckB2

4~k1/3
p

)2

f y (yw). (5)

Здесь ~ — постоянная Планка, m — масса атома,

c = [6k pV/(πN)]1/3 — расстояние между центрами бли-

жайших ячеек, 2 — температура Дебая, k p — коэффи-

циент упаковки структуры из N сферических ячеек.

Функция f y (yw) появляется в (5) из-за учета кван-

товых эффектов, и для кристалла с колебательным

спектром по модели Эйнштейна она имеет вид [25]:

f y (yw) =
2

yw

[1− exp(−yw)]

[1 + exp(−yw)]
, yw =

32

4T
. (6)

Отметим, что если мы будем использовать модель

Дебая, то вместо функции (6) будет функция вида [25]:

f yD(yD) =

[

yD

4
+ Dn=1(yD)

]

−1

, yD =
2

T
,

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
0

0.2

0.4
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0.8
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fyD

fy

T/Θ

f
, 
f

yD
y

Рис. 1. Зависимость функций f y (сплошная линия) и f yD

(пунктирная линия) от относительной температуры T/2.

где n-мерная функция Дебая определена выражением:

Dn(yD) =
n

yn
D

yD
∫

0

tn

exp(t) − 1
dt.

На рис. 1 показана зависимость функций f y (сплош-

ная линия) и f yD (пунктирная линия), от относитель-

ной температуры T/2 = 3/(4yw). В связи с тем, что

при получении функции Ed из (5) мы использовали

модель Эйнштейна, то далее мы будем использовать

формулу (6). Легко видеть, что при T/2 > 1.5 можно

принять: f y (T/2 > 1.5) ∼= 1. Эту область температур

мы будем называть классической. При T/2 < 0.4 для

функции f y (yw) можно принять линейную зависимость:

f y (T/θ < 0.4) ∼= 8T/(32). Эту область температур мы

далее будем называть квантовой.

Так как делокализационный критерий ФП К−Ж (3)
был получен в работах [21,22] для классических кристал-
лов (для которых f y (Tm/2 > 1.5) ∼= 1), то из (3)−(5)
следует, что при плавлении классического кристалла

выполняется:

Ed

kBTm
=

( 3

8π2

)kBm
Tm

( 3c2

4~k1/3
p

)2
∼= 5.672. (7)

Из формулы (7) следует соотношение, которое функ-

ционально согласуется с зависимостью, получаемой из

критерия Линдеманна:

Tm =
( 3

8π2

) kBm
5.672

( 3c2

4~k1/3
p

)2

= L2
E kB

m
3

(3c2
4π

)2

. (8)

Из (8) видно, что согласно критерию (3) отношение

Линдеманна для классических кристаллов (у которых

Tm > 1.52) с колебательным спектром по модели Эйн-

штейна определяется выражением:

LE(Tm > 1.52) =
( 9

8π25.672

)1/2 1

k1/3
p

=
0.1418

k1/3
p

. (9)
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Из (9) видно, что для классических кристаллов значе-

ние LE определяется только структурой кристалла и не

зависит от давления или от размера нанокристалла.

Для обобщения (9) на случай квантового кристалла

сопоставим формулы для энергии (ε) и среднеквадратич-

ного смещения классического и квантового n-мерного
гармонического осциллятора:

εcl = εqn(Tm > 1.52) = nkBTm, εqn =
εcl

f y (yw)
,

〈u2〉cl = 〈u2〉qn(Tm > 1.52), 〈u2〉qn =
〈u2〉cl

f y (yw)
. (10)

Из формул (10) видно, что для обобщения форму-

лы (9) на случай квантового кристалла можно принять

выражение вида:

LE(Tm) =
0.1418

k1/3
p [ f y (yw)]1/2

. (11)

Исходя из (11), формулы для делокализационного

критерия ФП К−Ж (4) и (7) и для температуры плав-

ления (8) можно обобщить на случай произвольного

значения Tm/2 в следующем виде:

xd(v, Tm) =
Nd(v, Tm)

N
=

2

π1/2

∞
∫

5.672[ f y (yw)]2

t1/2 exp(−t)dt,

Ed

kBTm
=

( 3

8π2

)kBm
Tm

( 3c2

4~k1/3
p

)2

f y (yw) ∼= 5.672[ f y (yw)]2,

Tm =
( 3

8π2

) kBm
5.672 f y (yw)

(

3c2

4~k1/3
p

)2

= 0.003768
kBm

f y (yw)

(

c2

~k1/3
p

)2

. (12)

В квантовой области, т. е. при Tm < 0.42, где выполня-

ется: f y (Tm/2 < 0.4) ∼= 8Tm/(32), формулы (12) можно

упростить к виду:

xd(v, Tm) =
Nd(v, Tm)

N
=

2

π1/2

∞
∫

40.334(Tm/2)2

t1/2 exp(−t)dt,

Ed

kBTm

∼= 5.672
(8Tm

32

)2

= 40.334
(Tm

2

)2

, (13)

LE(Tm < 0.42) ∼=
0.1418

k1/3
p

( 32

8Tm

)1/2

=
0.0868

k1/3
p

( 2

Tm

)1/2

,

Tm =

[

( 3

8π2

) kBm
5.672

( 3c2

4~k1/3
p

)2 32

8

]1/2

= 0.03759
c2

~k1/3
p

(mkB2)1/2.

Из формул (11)−(13) можно сделать следующие вы-

воды.

1) Для квантовых кристаллов величина

LE(Tm < 0.42) определяется не только структурой

кристалла, но также зависит от отношения 2/Tm.

2) При переходе из классической в квантовую область

функция Tm изменяет свою функциональную зависи-

мость: при Tm > 1.52 выполняется Tm ∼ (c2)2, при

Tm < 0.42 выполняется Tm ∼ c23/2.

3) Если выполняется: Tm/2 = 0, то все атомы кванто-

вого кристалла при температуре плавления находятся в

делокализованном состоянии.

Как было показано в работах [28,29] функция 2 умень-

шаются при изобарном уменьшении размера нанокри-

сталла тем больше, чем заметнее форма нанокристалла

отклонена от энергетически оптимальной формы. Поэто-

му функция Tm/2 ∼ c21/2 также будет уменьшаться при

уменьшении размера квантового нанокристалла. Таким

образом из (13) следует, что для квантовых кристаллов

величина LE возрастает при изобарном уменьшении

размера нанокристалла тем больше, чем заметнее форма

нанокристалла отклонена от энергетически оптимальной

формы. Это согласуется с результатами работы [18],
в которой диффузионным методом Монте Карло было

показано, что отношение Линдеманна возрастает при

уменьшении размера наночастицы. Заметим, что в ра-

боте [30] нами было показано, что делокализационный

критерий ФП К−Ж (3) справедлив и для наночастицы:

и для плавления нанокристалла, и для кристаллизации

нанокапли. Поэтому полученные на основе критерий (3)
формулы применимы и к нанокристаллу.

Для оценки корректности полученных для LE фор-

мул (11) и (13) мы рассчитали значение LE(Tm) как

для классических, так и для квантовых кристаллов и

сопоставили результаты с оценками других авторов.

2. Результаты расчетов

2.1. Классические кристаллы

В табл. 3 показаны рассчитанные по формуле (9)
значения отношения Линдеманна для классических кри-

сталлов с колебательным спектром по модели Эйнштей-

на. Расчеты проведены для следующих структур:

1) гранецентрированная кубическая (ГЦК, face-cen-

tered-cubic, f cc) и гексагональная плотноупакованная

(ГПУ, hexagonal-closed-packed, hcp) структуры,

2) объемно-центрированная кубическая (ОЦК, body-

centered-cubic, bcc) структура,

3) простая кубическая структура (ПКС, simple cubic

structure, scs),
4) алмазная кубическая структура (АКС, diamond

cubic structure, dcs).
5) для двух аморфных упаковок: плотной (АПУ,

dense amorphous packing, da p) и рыхлой (АРУ, loose

amorphous packing, la p). Параметры для АПУ и АРУ

структур были определены нами в работе [31]. Как
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Таблица 3. Значения отношения Линдеманна для классиче-

ских кристаллов: kn и k p — первое координационное число и

коэффициент упаковки структуры

Structure kn k p LE

ГЦК ( f cc) и ГПУ (hc p) структуры 12 0.7405 0.1567

ОЦК структура (bcc) 8 0.6802 0.1612

Плотная аморфная упаковка (da p) 6.2793 0.62370 0.1660

Простая кубическая структура (scs) 6 0.5236 0.1759

Рыхлая аморфная упаковка (la p) 6.2793 0.45556 0.1843

Алмазная кубическая структура (dcs) 4 0.3401 0.2031

было показано в [31], в области: 5.855 ≤ kn ≤ 6.2793 и

0.4 ≤ k p ≤ 0.6237, одному значению первого координа-

ционного числа kn соответствуют два или три значения

коэффициента упаковки k p . Поэтому эта структурная

область была определена в работе [31], как область

”
случайной упаковки“ (the

”
random packing“ area).

Из табл. 3 видно, что полученные нами значения

LE для ГЦК и ОЦК структур несколько больше ре-

зультатов из работ [6–8], и меньше результатов ра-

боты [9], которые представлены в табл. 1. Результаты

расчетов представленные в табл. 3 хорошо согласу-

ются с оценками для ГЦК, ГПУ и ОЦК металлов,

которые были получены в работе [16]. Наши рас-

четы величины LE для алмазной структуры хорошо

согласуются с расчетами отношения Линдеманна для

кремния (Si) и германия (Ge), полученными методом

теории возмущения с локальным псевдопотенциалом

Гейне–Абаренкова (Heine–Abarenkov pseudopotential) в

работе [32]: L(Si) = 0.272 ± 0.03, L(Ge) = 0.249± 0.03.

Также наши результаты согласуются с результатами,

полученными для нанокристаллов кремния методом мо-

лекулярной динамики:

L (Si with Stillinger-Weber potential)= 0.19 [33],
L (Si with Stillinger-Weber potential)= 0.35−0.39 for the

heating rates of (5.625−5.113) · 1011 K/s [34],

dcs
lap

 scs
dap
bcc
fcc
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Рис. 2. Зависимость функции LE(Tm/2) для структур из

табл. 3.

L (Si with Tersoff-Agrawal-Raff-Komanduri potential)=
= 0.2 [35].
Наши расчеты LE для плотной аморфной упа-

ковки (da p) также согласуются с оценками па-

раметра Линдеманна для размягчения неорганиче-

ских стекол, которые были получены в работе [24]:
L(Glass–Liquids) = 0.11−0.15.

Изменение функции LE(Tm/2) для классической и

квантовой области температур было рассчитано по фор-

муле (11). Результат расчета для различных структур

из табл. 3 показано на рис. 2. Видно, что для класси-

ческой (Tm/2 > 1.5), и для квантовой (при Tm/2 < 0.4)
области температур функция LE имеет различные зави-

симости, для которых можно использовать следующие
асимптотические выражения:

LE(Tm)=
0.1418

k1/3
p [ f y (yw)]1/2

∼=
0.1418

k1/3
p



















1−
ym

4
=1−

32

16Tm
, for

Tm

2
> 1.5

(ym

2

)1/2

=
( 32

8Tm

)1/2

, for
Tm

2
< 0.4

.

2.2. Кристаллы инертных газов

В группе ГЦК-кристаллов инертных газов осуществ-

ляется переход от кристалла классического типа (Kr
and Xe) к кристаллу квантового типа (Ne). Поэтому

величину LE для этих кристаллов мы рассчитывали по

формуле (11). В табл. 4 представлены экспериментально

определенные для кристаллов инертных газов при атмо-

сферном давлении (P = 1 bar) температура плавления и

температура Дебая, а также рассчитанные по ним с по-

мощью формулы (11) значения отношения Линдеманна
для кристаллов с колебательным спектром по модели

Эйнштейна. В каждой строке верхние значения взяты из

работы [36], а нижние из статьи [37].
Из табл. 4 видно, что наши расчеты хорошо согласу-

ются с результатами из работы [14], но несколько пре-

вышают оценки других авторов, которые представлены

в табл. 2.

Таблица 4. Экспериментальные данные для ГЦК-кристаллов

инертных газов при P = 1 bar и рассчитанные по ним и по

формуле (11) значения отношения Линдеманна

Crystal m, a.m.u. Tm, K 2, K Ref. Tm/2 LE

Ne 20.18 24.56 66.6 [36] 0.369 0.1802

24.57 74.6 [37] 0.329 0.1854

Ar 39.95 83.81 93.3 [36] 0.8983 0.1611

83.78 93.3 [37] 0.8980 0.1611

Kr 83.30 115.78 71.7 [36] 1.615 0.1581

115.95 71.7 [37] 1.617 0.1581

Xe 131.3 161.37 55.0 [36] 2.934 0.1571

161.36 64.0 [37] 2.521 0.1573
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Таблица 5. Экспериментальные данные определенные при

различных давлениях для ГПУ-кристаллов изотопов водорода

и рассчитанные по ним и по формуле (11) значения отношения

Линдеманна

Crystal P, bar Tm, K 2, K Tm/2 LE

p-H2 1 13.96 [37] 118.0 [38] 0.1183 0.2795

400 25 [39,40] 122.9 [39] 0.2034 0.2182

151.1 [40] 0.1655 0.2384

o-D2 1 18.72 [33] 114.0 [38] 0.1642 0.2393

200 25 [35,36] 91.2 [39] 0.2741 0.1956

109.0 [40] 0.2294 0.2081

2.3. Кристаллы из молекул изотопов водорода

В табл. 5 представлены экспериментально определен-

ные при различных давлениях температура плавления и

температура Дебая для молекулярных ГПУ-кристаллов

изотопов водорода: пара-водорода (para-hydrogen, p-H2,

m = 2.016 a.m.u.) и орто-дейтерия (ortho-deuterium, o-D2,

m = 4.028 a.m.u.). По этим данным с помощью фор-

мулы (11) были рассчитаны отношения Линдеманна

для кристаллов с колебательным спектром по модели

Эйнштейна. Из табл. 5 видно, что наши расчеты хорошо

согласуются с теоретическими и экспериментальными

оценками из работ [17–40,41,42], где было получено:

L(p-H2)
∼= 0.2.

В работе [40] были получены аппроксимации экспери-

ментальных барических зависимостей (до 19 kbar) для

температуры плавления и температуры Дебая в виде

уравнений следующего вида (здесь Tm и 2 в K, P в kbar):
для p-H2

Tm =

(

P + 0.2442

2.858 · 10−3

)1/1.724

, (14)

2 = 85.389 − 0.729Pm + 98.832P0.481
m ,

для o-D2

Tm =

(

P + 0.5431

3.66 · 10−3

)1/1.677

, (15)

2 = 74.65 + 65.298P0.476
m .

Используя зависимости (14) и (15), мы рассчитали

барическую зависимость функций Tm/2 и LE , кото-

рые представлены на рис. 3. Из данных зависимостей

видно, что с ростом давления отношение Линдеманна

для молекулярных ГПУ-кристаллов изотопов водорода

уменьшается.

2.4. Кристаллы изотопов гелия

Гелий имеет два стабильных изотопа 3He

(m = 3.016 a.m.u.) и 4He (m = 4.0026 a.m.u.). Экспе-

риментальные данные для кристаллов изотопов гелия с

ОЦК и ГПУ структурой из статей [43,44] представлены
в табл. 6, где V — это молярный объем кристалла,

2 4 6 8 10 12 14 16
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Рис. 3. Барическая зависимость отношения Tm/2 (пунктирные
линии, правая шкала) и функции LE (сплошные линии, левая

шкала). Нижняя сплошная кривая для LE и верхняя пунктирная

кривая для Tm/2 относятся к D2.

Tm(1) и Tm(2) это верхняя и нижняя температура

кристаллизации, 2 — температура Дебая при T = 0K.

Используя эти значения и формулу (13) были

рассчитаны отношения Линдеманна для кристаллов

с колебательным спектром по модели Эйнштейна,

которые представлены в табл. 6.

В теоретических работах других авторов было

показано, что для квантовых систем, таких как

гелий и электронный вигнеровский кристалл,

отношение Линдеманна должно быть не менее:

0.3 [19], 0.267 ± 0.0026 = 0.2644−0.2696 [45],
L(bcc-3He) = 0.368 и L(bcc-4He) = 0.292 [46].
В работе [41] методом Quantum Monte Carlo simulations

для ОЦК структур 3He при Tm = 0.65K и 4He

при Tm = 1.6K было получено: L(bcc-3He) = 0.344,

L(bcc-4He) = 0.291. В статье [47] было эксперименталь-

но измерено среднеквадратичное смещение атома в ГПУ

кристалле 4He при T = 0.7± 0.05. В работе [47] было

получено: L(hc p-4He) = 0.262 ± 0.006. Из табл. 6 видно,

что рассчитанная величина LE согласуется с оценками из

работ [19,41,45–47]. При уменьшении молярного объема

ОЦК или ГПУ кристалла гелия (т. е. с ростом давления)
величина отношения Линдеманна уменьшается. Из

табл. 6 также видно, что при верхней температуре

кристаллизации величина LE больше, чем при нижней.

Многие авторы (например, в рабо-

тах [17,18,36,37,46,48]) указывали на связь отношения

Линдеманна с параметром де Бура [49] (3), который

характеризует роль квантовых эффектов в энергетике

кристалла, и который имеет вид:

3 =
2π~

σ (mD)1/2
. (16)

Здесь σ — расстояние между атомами, при котором

парный межатомный потенциал (2) становится равным

нулю: ϕ(σ ) = 0.
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Таблица 6. Экспериментальные данные для кристаллов изотопов гелия с ОЦК и ГПУ структурой из статей [43,44] и рассчитанные

по ним значения LE

Кристалл V , cm3/mol Tm(1), K Tm(2), K 2, K Ref. Tm(1)/2 LE(1) Tm(2)/2 LE(2)

bcc -3He 23.80 1.276 0.898 20.10 [43] 0.0635 0.3917 0.0447 0.4668

20.18 2.874 2.417 28.99 [43] 0.0991 0.3135 0.0834 0.3418

hc p-3He 19.05 2.983 2.790 39.20 [43] 0.0761 0.3478 0.0712 0.3596

11.42 19.33 11.42 128.19 [43] 0.1508 0.2471 0.0891 0.3214

hc p-4He 12.23 16.78 14.23 95.50 [43] 0.1757 0.2289 0.1490 0.2486

12.21 14.12 16.85 84.0 [44] 0.1681 0.2340 0.2006 0.2143

21.04 2.27 1.45 24.2 [44] 0.0938 0.3133 0.0599 0.3920

Таблица 7. Рассчитанное отношение Линдеманна (из табл. 4 и 5) и параметр де Бура из работ [18,47,49]

Crystal m, a.m.u. LE(calc) 3B [49] de Boer–1948 3Z [47] Zucker–1961 3G [18] Guardiola–2011

3He 3.0160 3.04∗ 3.09 0.491∗

4He 4.0026 2.64 2.68 0.426

H2 2.016 0.2795 1.73 1.73 0.293

D2 4.028 0.2393 1.22 1.22 0.207

Ne 20.18 0.1802−0.1854 0.591 0.574 0.094

Ar 39.95 0.1611 0.187 0.184 0.029

Kr 83.3 0.1581 0.102 0.102 0.016

Xe 131.3 0.1571−0.1573 0.0636 0.062 0.010

Пр име ч а н и е . ∗ Рассчитано по формуле: 3(3He) = 3(4He)[m(4He)/m(3He)]1/2 = 1.1523(4He).

На рис. 4 показаны зависимости рассчитанного для

кристаллов изотопов водорода и инертных газов от-

ношения Линдеманна от параметра де Бура из ра-

бот [18,47,49], которые представлены в табл. 7. Из-за

использования различных значений функций, входящих

в (16), величина параметра де Бура в более поздних

работах отличается от той величины (3B), что была

представлена в работе [49]. Поэтому в табл. 7 наряду

с 3B представлены значения параметра де Бура из [47]
(3Z), и из [18] (3G).

Как видно из рис. 4 зависимость LE(3i) для кристал-

лов изотопов водорода и инертных газов с большим

коэффициентом корреляции (R) аппроксимируются ли-

нейной функцией следующего вида:

LE = 0.14829 + 0.073263B , R = 0.98323,

LE = 0.14856 + 0.073363Z , R = 0.98606,

LE = 0.14928 + 0.431623G , R = 0.98866. (17)

Расчеты по линейным аппроксимациям (7) для кри-

сталлов из изотопов гелия показали следующее:

из 3B получено:

LE(3He) = 0.3710, LE(4He) = 0.3417,

из 3Z получено:

LE(3He) = 0.3752, LE(4He) = 0.3452,
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Рис. 4. Зависимость рассчитанного отношения Линдеманна от

параметра де Бура из работ [18,47,49].

из 3G получено:

LE(3He) = 0.3612, LE(4He) = 0.3332.

Эти результаты подтверждают корректность как ре-

зультатов наших расчетов для кристаллов гелия из

табл. 6, так и корректность используемых формул (11)
и (13).
В заключение отметим, что влияние ангармонизма

колебаний атомов в кристалле на параметры плавления
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как классических [3,50–52], так и квантовых [20,53] кри-
сталлов незначительное. Именно поэтому использование

в данной работе модели независимых гармонических

осцилляторов Эйнштейна показало хорошие результаты.

Как было нами показано, плавление обусловлено делока-

лизацией определенной доли атомов как макро- [21,22],
так и нанокристалла [29,30].

3. Заключение

Исходя из делокализационного критерия ФП К−Ж и

модели кристалла Эйнштейна предложен сравнительно

простой метод расчета отношения Линдеманна, который

может быть применим как к классическим, так и к

квантовым кристаллам.

Показано, что для однокомпонентных классических

кристаллов (у которых Tm/2 > 1.5) отношение Линде-

манна определяется только структурой кристалла. Рас-

четы для различных структур классических кристаллов

показали хорошее согласие с оценками других авторов.

Показано, что для квантовых однокомпонентных кри-

сталлов (у которых Tm/2 < 0.4) отношение Линдеманна

определяется как структурой кристалла, так и функ-

цией 2/Tm. Это приводит к тому, что для квантовых

кристаллов отношение Линдеманна уменьшается с ро-

стом давления вдоль линии плавления. Для кванто-

вых нанокристаллов отношение Линдеманна возрастает

при изобарном уменьшении размера нанокристалла тем

больше, чем заметнее форма нанокристалла отклонена

от энергетически оптимальной формы.

При переходе из классической в квантовую область

функция Tm(c, 2) изменяет свою функциональную зави-

симость. Поэтому использование критерия Линдеманна

для изучения плавления квантовых кристаллов (как это

пытались сделать в работе [20] при изучении плавления

атомарного металлического водорода) показало некор-

ректные результаты.

Получено обобщение делокализационного критерия

плавления на случай квантовых однокомпонентных кри-

сталлов. Показано, что если выполняется: Tm/2 = 0,

то все атомы квантового кристалла при температуре

плавления находятся в делокализованном состоянии.
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