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Квазилинейная модификация функции распределения ионов
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Получено квазилинейное уравнение, которое описывает эволюцию функции распределения ионов под

действием ионных бернштейновских волн промежуточного диапазона частот. Показано, что квазилинейное

уравнение может быть приближенно сведено к одномерному уравнению в пространстве поперечных скоро-

стей ионов, причем коэффициент диффузии пропорционален мощности, поглощаемой при взаимодействии

частиц с волнами.
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В экспериментах по электронному циклотронному

резонансному нагреву в тороидальных установках маг-

нитного удержания плазмы обнаружен ряд аномаль-

ных явлений, сопровождающих распространение мощ-

ных пучков СВЧ-волн. Среди них можно отметить

появление групп ускоренных ионов [1,2], для которых

отсутствуют линейные механизмы взаимодействия с

СВЧ-волнами. Однако это явление может быть объясне-

но как следствие низкопорогового распада СВЧ-волны

на две верхнегибридные волны [3]. Насыщение первич-

ной неустойчивости происходит за счет каскада распадов

первичных дочерних волн, причем на каждом шаге

возбуждаются высокочастотная верхнегибридная волна

и низкочастотная ионная бернштейновская (ИБ) волна.

Возбуждение именно этих дочерних волн было подтвер-

ждено в результате моделирования двухплазмонного

параметрического распада СВЧ-волны необыкновенной

поляризации методом частиц в ячейках (particle-in-sell,
PIC) [4]. Взаимодействие дочерних ИБ-волн с ионами

может объяснить эффект генерации групп ускоренных

ионов при электронном циклотронном резонансном на-

греве. Для количественной оценки результата взаимо-

действия волна−частица требуется анализ квазилиней-

ной эволюции функции распределения ионов. В на-

стоящей работе мы приводим вывод квазилинейного

уравнения, описывающего эволюцию ионной функции

распределения. Учтен эффект центробежного и гради-

ентного дрейфа ионов в присутствии неоднородного маг-

нитного поля, имеющего конечную кривизну силовых

линий. Пренебрегается эффектом шира магнитного по-

ля, который в результате перепроектирования приводит

к появлению продольной компоненты волнового вектора

волны. Однако этот эффект является более слабым, чем

рассмотренный в настоящей работе, если выполняется

условие 1xd/(ρi q) < 1, где q — запас устойчивости,

ρi = v ti/ωci — ионный ларморовский радиус, v ti —

ионная тепловая скорость, ωci — ионная циклотронная

частота, 1xd — пространственный размер области, где в

результате каскада распадов возбуждается ИБ-волна.

Рассмотрим локальное кинетическое уравнение для

бесстолкновительной плазмы в неоднородном магнит-

ном поле B = B(x)ez , которое описывает функцию рас-

пределения

(

∂

∂t
+ v j

∂

∂x j
+ vdi, j

∂

∂x j
+

Ze
mi

(

E j + e jklvkB l

) ∂

∂v j

+ ωci e jkzvk
∂

∂v j

)

f i = 0, (1)

где по повторяющимся индексам подразумевает-

ся суммирование, e jkz — полностью антисиммет-

ричный единичный тензор, Ze — заряд иона,

vdi = ey(v
2
⊥ + 2v2z )/(Rωci) — дрейфовая скорость ионов,

R — радиус кривизны магнитной силовой линии (боль-
шой радиус установки). Уравнение (1) записано в произ-

вольной системе координат. Если для описания волны

более удобной является декартова система координат

(x , y , z ), то для описания движения частицы в маг-

нитном поле адекватной является цилиндрическая си-

стема координат (v⊥, θ, vz ), где θ — азимутальный

угол. Связь между поперечными компонентами скорости

в обеих системах координат задается соотношениями

vx = v⊥ cos θ и vy = v⊥ sin θ. Далее будем искать ре-

шение уравнения (1) в виде разложения в ряд Тейлора

по амплитуде волны f i = n̄ f 0 + f (1), где n̄ — фоновая

плотность, f 0(v⊥, vz ) — не зависящая от гироугла θ

функция распределения ионов, f (1) — линейная по-

правка к функции распределения, частота ω ≫ ωci и

поперечное волновое число q⊥ ≫ 1/ρi которой
”
навя-

заны“ электрическим полем ИБ-волны с амплитудой A0,
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распространяющейся строго поперек магнитного поля

E =
A

2
exp(iq · r− iωt) + c.c. (2)

Волновой вектор, который имеет компоненты

q = (qx , qy , 0), является решением дисперсионного

уравнения для продольных (ИБ) волн. Амплитуда

электрического поля ИБ-волны имеет компоненты

A = −i(qx , qy , 0)A0. Подставим это разложение для

функции распределения неравновесной плазмы в

уравнение (1) и, выделяя члены первого и второго

порядка по амплитуде электрического поля, получим

уравнения для линейных поправок к функции

распределения

(

−iα + iλ cos(θ − ψ) − ∂

∂θ

)

f (1) = − n̄Ze
2miωci

A
∂ f 0

∂v
, (3)

где α = (ω − ωdi)/ωci , ωdi = qyvdi , λ = q⊥v⊥/ωci ,

ψ = arctan(qy/qx). Интегрируя уравнение (3), получим

f (1) = i
n̄Ze

2miωci
A0 exp

(

iλ sin(θ − ψ) − iαθ
)

×
θ

∫

∞

dθ′ exp
(

iαθ′ − iλ sin(θ′ − ψ)
)

×
[

qx cos θ
′ ∂

∂v⊥
+ qy sin θ

′ ∂

∂v⊥

]

f 0(v⊥, vz ). (4)

Воспользуемся представлением

exp
(

−iλ sin(θ′ − ψ)
)

=

∞
∑

p=−∞

J p(λ) exp
(

−i p(θ′ − ψ)
)

,

где J p — функция Бесселя. С учетом

того, что qx = q⊥ cosψ, qy = q⊥ sinψ и

cosψ cos θ′ + sinψ sin θ′ = cos(θ′ − ψ) , интегрирование

по азимутальному углу в выражении (4) приводит к

следующему результату:

f (1) =c
q⊥A0

2B

∞
∑

p=−∞

exp
(

iλ sin(θ − ψ) − i p(θ − ψ)
)

α − p

× pJ p(λ)

λ

∂

∂v⊥
f 0. (5)

Используя (1), (2) и (5) , получим для стационарной ча-

сти функции распределения уравнения второго порядка

по амплитуде волны

∂

∂t
f 0 = − Ze

2mi

[

Ax

(

cos θ
∂

∂v⊥
− sin θ

∂

v⊥∂θ

)

+ Ay

(

sin θ
∂

∂v⊥
+ cos θ

∂

v⊥∂θ

)]

f (1)∗ + . . . . (6)

Интегрируя по азимутальному углу, в том числе по

частям, те члены, которые содержат производную по θ,

получим

∂

∂t
f 0 −

1

v⊥

∂

∂v⊥
v⊥D(v⊥, vz )

∂

∂v⊥
f 0 = 0, (7)

где D(v⊥, vz )=−c2 q2
⊥
|A0|

2

2B2

∞
∑

p=−∞
Im

(

1
α(v⊥,vz )−p

) p2J p(λ)
2

λ2
—

коэффициент квазилинейной диффузии. Используя под-

ход, предложенный в работе [5], легко показать, что бес-

конечная сумма произведений функций Бесселя равна

Im

( ∞
∑

m=−∞

m2J2
m(λ)

α − m

)

= πα2Jα(λ)
2Im

(

cot(πα)
)

= −α2Jα(λ)
2

∞
∑

l=−∞

δ(α − l). (8)

Примем во внимание, что параметры ИБ-волны в проме-

жуточном диапазоне частот удовлетворяют следующим

предельным соотношениям: λ ≫ 1 и ω/ωci ≫ 1, и вос-

пользуемся асимптотическим выражением для функции

Бесселя

Jα(λ) ≈
√

2

π

1
4
√
λ2 − α2

cos9,

где 9 =
√
λ2 − α2 − α arccos

(

α
λ

)

− π
4
≫ 1 [6]. Учитывая

быстроосциллирующий характер этих функций, выделим

неосциллирующую часть в выражении (8):

Jα(λ)
2 ≈ 1

π
√
λ2 − α2

H(λ − α),

H(λ − α) — функция Хевисайда. С учетом отмеченного

выше коэффициент квазилинейной диффузии имеет вид

D(v⊥, vz ) = c2 |A0|2
2B2

ω2

v2⊥

ω2
ci

q⊥

H(v⊥ − ω/q⊥)
√

v2⊥ − ω2/q2
⊥

×
∞
∑

l=−∞

δ

(

ω − lωci − qy
v2⊥ + 2v2z

Rωci

)

, (9)

где δ(. . . ) — дельта-функция, которая является веще-

ственной частью обратного ионного пропагатора урав-

нения (3). Следуя модели резонанса с постоянной энер-

гией [7], приближенно получим

D(v⊥) ≈ c2 |A0|2
4B2

ω2

v2⊥

ωci

q⊥

×
∞
∑

l=−∞

H(v⊥ − ω/q⊥)
√

v2⊥ − ω2/q2
⊥

Rω2
ci/qy√

ω/ωci − l

∣

∣

∣

∣

v⊥=

√

ω−lωci
qy /(Rωci )

. (10)
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Найдем долю энергии волны, теряемой в результате

затухания на ионах,

Q =
iA∗

0

8π
q · j = i

ω2
pi

ωci

q2
⊥|A0|2
(8π)2

∫

v⊥ cos(θ − ψ)

×
∞
∑

p=−∞

exp
(

iλ sin(θ − ψ) − i p(θ − ψ)
)

α − p
pJ p(λ)

λ

∂ f 0

∂v⊥
dv.

Интегрирование по азимутальному углу приводит к

следующему выражению:

Q =
ω2

pi |A0|2
(8π)2

∞
∑

l=−∞

ω

q⊥

H(v⊥ − ω/q⊥)
√

v2⊥ − ω2/q2
⊥

× Rω2
ci/qy√

ω/ωci − l

∂

∂v⊥
f 0

∣

∣

∣

∣

v⊥=

√

ω−lωci
qy /(Rωci )

. (11)

Выражение (11), пропорциональное мнимой части ли-

нейной восприимчивости плазмы [8], определяет плот-

ность энергии продольной волны в неоднородном маг-

нитном поле. Сравнив выражения (10) и (11), отметим,
что коэффициент диффузии в пространстве скоростей

в уравнении (7) пропорционален величине удельных

потерь ИБ-волны:

D = Q

/

n̄mi
ωci

ω

v2⊥
4π

∂ f 0

∂v⊥

∣

∣

∣

∣

v⊥=

√

ω−lωci
qy /(Rωci )

. (12)

Таким образом, коэффициент диффузии в пространстве

скоростей может быть найден из анализа энерговыделе-

ния ИБ-волны, что не требует расчета пространствен-

ного распределения электрических полей и позволяет

ограничиться рассмотрением поведения лучевых траек-

торий, соответствующих пучку волн, для вычисления их

ионного циклотронного поглощения.

Анализируя (10), отметим, что диапазон поперечных

скоростей ионов, которые могут взаимодействовать с

ИБ-волной, соответствует неравенству

v tail
⊥ ≈

√

Rω2
ci

qy
>

ω

q⊥
> v ti . (13)

Неравенство (13) находится в разумном согласии с

диапазоном поперечных скоростей, при которых появ-

ляются
”
хвосты“ на функции распределения ионов по

поперечным скоростям [1,2].
Квазилинейное уравнение (7) с коэффициентом диф-

фузии (10), которое описывает эволюцию функции рас-

пределения ионов в результате поглощения мощности

ионных бернштейновских волн промежуточного диа-

пазона частот, может быть использовано для анализа

эффективности ионного циклотронного нагрева и ин-

терпретации полученных экспериментальных данных на

различных тороидальных установках удержания плазмы

и в задачах, связанных с описанием ускорения ионов в

ионосферной и космической плазме.
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