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Предложен аналитический подход к описанию компьютерной модели
”
кучи песка“, описывающий

положительные 1/ f -флуктуации. Решением предложенных уравнений являются случайные процессы со

степенным поведением спектров мощности и функций распределения случайных флуктуаций.
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Случайные процессы называются самоподобными, ес-

ли они не имеют выделенных пространственных или

временны́х масштабов. Характерной особенностью та-

ких процессов являются степенные зависимости спек-

тральной плотности и функций распределения. Само-

подобные случайные процессы, включая самоподобные

вихревые структуры, встречаются в физике, геофизике,

биологии и других областях [1–6]. Степенные зави-

симости приводят к возможности больших выбросов

и возникновению крупномасштабных вихрей, которые

наблюдаются в океанических течениях, атмосферных

явлениях при формировании облаков, образовании тор-

надо, астрофизических явлениях при образовании галак-

тик [7–9]. Случайные самоподобные процессы при нерав-

новесных фазовых переходах были экспериментально

обнаружены в критических режимах тепломассоперено-

са: при переходе от пузырькового кипения жидкости к

пленочному [10], критическом истечении вскипающей

жидкости [11], акустической кавитации [12].

Компьютерные модели
”
кучи песка“ с концепцией

самоорганизованной критичности привлекают для объ-

яснения многих случайных процессов с большими само-

подобными флуктуациями [1]. Эволюция в такой системе

происходит без тонкой подстройки параметров, а распре-

деление подобно флуктуациям в критическом состоянии.

Во многих работах описание самоподобных случайных

процессов основывается на дробном интегрировании

белого шума: дробное уравнение диффузии, диффузия на

фрактальных структурах [13–16]. Получаемые при таком

моделировании случайные процессы требуют больших

вычислительных ресурсов и, как правило, нестационар-

ны.

Нами был предложен аналитический подход к опи-

санию самоподобных случайных процессов с большими

флуктуациями, который значительно сокращает и упро-

щает вычислительную процедуру по сравнению с дроб-

ным интегрированием. Этот подход основан на исполь-

зовании системы нелинейных стохастических уравнений,

описывающей стохастическую динамику при взаимодей-

ствующих неравновесных фазовых переходах.

Система стохастических уравнений имеет вид

dϕ
dt

= −ϕψ2 + ψ + ξ1(t),

dψ
dt

= −ψϕ2 + 2ϕ + ξ2(t), (1)

где ϕ и ψ — динамические переменные, ξ1 и ξ2 —

гауссовские δ-коррелированные шумы. Система уравне-

ний (1) описывает случайные блуждания в потенциа-

ле, соответствующем суперпозиции взаимодействующих

докритического и закритического фазовых переходов.

Система получена с использованием теории фазовых

переходов Ландау разложением термодинамического по-

тенциала по параметрам порядка докритического и за-

критического фазовых переходов с учетом их взаимо-

действия и последующим поворотом координатных осей

на π/4 [17].
При численном интегрировании в конечных разностях

система (1) принимает вид [17]:

ϕi+1 = (ϕi + ψi1t)(1 + ψ2
i 1t)−1 + pi1t0.5,

ψi+1 = (ψi + 2ϕi1t)(1 + ϕ2
i 1t)−1 + qi1t0.5, (2)

где pi и qi — векторы гауссовских случайных чисел

с нулевым средним и дисперсией σ 2, 1t — интервал

времени (шаг интегрирования). При 1t → 0 система (2)
совпадает с системой (1), которая имеет нестационарное
решение. При конечном 1t система имеет стационарное

решение [18]. Особенность стохастических уравнений

состоит в том, что дифференциал времени является бес-

конечно малым второго порядка по отношению к диф-

ференциалу стохастической переменной [19]. Поэтому

уравнения (2) содержат интервал времени в степени 0.5.

Второе уравнение систем (1) и (2) является управ-

ляющим, а первое — подчиненным. Решение управ-

ляющего уравнения описывает эволюцию флуктуаций,
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которые имеют гауссовские
”
хвосты“ функции распреде-

ления (переменная ψ). Это дает возможность использо-

вания классического выражения для энтропии при оцен-

ке устойчивости решения [20]. Решение подчиненного

уравнения дает самоподобный случайный процесс со

степенным распределением (переменная ϕ). При кри-

тическом значении интенсивности шума (σ1 = σ2 ≈ 1)
спектр мощности флуктуаций ϕ принимает вид спектра

фликкер-шума Sϕ ∼ 1/ f . Спектр переменной ψ имеет

вид Sψ = 1/ f 2.

Решением систем (1) и (2) являются положительные

и отрицательные флуктуации. В компьютерной модели

”
кучи песка“ рассматриваются положительные значения

флуктуаций. Система уравнений (1) и ее численный

аналог (2) описывают случайные блуждания в двух ги-

перболических долинах потенциала взаимодействующих

фазовых переходов, что приводит к флуктуациям разных

знаков. Если ввести зеркальное отражение фазовых тра-

екторий от оси ординат, получим только положительные

значения переменных, что соответствует компьютерной

модели
”
кучи песка“. Зеркальное отражение траекто-

рий учитывается введением знака модуля в уравнения.

В этом случае система (2) принимает вид

ϕi+1 = (|ϕi | + |ψi |1t)(1 + ψ2
i 1t)−1 + pi1t0.5,

ψi+1 = (|ψi | + 2|ϕi |1t)(1 + ϕ2
i 1t)−1 + qi1t0.5. (3)

Расчет реализаций ϕi и ψi проводили для 16 384

шагов интегрирования с шагом 1t = 0.02. Для опре-

деления функций распределения и спектров мощности

использовали ансамбль из 128 реализаций. Численные

решения показывают, что существует сохраняющееся

произведение ϕ(t)ψ(t) ≈ 1, и соответственно спектр

мощности величины, обратной к ψ(t), т. е. переменной
1/ψ(t), совпадает со спектром самоподобного случайно-

го процесса ϕ(t) и имеет вид S1/ψ ∼ 1/ f [20,21]. Это
свойство позволяет получить на основе системы (1)
управляющее стохастическое уравнение для переменной

ψ(t), а переменную ϕ(t) определить как обратную к ψ

величину:

ϕ =
ψ

ε + ψ2
,

dψ
dt

=
1

ψ
− σ 2

θ ψ + ξ(t), (4)

где ε — малая константа, исключающая расходимость

обратной функции 1/ψ при случайном приближении

ψ к нулю. При численных расчетах с учетом свойств

белого шума можно записать σ 2
θ = σ 21t [19,21]. Второе

уравнение системы (4) описывает случайные блуждания

в силовом поле с логарифмическим потенциалом. При

численном интегрировании система (4) с учетом зер-

кального отражения фазовых траекторий принимает вид

ϕi =
ψi

ε + ψ2
i

,

ψi+1 = |ψi | +
|ψi |1t

ε + ψ2
i

− σ 2ψi1t2 + qi1t0.5. (5)
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Рис. 1. Функции распределения P(ψ) (1) и P(ϕ) (2), получен-
ные из численных решений системы (5). Штриховая линия —

зависимость P ∼ ϕ−3 .
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Рис. 2. Спектры мощности переменных ψ(t) (1) и ϕ(t) (2),
полученные из численных решений системы (5).

На рис. 1 в логарифмических координатах приведены

функции распределения P(ψ) и P(ϕ), усредненные по

ансамблю из 128 реализаций. Функция распределения

P(ψ) при больших значениях ψ имеет гауссовский
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Рис. 3. Вихревые траектории случайных процессов ψ(t) (1) и ϕ(t) (2) в полярных координатах.

”
хвост“, а функция распределения P(ϕ) спадает при

больших ϕ по степенному закону. Гауссовское поведе-

ние
”
хвостов“ переменной ψ дает возможность оцени-

вать устойчивость случайного процесса по формулам

классической статистики с использованием принципа

максимума энтропии Гиббса−Шеннона [22–24]. Мак-

симум энтропии соответствует критической величине

шума. Спектры мощности флуктуаций находились по

рассчитанным реализациям методом быстрого фурье-

преобразования с последующим усреднением по ан-

самблю. Усредненные спектры мощности переменных ϕ

и ψ приведены на рис. 2. Спектр мощности переменной

ϕ принимает вид Sϕ ∼ 1/ f при критической интенсив-

ности шума (σc ≈ 1.4), которая за счет одномерности

второго уравнения системы (5) в
√
2 раз выше, чем кри-

тическая интенсивность в двумерных системах (1) и (2).
Спектр мощности переменной ψ имеет вид Sψ = 1/ f 2.

Спектры мощности переменных, вычисленные из урав-

нений (5), совпадают с соответствующими спектрами,

вычисленными на основе системы (3).

Положительные степенные флуктуации из систе-

мы (5) позволяют описать самоподобный вихрь, если

перейти к системе уравнений в полярных координатах:

r = ψ(t) и r = ϕ(t), угол θ = 2π1t−1t . Полученные вих-

ри показаны на рис. 3. Фрагмент 1 на рис. 3 соответ-

ствует вихрю, не обладающему свойством самоподобия

r = ψ(t), так как функция распределения P(ψ) имеет

гауссовские
”
хвосты“. Фрагмент 2 на рис. 3 демон-

стрирует самоподобный вихрь r = ϕ(t) со степенной

функцией распределения.

Таким образом, в настоящей работе предложен анали-

тический подход к описанию компьютерной модели
”
ку-

чи песка“, описывающий самоподобный случайный про-

цесс. Подход основан на использовании системы нели-

нейных стохастических уравнений, описывающей сто-

хастическую динамику при взаимодействующих нерав-

новесных фазовых переходах, и продемонстрирован на

примере описания случайного вихря. Решением предло-

женных стохастических дифференциальных уравнений

являются флуктуационные процессы со степенным по-

ведением спектров мощности и функций распределения

флуктуаций.
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