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1. Введение

Теория волновых процессов в идеальных (без дисси-

пации) однородных средах со степенной (квадратичной
или кубичной) упругой нелинейностью развита в доста-

точно полной мере [1–4]. При распространении в таких

средах однополярных импульсных возмущений имеет

место их нелинейное искажение. Вначале происходит

укручение фронта возмущения (переднего или задне-

го, — в зависимости от знака параметра нелинейности

среды), а затем в его профиле образуется неоднознач-

ность или
”
перехлест“. Вследствие физической нереа-

лизуемости
”
перехлеста“, в профиль возмущения искус-

ственно вводится разрыв — ударный фронт. В результа-

те форма возмущения в среде становится пилообразной,

при этом его длительность растет, а амплитуда и энергия

уменьшаются (из-за нелинейных потерь на разрыве), но
количество движения возмущения сохраняется.

Исследования амплитудно-зависимого внутреннего

трения (АЗВТ) в кристаллических твердых телах (ме-
таллах, сплавах и горных породах), содержащих дис-

локации, свидетельствуют о том, что такие материалы

характеризуются гистерезисной нелинейностью, значи-

тельно превышающей слабую упругую нелинейность од-

нородных сред (без дефектов). В гистерезисных средах

закономерности волновых процессов отличаются от ана-

логичных закономерностей для сред со степенной упру-

гой нелинейностью, в частности, укручения фронтов и

”
перехлеста“ в профиле волны может не возникать, но

волна нелинейно искажается и затухает (из-за гистере-

зисных потерь) [5]. В связи с широкой распространенно-

стью подобных материалов, теоретическое исследование

нелинейных волновых процессов в гистерезисных средах

является актуальной задачей физики твердого тела, что

составляет основу для изучения динамики дислокаций

под действием знакопеременных упругих напряжений

и определения механизмов гистерезисной нелинейности

кристаллических твердых тел [6–8].
К настоящему времени единственной микроскопиче-

ской теорией, определяющей гистерезисное уравнение

состояния кристаллических твердых тел, т. е. зависи-

мость σ = σ (ε, ε̇), где σ , ε и ε̇ — напряжение, дефор-

мация и скорость деформации, является дислокацион-

ная теория поглощения Гранато–Люкке [9–11]. В этой

теории гистерезис в уравнении состояния кристалла

связывается с отрывом сегментов дислокаций от при-

месных атомов и их различным поведением на стади-

ях нагрузки и разгрузки. Площадь петли гистерезиса

определяет нелинейные потери волны, а производные

σε(ε, ε̇) — скорости распространения переднего и зад-

него фронтов волны. В теории Гранато–Люкке выраже-

ние для гистерезисных потерь получено в неволновом

приближении, когда длина образца много меньше длины

волны, а амплитуда напряжения в среде равна амплитуде

гармонического напряжения на границе среды. Теоре-

тических исследований нелинейного распространения

упругих волн в гистерезисных твердых телах в рамках

дислокационной теории Гранато–Люкке не проводилось.

А между тем, закономерности волновых эффектов АЗВТ

в средах с гистерезисной нелинейностью будут отличать-

ся от закономерностей этих же эффектов при их невол-

новом описании, поскольку проявления гистерезисных

свойств среды накапливаются в нелинейных искажениях

волны при ее распространении. Выявление закономер-

ностей волновых эффектов может быть направлено на

определение механизмов гистерезисной нелинейности
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кристаллических твердых тел и изучения динамики дис-

локаций в различных кристаллах, а также для создания

методов их нелинейной акустической диагностики и

неразрушающего контроля.

Отметим, что для многих кристаллических твердых

тел [5,6,8,12] амплитудные зависимости эффектов АЗВТ

не соответствуют гистерезису Гранато–Люкке. Тем не

менее, решение задачи о нелинейном распространении

упругих волн и импульсных возмущений в твердых

телах с дислокационным гистерезисом Гранато–Люкке
представляет определенный интерес, так как дает пра-

вильное качественное представление о нелинейных вол-

новых процессах в подобных средах. Такое решение

также полезно в качестве эталонного при анализе и

сравнении закономерностей нелинейных волновых про-

цессов в твердых телах с другими видами гистерезисной

нелинейности.

В настоящей работе проводится теоретическое ис-

следование распространения однополярных импульсных

возмущений в кристаллических твердых телах с дис-

локационной гистерезисной нелинейностью Гранато–
Люкке. Специфика такой задачи заключается в том, что

гистерезис Гранато–Люкке нельзя представить в виде

степенного ряда — ряда Тэйлора, и, таким образом,

получить решение волновой задачи из решений для

сред со степенным гистерезисом [5]. Здесь, в рамках

дислокационной теории Гранато–Люкке, все волновые

эффекты АЗВТ также будут связаны с проявлением

гистерезиса, однако их закономерности будут другими,

отличными от закономерностей для сред со степенной

гистерезисной нелинейностью.

2. Основные уравнения

Из дислокационной теории Гранато–Люкке [9,10] сле-
дует, что гистерезисное уравнение состояния кристал-

лического твердого тела (для сдвиговых напряжений

σ = σxy и деформаций ε = ∂Uy/∂x) имеет вид

σ (ε, ε̇) = G0[ε − f (ε, ε̇)], (1)

f (ε, ε̇)=D



























[1+(ε/β)] exp(−β/ε), ε ≥ 0, ε̇> 0,

[1+(εm/β)](ε/εm) exp(−β/εm), ε ≥ 0, ε̇< 0,

−[1− (ε/β)] exp(β/ε), ε ≤ 0, ε̇< 0,

[1+(εm/β)](ε/εm) exp(−β/εm), ε ≤ 0, ε̇> 0,

(2)
где Uy = Uy (x , t) — y -компонента смещения,

G0 = G/(1 + QG), D = γ3ŴQ/6, γ = LN/Lc ≫ 1,

Ŵ = π f m/4aLc , f m ≈ U0/a,

Q = 48a23L2
c/π

4C = 24(1 − ν)L2
c3/π

3G,

C = 2Ga2/π(1− ν), β = Ŵ/G0,

G — модуль сдвига кристалла без дислокаций, a —

модуль вектора Бюргерса, U0 — энергия связи дислока-

ции с примесным атомом, 3 — плотность дислокаций,

Lc — расстояние между примесными атомами вдоль

оси дислокации, LN — длина дислокации, ν — коэф-

фициент Пуассона, f (ε, ε̇) — гистерезисная функция,

| f (ε, ε̇)| ≪ |ε| ≪ 1, f (ε = 0, ε̇) = 0, εm/β < 1, εm — ам-

плитуда деформации.

Приведем характерные оценки для параметров G0, β

и D гистерезисного уравнения состояния (1), (2). По-

лагая, что G = 4 · 1010 кг/м · с2, ν = 0.25, a = 4 · 10−10 м,

Lc = 5 · 10−8 м, 3 = 1012 м−2, γ = 50, U0 = 2 · 10−20 Дж,

получим:

QG = 24(1 − ν)L2
c3/π

3 ≈ 1.5 · 10−3 ≪ 1,

G0 ≈ G, f m ≈ 5 · 10−11 кг · м/с2, D ≈ 10−3,

β = Ŵ/G0 ≈ 2.5 · 10−5.

Необходимо отметить, что в выражении (2) амплитуда
εm не является начальной амплитудой деформации ε0,

заданной на границе поликристалла (как в [9,10]), т. е.
εm 6= ε0. Амплитуда εm определяется максимальной де-

формацией волны в среде; по мере распространения вол-

ны (вдоль оси x) и ее нелинейного затухания амплитуда

εm уменьшается, поэтому εm = εm(ε0, x) 6= ε0.

Вообще говоря, в уравнении состояния (1) нужно

учитывать и линейное диссипативное слагаемое ηε̇, где

η — коэффициент линейной диссипации среды, однако

им можно пренебречь, если рассматривать достаточно

сильные и медленные возмущения, для которых вы-

полняется неравенство: G0| f (ε, ε̇)| ≫ η|ε̇| [9]. В этом

случае удается получить точные решения для простых

волн [1,3]. (Учет линейного диссипативного слагаемого

предотвращает образование
”
перехлеста“ и сглаживает

”
острые углы“ в профиле нелинейной волны, но при

этом не удается получить аналитического выражения

для самой волны.)
Отметим, что аналогичный гистерезис имеет место и

для продольных напряжений и деформаций. В теории

Гранато–Люкке [9,10], для перехода от сдвиговых на-

пряжений и деформаций к продольным, применяются,

так называемые, ориентационные множители, учитыва-

ющие направление распространения продольной волны

по отношению к плоскостям и направлениям скольже-

ния в кристалле и распределение дислокаций по всем

системам скольжения, при этом в уравнении (1) модуль

сдвига G следует заменить на K + 4G/3 (K — модуль

всестороннего сжатия) — для безграничной среды или

на модуль Юнга — для стержня. Таким образом, в

дислокационной теории Гранато–Люкке, с точностью

до постоянных коэффициентов, гистерезисное уравнение

состояния для продольных напряжений и деформаций

будет таким же, как и для сдвиговых.

Подставляя уравнение состояния (1) в уравнение

движения ρUtt = σx (ε, ε̇) [13], и переходя к сопровожда-

ющей системе координат τ = t − x/C0, x ′ = x ≥ 0 [1],

Физика твердого тела, 2024, том 66, вып. 4



502 В.Е. Назаров, С.Б. Кияшко

получим одноволновое уравнение для простых волн

сдвиговой деформации ε(x , τ ) = ∂Uy(x , τ )/∂x , распро-

страняющихся вдоль оси x :

∂ε

∂x
= −

1

2C0

∂ f (ε, ετ )

∂τ
, (3)

где Uy = Uy (x , τ ) — y -компонента смещения, ρ —

плотность, C0 = (G0/ρ)1/2 — скорость линейной волны.

Граничное условие зададим в виде однополярного

возмущения — полупериода синусоидального колебания

с частотой ω:

ε(x = 0, t) = ε0 sinωt, 0 ≤ ωt ≤ π, (4)

где ε0 и T = π/ω — начальные амплитуда и длитель-

ность возмущения. Для определенности будем считать,

что ε0 > 0.

В безразмерных переменных волновое уравнение (3)
и граничное условие (4) для нормированной деформа-

ции e(z , θ) = ε(z , θ)/ε0 ≥ 0 имеют вид:

∂e
∂z

= −











(

1 + β

ε0e + β2

ε2
0
e2

)

exp
(

− β

ε0e

)

∂e
∂θ
, eθ(z , θ) > 0,

(

1 + β

ε0em(z )

)

exp
(

− β

ε0em(z )

)

∂e
∂θ
, eθ(z , θ) < 0,

(5)
e(z = 0, θ) = sin θ, 0 ≤ θ ≤ π, (6)

где

θ = ω(t − x/C0) = ωτ , z =
Dωx
2βC0

=
γ3QG0kx

12
,

eθ(z , θ) =
∂e(z , θ)

∂θ
, em(z ) =

εm(z )

ε0
≤ 1,

k = ω/C0, ε0/β < 1. Примечательно, что в безразмерных

переменных, уравнение (5) и его решение зависят толь-

ко от отношения начальной амплитуды возмущения ε0 к

параметру β .

3. Эволюция однополярных импульсов
деформации

При решении уравнения (5) мы будем пользоваться

методом
”
сшивания“ простых волн, отвечающих каждой

ветви гистерезиса (2) [5]. Такое
”
сшивание“ происходит

при деформации e(z , θ), равной амплитуде em(z ) возму-

щения при θ = θm(z ). Точное решение уравнения (5) с

граничным условием (6) записывается в неявной форме

и имеет следующий вид:

e(z , θ) =































sin
(

θ −
(

1 + β

ε0e + β2

ε2
0
e2

)

exp
(

− β

ε0e

)

z
)

,

eθ(z , θ) > 0,

sin
(

θ −
z
∫

0

(

1+ β

ε0em(z 1)

)

exp
(

− β

ε0em(z 1)

)

dz 1

)

,

eθ(z , θ) < 0.

(7)

θ
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Рис. 1. Эволюция формы возмущения e(z , θ) при ε0/β = 1/5

и различных значениях z : линия 1 — z = 0, 2 — z = 2,

3 — z = 4, 4 — z = 10, 5 — z = 2 · 10, 6 — z = 4 · 10, 7 —

z = 102, 8 — z = 2 · 102, 9 — z = 103, 10 — z = 2 · 103, 11 —

z = 104, 12 — z = 2 · 104, 13 — z = 6 · 104, 14 — z = 2 · 105,

15 — z = 106.

На рис. 1 показана эволюция формы импульсного воз-

мущения (6) при ε0/β = 1/5 и различных значениях z .
Из рис. 1 видно, что с ростом z форма возмущения (7),

его амплитуда em(z ) и длительность θ∗(z ) сильно из-

меняются: в начале вершина возмущения обостряется,

затем его форма стремится к трапецеидальной, при этом

амплитуда em(z ) уменьшается, а длительность θ∗(z )

растет. (Длительность возмущения θ∗(z ) определяется

из уравнения e(z , θ∗(z )) = 0 при eθ(z , θ) < 0). Все это

связано с тем, что искажение переднего (eθ(z , θ) > 0) и

заднего (eθ(z , θ) < 0) фронтов возмущения определяют-

ся разными ветвями гистерезиса (2), при этом скорость

движения переднего фронта возмущения больше скоро-

сти его заднего фронта.

Амплитуда em(z ) определяется из уравнения (7)

в точке θ = θm(z ) пересечения переднего

(eθ(z , θ) > 0, 0 ≤ θ ≤ θm(z )) и заднего (eθ(z , θ) < 0,

θm(z ) ≤ θ ≤ θ∗(z )) фронтов возмущения, т. е. в его

вершине, когда e(z , θm(z )) = em(z ):

em(z )=

=















sin
(

θm(z ) −
(

1+ β

ε0em(z )+
β2

ε2
0
e2m(z )

)

exp
(

− β

ε0em(z )

)

z
)

,

sin
(

θm(z ) −
z
∫

0

(

1 + β

ε0em(z 1)

)

exp
(

− β

ε0em(z 1)

)

dz 1

)

.

(8)
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Из этого выражения получаем уравнение для z = z (em):

dz
dem

−

(

1−
β

ε0em

)

z
em

+
2ε20e2m

β2
√

1− e2m
exp

(

β

ε0em

)

= 0.

(9)
Из уравнения (9) находим трансцендентное решение для

z = z (em), а из уравнения (8) — выражения для θm(z ) и

θ∗(z ):

z =
2ε20em(z )

√

1− e2m(z )

β2
exp

(

β

ε0em(z )

)

. (10)

θm(z ) = arcsin em(z ) +
2
√

1− e2m(z )

em(z )

×

(

1 +
ε0em(z )

β
+

ε20e2m(z )

β2

)

, (11)

θ∗(z ) = 2 arcsin em(z ) +
2
√

1− e2m(z )

em(z )

×

(

1 +
ε0em(z )

β
+

ε20e2m(z )

β2

)

. (12)

Асимптотические решения уравнения (10) имеют вид:

em(z )≈1−(z/z 0)
2 — при (z/z 0)≪1, где z 0 = 23/2ε20

× exp(β/ε0)/β
2, и em(z ) ≈ (β/ε0)/ ln(β

2 z/2ε20) ≪ 1 —

при z ≫ 2ε20β
2, или εm(z ) ≈ ε0[1− (z/z 0)

2] ∝ ε0 —

при (z/z 0) ≪ 1, и εm(z ) ≈ β/ ln(β2z/2ε20) ≪ ε0 — при

z ≫ 2ε20/β
2.

На рис. 2 приведены зависимости амплитуды em(z )
и длительности возмущения θ∗(z ) от z при различных

lg z
–1 1 2 3 4 5 6

0

–1.2

–0.8

–0.6

–0.4

–0.2

–1.0

lg
 e

(z
)

m

1

2

3

4

5

6

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

lg
 θ

(z
)

m

6

5

4

3

2

1I

II

0

Рис. 2. Зависимости амплитуды em(z ) — (I) и длительности

возмущения θ∗(z ) — (II) от z при различных значениях ε0/β :

линия 1 — ε0/β = 1/10, 2 — 1/7, 3 — 1/5, 4 — 1/3, 5 — 1/2,

6 — 2/3.

θ

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

e
(z

, 
θ

)

1

2

3

4

5

6

7
8

9

Рис. 3. Эволюция формы возмущения e = e(z , θ) в зависи-

мости от ε0/β при z = 3 · 104, линия 1 — ε0/β ≤ 3 · 10−2,

2 — ε0/β = 7 · 10−2, 3 — ε0/β = 10−1, 4 — ε0/β = 1.5 · 10−1,

5 — ε0/β = 2 · 10−1, 6 — ε0/β = 3 · 10−1, 7 — ε0/β = 4 · 10−1,

8 — ε0/β = 5 · 10−1, 9 — ε0/β = 7 · 10−1.

lg ε0

–6.0
–6.0

–5.6

–5.4

–5.2

–5.0

–5.8

lg
 ε

(z
)

m

1

2

3

4

5

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

lg
 θ

(z
)

m

5

4
321

I

II

–5.8 –5.6 –5.4 –5.2 –5.0

Рис. 4. Зависимости амплитуды εm(z ) — (I) и длительности

возмущения θ∗ — (II) от ε0 при z = 103 и различных зна-

чениях β : линия 1 — β = 2 · 10−5, 2 — β = 3 · 10−5, 3 —

β = 5 · 10−5, 4 — β = 7 · 10−5, 5 — β = 10−4 .

значениях ε0β . Из выражений (10)−(12) следует, что

площадь S(z ) под кривой e = e(z , θ) сохраняется:

S(z ) =

θ∗
∫

0

e(z , θ)dθ = 2 = const.
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Более информативными проявлениями гистерезисной

нелинейности среды являются зависимости формы воз-

мущения e = e(z , θ), его амплитуды em(z ) и длительно-

сти θ∗(z ) от начальной амплитуды ε0 (при z = const),
поскольку в твердом теле сложно менять положение

приемника (координату z , т. е. x), но можно легко менять

амплитуду ε0. На рис. 3 приведена эволюция формы

возмущения e = e(z , θ) в зависимости от ε0/β при

z = 3 · 104. Здесь качественное поведение e = e(z , θ)
такое же, как и на рис. 1.

На рис. 4 приведены зависимости амплитуды εm(z ) —

(I) и длительности возмущения θ∗(z ) — (II) от ε0
при z = 103 и различных значениях параметра β . При

увеличении ε0 амплитуда возмущения εm(z ) вначале

растет линейно (εm(z ) ∝ ε0), затем — логарифмиче-

ски медленно (εm(z ) ≈ β/ ln(β2z/2ε20) ≪ ε0), т. е. имеет
место тенденция к насыщению амплитуды εm(z ), а

длительность θ∗(z ) — вначале θ∗(z ) = const, а затем —

θ∗(z ) ∝ ε0.

4. Заключение

В заключение отметим, что эксперименты по рас-

пространению однополярных возмущений проводились в

работах [14,15], в которых исследовалась эволюция про-

дольных импульсов сжатия в стержнях из неотожжен-

ного и отожженного поликристаллического алюминия.

В этих работах при увеличении начальной амплитуды

возмущения наблюдались отмеченные выше закономер-

ности, а именно, изменение формы возмущения (от
колоколообразного — близкого к (4) до трапецеидально-

го) без укручения переднего и заднего фронтов, а также

насыщение амплитуды возмущения и рост его длитель-

ности. Было также обнаружено, что с ростом темпера-

туры отжига, сопровождающегося увеличением разме-

ров зерна (и, соответственно, уменьшением плотности

дислокаций [16]), акустическая нелинейность поликри-

сталлического алюминия увеличивается. Качественное

объяснения наблюдаемых эффектов в работе [14] про-

водилось в рамках упругой квадратичной нелинейности,

характерной для однородных твердых тел [1], а в рабо-

те [15] — в рамках феноменологического гистерезиса,

для которого ε 6= 0 и f (ε, ε̇) 6= 0 при σ = 0. Последнее

соответствует тому, что после прохождения первого

(и каждого последующего) возмущения в твердом те-

ле возникают необратимые пластические деформации.

В результате, после воздействия каждого следующего

возмущения гистерезисное уравнение состояния должно

изменяться, что, по-видимому, может иметь место при

больших напряжениях, превышающих предел упругости

твердого тела, но не для акустических возмущений

умеренной амплитуды. Развитая же теория нелинейного

распространения однополярных импульсных возмуще-

ний в рамках дислокационного гистерезиса Гранато–
Люкке объясняет все наблюдаемые закономерности без

возникновения в кристаллическом твердом теле пласти-

ческих деформаций, поскольку ε = 0 и f (ε, ε̇) = 0 при

σ = 0.
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