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Теоретически рассмотрены возбуждение и ионизация частицы, находящейся в двойной одномерной кван-

товой яме, возбуждаемой предельно коротким световым импульсом. В приближении внезапных возмущений

получены аналитические выражения для населенности связанных состояний и вероятности ионизации

частицы, когда длительность импульса короче характерного времени, связанного с энергией основного

состояния частицы. Показано, что населённость связанных состояний и вероятность ионизации определяются

отношением электрической площади импульса к величине ее атомной меры, обратно пропорциональной

характерному размеру системы в основном состоянии. Полученные результаты показывают возможность

управления сверхбыстрой динамикой электронов в гетероструктурах на основе двойных квантовых ям.
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Введение

Генерация электромагнитных импульсов фемто- и ат-

тосекундной длительности позволила изучать и управ-

лять движением волновых пакетов в различных веще-

ствах [1]. Результаты недавних экспериментов с при-

менением аттосекундных импульсов показали возмож-

ность изучения отклика связанных электронов в га-

зе [2], измерения задержки во временном отклике в

диэлектрике [3]. C помощью аттосекундных импуль-

сов оказалось возможным выявить влияния связи ядер

и электронов на фотоионизацию молекулы водоро-

да [4], визуализировать наведенную электронную коге-

рентность в реальном времени [5], управлять формой

линии поглощения в молекуле водорода с помощью

XUV аттосекундных импульсов [6] и получить другие

важные с фундаментальной точки зрения результаты.

Значимость проводимых исследований была оценена

недавней Нобелевской премией по физике за экспери-

ментальные методы генерации световых аттосекундных

импульсов для изучения динамики электронов в веще-

стве [7].

Обычно получаемые на практике сверхкороткие им-

пульсы от обычных источников, таких как лазеры с

пассивной синхронизацией мод или аттосекундные им-

пульсы в установках с генерацией гармоник высокого

порядка, содержат несколько полуволн напряженности

поля, т. е. являются биполярными [1–6]. И их электриче-

ская площадь

SE ≡

+∞
∫

−∞

E(t)dt

(E(t) — напряженность электрического поля в заданной

точке пространства, t — время) всегда близка к нулю.

Предельной возможностью сокращения длительности

лазерных импульсов в заданном спектральном диапазоне

является получение униполярных импульсов, содержа-

щих половину цикла колебаний напряженности поля од-

ной полярности и обладающих ненулевой электрической

площадью [8].

Изучению возможности получения таких монопо-

лярных импульсов и их взаимодействию с веществом

посвящено в последнее время немало работ [8–13].
Эти работы привели к созданию нового направления

современной оптики —
”
оптика и униполярного и суб-

циклового света“ [9]. Униполярные импульсы способны

быстро передавать импульс заряженной частице в одном

направлении и, следовательно, могут использоваться для

сверхбыстрого и эффективного управления свойствами

квантовых систем по сравнению с обычными бипо-

лярными импульсами, ускорения зарядов, голографии

со сверхвысоким временным разрешением и других

интересных приложений [8–26].

Наконец, если длительность импульса менее харак-

терного времени, связанного с энергией основного со-

стояния частицы (периода оборота электрона по бо-

ровской орбите), стандартная теория фотоионизации
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Келдыша [27] становится неприменимой. В этом случае

воздействие униполярных, полуцикловых импульсов на

микрообъекты определяется электрической площадью

импульса, а не его энергией [8–26]. В таком случае

для характеристики степени воздействия полуцикловых

импульсов на квантовые системы необходимо вводить

новую величину — атомную меру площади, обратно

пропорциональную характерному размеру системы в

основном состоянии, умноженному на заряд электро-

на [16,19].

Результаты ранних теоретических исследований по-

казывают возможность применения униполярных им-

пульсов c ненулевой электрической площадью для эф-

фективного и сверхбыстрого управления атомными и

молекулярными системами [9–19]. В работах [20–24]
изучалось воздействие предельно коротких импульсов

на частицу в одномерной потенциальной яме. При этом

рассматривалась одиночная прямоугольная квантовая

яма, имевшая либо очень большую глубину (в пре-

деле бесконечно большую), либо очень малую глуби-

ну [20,23], когда в яме имелся всего один уровень

энергии [22,24]. Случай дельтаобразной ямы (потенциал
нулевого радиуса) рассматривался в работе [21]. Модель

одномерной прямоугольной потенциальной ямы широко

используется в задачах взаимодействия ультракоротких

световых импульсов с различными наноструктурами,

наночастицами и т. д. [28–30].

Отдельный интерес представляют структуры из двой-

ных квантовых ям, состоящие из пары прямоугольных

ям, разделенных потенциальным барьером [31]. Такие

структуры и их свойства являются предметом активных

исследований [32–35] ввиду их многочисленных приме-

нений в различных областях науки и техники [28,31].
В пределе очень узкой и глубокой ямы такая систе-

ма может быть приближенно аппроксимирована двумя

дельтаобразными потенциальными ямами, т. е. двойным

потенциалом нулевого радиуса (ПНР)1 .

В настоящей работе на основании решения уравнения

Шредингера в приближении внезапных возмущений изу-

1 Отметим, что одномерная и трехмерная модель ПНР активно

используется для моделирования различных систем [36-39] и при изу-

чении их взаимодействия с внешними полями [40-51]. К таким систе-

мам относятся, например, отрицательные атомарные и молекулярные

ионы. В них внешний электрон обычно слабо связан с основным

ионом, что позволяет довольно быстро его высвободить из атома. При

этом атомарный ион с внешним слабо связанным электроном обычно

моделируется частицей в поле ямы нулевого радиуса (дельтаобразной
потенциальной ямы), а отрицательный молекулярный ион моделиру-

ется двумя потенциалами нулевого радиуса (ПНР), находящимися на

некотором расстоянии друг от друга [36-39]. В работе [39] изучалась
ионизация атомарного иона униполярным импульсом, при это ион

моделировался одноцентровым трехмерным ПНР. В последующих

работах изучалась ионизация и угловое распределение вылетающих

электронов из атомарных и молекулярных ионов, взаимодействующих

со сверхкороткими лазерными импульсами [47-49]. В работе [50]
изучалось рассеяние сверхкоротких импульсов на одно- и двухцен-

тровых отрицательных молекулярных ионах, которые описывались

ПНР. В [51] изучалась ионизация отрицательных молекулярных ионов

ультракоротким импульсом в зависимости от ориентации межъядерной

оси.
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Рис. 1. Двойные прямоугольные квантовые ямы и четные и

нечетные собственные волновые функции частицы в них.

чается взаимодействие предельно коротких импульсов

(ПКИ) с частицей в двойной квантовой яме, состоящей

из двух глубоких и узких прямоугольных квантовых ям,

разделенных барьером (рис. 1). Длительность импульса

считается короче характерного времени, связанного с

энергией частицы в основном состоянии, поэтому для

анализа применяется приближение внезапных возму-

щений [52–57]. Показано, что населенности связанных

состояний и вероятности ионизации определяются отно-

шением электрической площади импульса к ее мере, ко-

торая обратно пропорциональна характерному размеру

такой наноструктуры.

Рассматриваемая система из двойных
квантовых ям

Рассмотрим систему из двойной квантовой ямы, со-

стоящей из двух одномерных прямоугольных квантовых

ям, разделенных барьером (рис. 1).
Для простоты анализа будем считать ямы очень глу-

бокими и одновременно узкими, что упрощает аналити-

ческие выкладки, однако не нарушает общности сделан-

ных выводов. В таком случае для упрощения выкладок

аппроксимируем данную потенциальную функцию двумя

дельтаобразными потенциальными ямами (двухцентро-
вым ПНР). Волновые функции и собственные значения

энергии такой системы легко могут быть найдены [58].
Стационарное уравнение Шредингера с таким одно-

мерным потенциалом имеет вид

ψ′′ +
2m
~2

(E −U(x))ψ = 0, (1)

где предполагается профиль потенциальной энергии

электрона в виде

U(x) = −V0δ

(

x −
L
2

)

−V0δ

(

x +
L
2

)

, (2)

Оптика и спектроскопия, 2024, том 132, вып. 2



Возбуждение и ионизация частицы в двойной квантовой яме... 155

где V0 —
”
мощность“ каждой ямы, L — расстояние

между ямами.

Согласно [58], в такой двойной яме возможны либо

четные собственные состояния, либо нечетные. Они

схематически изображены на рис. 1. Выкажение для

волновой функции четного состояния имеет вид

ψeven(x) =



























Ceven

(

1 + eκ0L
)

eκ0(x+L/2), x ≤ −L/2,

Ceven

(

eκ0(x+L/2) + e−κ0(x−L/2)
)

= Ceveneκ0L/2cosh κ0x , −L/2 < x < L/2,

Ceven(1 + eκ0L)e−κ0(x−L/2), x ≥ L/2,

где обозначен нормировочный коэффициент

Ceven =

√

κ0

2eκ0L (eκ0L + 1 + κ0L)
,

а показатель экспоненты κ0 является решением уравне-

ния

κ0L =
mV0L

~2

(

1 + e−κ0L
)

. (3)

Аналогично волновая функция нечётного состояния

имеет вид

ψodd(x) =



























Codd

(

1 + eκ1L
)

eκ1(x+L/2), x ≤ −L/2,

Codd

(

eκ1(x+L/2) + e−κ1(x−L/2)
)

= Codd sinh κ1x , −L/2 < x < L/2,

Codd

(

1 + eκ1L
)

e−κ1(x−L/2), x ≥ L/2,

с нормировочным коэффициентом

Codd =

√

κ1

2eκ1L (eκ1L − 1− κ1L)
,

а показатель экспоненты κ1 является решением транс-

цендентного уравнения

κ1L =
mV0L

~2

(

1− e−κ1L
)

. (4)

В этих выражениях используется обозначение

κ = 2m|E|
~2 , E — энергия частицы в связанном состоянии,

которая находится численно. Если V0 <
~
2

mL , то в такой

яме всегда только один дискретный уровень энергии,

соответствующий чётной волновой функции ψeven(x), ко-
торый является единственным решением уравнения (3).
Уравнение (4) в этом случае не имеет нетривиальных ве-

щественных решений. Наоборот, если V0 >
~
2

mL , то в яме

два дискретных уровня энергии, причем основной уро-

вень соответствует четной волновой функции ψeven(x), а
возбужденный — нечетной ψodd(x) [58]. Соответственно
в этом случае и уравнение (3), и уравнение (4) обладают
единственным решением для величин κ0 и κ1. Решения с

комплексными κ1, отвечающие сплошному спектру, мы

не рассматриваем.

Теоретическое рассмотрение и
обсуждение результатов

Динамика квантовой системы во внешнем поле ПКИ

описывается одномерным временным уравнением Шре-

дингера для волновой функции электрона 9(x , t) [59]:

i~
∂ψ

∂t
= [Ĥ0 + V (t)]9.

Здесь Ĥ0 — собственный гамильтониан системы, ~ —

приведенная постоянная Планка. V (t) = −qxE(t) —

энергия взаимодействия системы с полем ПКИ в диполь-

ном приближении, q — заряд электрона.

Длительность получаемых на сегодняшний день ат-

тосекундных импульсов уже может быть короче харак-

терных внутриатомных времен [60–67]. Поэтому для

нахождения амплитуд связанных состояний после им-

пульса будем считать, что длительность ПКИ τ короче

характерного времени, связанного с энергией частицы в

основном состоянии, Tg = 2π~/E , τ ≪ Tg = 2π~/E .
Когда τ ≪ Tg , теория фотоионизации Келдыша ста-

новится неприменимой [19,27], так что для нахождения

амплитуд связанных состояний и вероятности ионизации

воспользуемся приближением внезапных возмущений,

введенным Мигдалом, Паули и Шиффом [52–54] и

изученного другими авторами [15,55–57]2 .

В приближении внезапных возмущений волновая

функция частицы после импульса записывается в ви-

де [15,17–19,23,24]:

9e(x) = ψ0(x)ei q
~

SE x . (5)

После прохождения ПКИ волновая функция частицы

9e(x) может быть разложена по собственным функциям

невозмущённого гамильтониана системы (в нашем слу-

чае это состояния ψeven(x) и ψodd(x), введенные в преды-

дущем разделе): 9e(x) =
∑

n anψn(x). Здесь an — ам-

плитуда связанного состояния (индекс n соответствует

либо четному состоянию, либо нечетному), выражения
для которых записываются в виде

an =

∞
∫

−∞

ψ∗
n (x)ψeven(x)ei q

~
SE x dx . (6)

Если до прихода импульса система была в основном

состоянии, т. е. ψeven(x) , то из (6) легко получить

2 Данное приближение не стоит путать со стандартной теорией

возмущений, применимой в слабых полях. Приближение внезапных

возмущений справедливо, когда τ ≪ Tg , но амплитуда возбуждаемого

поля, может быть, и сравнима с внутриатомными полями. Тем не менее

результаты расчета населенностей связанных состояний системы,

полученные в рамках обычной теории возмущений и приближения вне-

запных возмущений, как показано в [15], дают одинаковый результат

при малой амплитуде поля импульса (см. также Приложение в конце

статьи).

Оптика и спектроскопия, 2024, том 132, вып. 2
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Рис. 2. Населённость основного (чётного) состояния после

воздействия на среду предельно короткого возбуждающего

импульса.

выражение для амплитуды основного четного состояния

после прохождения импульса:

aeven =

∞
∫

−∞

ψ2
even(x)ei q

~
SE x dx ,

и для нечетного состояния:

aodd =

∞
∫

−∞

ψodd(x)ψeven(x)ei q
~

SE x dx .

Населённости этих состояний определяются квадратом

модуля соответствующих амплитуд.

Введём следующую величину:

SQW =
~

qL
,

которую мы будем называть характерной мерой элек-

трической площади для двойной квантовой ямы. Данная

величина имеет схожий вид для других простейших

квантовых систем [16,18,19,21–24]. Тогда из формул

(5),(6) получаем следующие выражения для населённо-

сти основного (чётного) состояния после воздействия на

среду предельно короткого возбуждающего импульса:

wground = C4
evenL2e2κ0L

(

8κ0L

4κ20L2 + S2
E/S2

QW

)2

×

∣

∣

∣

∣

(1 + eκ0L) cos
SE

2SQW
+ κ0L

2SQW

SE
sin

SE

2SQW

∣

∣

∣

∣

2

(7)
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Рис. 3. Населённость возбуждённого (нечётного) состояния

после воздействия на среду предельно короткого возбуждаю-

щего импульса.

и для населённости возбуждённого (нечётного) состоя-

ния:

wexcited = 4C2
evenC

2
oddL2

∣

∣

∣

∣

(

(κ0 + κ1)L(2e(κ0+κ1)L + eκ1L − eκ0L)

(κ0 + κ1)2L2 + S2
E/S2

QW

+
(κ1 − κ0)L(eκ1L + eκ0L)

(κ1 − κ0)2L2 + S2
E/S2

QW

)

× sin
SE

2SQW
+

(

(eκ1L − eκ0L)

(κ0 + κ1)2L2 + S2
E/S2

QW

+
(eκ0L − eκ1L)

(κ1 − κ0)2L2 + S2
E/S2

QW

)

·
SE

SQW
· cos

SE

2SQW

∣

∣

∣

∣

2

. (8)

Напомним, что нечётное состояние существует только,

если: V0 > ~
2/mL.

Наконец, вероятность ионизации двойной квантовой

ямы может быть получена как

w ioniz = 1− wground − wexcited. (9)

Видно, что эти населенности и ионизация определя-

ются отношением электрической площади импульса к ее

атомной мере, которая пропорциональна ширине ямы, а

не энергией импульсов, что согласуется с результатом

ранних исследований для одиночных квантовых ям, ато-

мов, молекул и других систем [16,18,19,21–24]. Отметим,
что полученные выражения справедливы, когда τ ≪ Tg .

Результаты расчетов населенностей в данном прибли-

жения согласуются с результатами прямого численного

решения временного уравнения Шредингера [18,22–24]
для различных систем, поэтому вопрос о выполнимости

данного приближения в настоящей работе не рассматри-

вается (некоторые комментарии о его применимости см.

в Приложении).
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Рис. 4. Вероятность ионизации электрона в двойной кван-

товой яме при воздействии на среду предельно короткого

возбуждающего импульса.

Зависимости вероятностей возбуждения обоих уров-

ней и вероятности ионизации от параметров ямы и

электрической площади воздействующего импульса про-

демонстрированы на рис. 2−4.

Из этих рисунков отчетливо видно, что в случае близ-

кой к нулю электрической площади система остается

в основном (четном) состоянии. Второе возбужденное

состояние не заселяется, ионизации не происходит. Дан-

ное обстоятельство достаточно очевидно, так как элек-

трическая площадь импульса имеет смысл переданного

механического импульса системе, который в этом случае

равен 0.

С ростом электрической площади, когда она становит-

ся сравнимой или больше меры SQW , возрастает насе-

ленность второго состояния и вероятность ионизации.

Это очевидно, так как в этом случае полуцикловой

импульс поля быстро передает механический импульс

системе, уже сравнимый с ее мерой SQW , что приводит

к ее быстрому возбуждению и ионизации. Получен-

ные результаты показывают возможность сверхбыстрого

управления динамикой электронов в двойных квантовых

ямах, что открывает новые возможности исследований

в данной области с помощью полуцикловых импуль-

сов.

Заключение

В настоящей работе на основании приближенного

решения уравнения Шредингера в приближении вне-

запных возмущений получены аналитические выраже-

ния для населенностей четного и нечетного состоя-

ний и вероятности ионизации частицы в двойной пря-

моугольной квантовой яме, возбуждаемой одиночным

ПКИ с длительностью короче характерного времени,

связанного с энергией частицы в основном состоянии,

Tg = 2π~/E . Ямы предполагаются глубокими и узкими,

что позволяет аппроксимировать их дельтаобразными

ямами. Однако это не нарушает общности сделанных

выводов.

Полученные выражения показывают, что в этом слу-

чае значение населенностей и вероятности ионизации

определяется отношением электрической площади им-

пульса к ее атомной мере. Данный вывод согласуется

с ранними исследованиями авторов для атомных, моле-

кулярных систем и одиночных квантовых ям как одно-

мерных, так и трехмерных [16–26]. Данные результаты

показывают, что полуцикловые импульсы с ненулевой

электрической площадью позволяют оказывать заметное

и быстрое возбуждение и ионизацию электронов в двой-

ных квантовых ямах в отличие от биполярных импульсов

с близкой к нулю площадью.

Полученные результаты могут быть использованы при

анализе возбуждения электронов в гетероструктурах на

основе двойных квантовых ям предельно короткими им-

пульсами. Проведенные исследования показывают новые

возможности в применении полуцикловых импульсов

для сверхбыстрого возбуждения квантовых систем на

основе двойных квантовых ям и тем самым открывает

новые направления исследований в оптике униполярного

света и физике гетероструктур.

Финансирование работы

Исследование выполнено при финансовой поддержке

РНФ в рамках научного проекта 21-72-10028.

Конфликт интересов

Авторы заявляют, что у них нет конфликта интересов.

Приложение

О соответствии результатов,

полученных в рамках стандартной теории

возмущений и приближении внезапных

возмущений

Хотелось бы отметить, что в пределе слабого поля

результаты, полученные с помощью приближения вне-

запных возмущений, сходятся к результату, получаемо-

му в рамках обычной теории возмущений. Это соот-

ветствует случаю, когда напряженность возбуждающего

поля много меньше внутриатомного поля в системе и

длительность возбуждающего импульса много меньше

характерного времени внутренней динамики квантовой

системы.

В этом случае легко показать, что приближенное

решение уравнения Шредингера с использованием стан-

дартной теории возмущений и приближенное решение

уравнения Шредингера с использованием приближения

внезапных возмущений точно совпадают. Данный вопрос
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обсуждался ранее в [15]. Ниже данное обстоятельство

рассматривается подробно.

Действительно, решение уравнения Шредингера в

приближении внезапного возмущения имеет вид

ψ(r̄ , t) = ψ(r̄ ,−∞) · e

iq
~

r̄
t
∫

−∞

Ē(t′)dt′

, (51)

в котором предполагается, что возбуждающий импульс

начинает действовать в момент времени t = −∞.

В обычной теории возмущений, справедливой при

малых амплитудах возбуждающего поля, населенность

связанного n-го состояния квантовой системы дается

выражением

wn =
d2

kn

~2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

E(t′)eiωknt′dt′

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

. (52)

Сначала будем предполагать, что исходно система была

в k-м состоянии, dkn — дипольный момент перехода

между k-м и n-м уровнем энергии, ωkn — частота этого

перехода.

Приближение внезапных возмущений используется,

когда длительность воздействия короче характерных

времен системы:

ωknτp ≪ 1. (53)

(см. уравнение Шредингера (2), в котором можно

пренебречь собственным гамильтонианом, Ĥ0 за время

воздействия, см. также [68]). Физически это означает, что

за время воздействия импульса электрон не успевает

заметно сместиться по орбите. Однако при этом поле

не должно быть столь сильным, чтобы вырвать элек-

трон с орбиты, что накладывает некоторые ограничения

и на амплитуду импульсов возбуждения (подробнее
о применимости приближений внезапных возмущений

см. [69,70]).

В этом случае населенность состояния с номером из

выражения (П1) определяется следующим образом:

wn =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

R

ψk(r̄) · e

iq
~

r̄
t
∫

0

Ē(t′)dt′

ψn(r̄)dr̄

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

. (54)

Когда амплитуда поля мала, экспоненту под знаком

интеграла можно разложить в ряд:

e

iq
~

r̄
t
∫

0

Ē(t′)dt′

≈ 1 +
iq
~

r̄

t
∫

0

Ē(t′)dt′. (55)

Тогда, используя условие ортогональности волновых

функций системы, получаем для населенностей в при-

ближении внезапных возмущений

wn =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

R̄

ψk(r̄) ·



1 +
iq
~

r̄

t
∫

0

Ē(t′)dt′



ψn(r̄)dr̄

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

R̄

ψk(r̄) ·
iq
~

r̄

t
∫

0

Ē(t′)dt′ · ψn(r̄)dr̄

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

=
q2

~2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

R̄

ψk(r̄) · r̄ · ψn(r̄)dr̄

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

Ē(t′)dt′

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

=
d2

kn

~2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

Ē(t′)dt′

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

, k 6= n. (56)

Полученное таким образом выражение в приближе-

нии внезапных возмущений в приближении слабого

поля совпадает с выражением (П2) для населенностей

в рамках обычной теории возмущений, в котором мож-

но пренебречь экспонентой под интегралом вследствие

выполнения условия ωknτp ≪ 1.

Таким образом, данный анализ наглядно показывает,

что при малой амплитуде возбуждающего импульса ре-

зультаты расчета населенностей в приближении внезап-

ных возмущений сходятся к результатам, полученным в

рамках обычной теории возмущений.
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