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Показано, что дуальность по отношению к преобразованию Фурье между распределением нетривиальных

нулей дзета-функции Римана вдоль критической линии, с одной стороны, и распределением логарифмов

простых чисел и степеней простых, с другой стороны, может быть использована в качестве теорети-

ческой базы для создания новых дифракционных оптических элементов. В частности, была изготовлена

апериодическая дифракционная решетка, щели которой упорядочены в соответствии с распределением

нетривиальных нулей дзета-функции Римана. Для нанопрофилирования использовалась атомно-силовая

литография. Полученная дифракционная картина характеризуется наличием дискретных дифракционных

максимумов на логарифмах простых чисел и их степеней, что является прямой экспериментальной

иллюстрацией гипотезы Гильберта−Полиа.
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Введение

Гипотеза Римана — это одна из наиболее сложных

нерешенных проблем современной науки [1–6]. Один из

возможных подходов к доказательству гипотезы Рима-

на основывается на предположении Гильберта−Полиа,

согласно которому нетривиальные нули дзета-функции

Римана могут быть интерпретированы в терминах спек-

тральной теории [7,8]. Основываясь на вычислительных

результатах Одлыжко [9], Дайсон отметил, что распреде-

ление нулей ζ -функции Римана может рассматриваться

как одномерный квазикристалл [10]. В частности, он об-

ратил внимание на то, что
”
они образуют распределение

точечных масс вдоль прямой линии, а их фурье-образ,

скорее всего, также является распределением точечных

масс — по одной на каждый логарифм простого числа и

степени простого числа“. Вообще говоря, если быть бо-

лее корректным, результирующий фурье-образ, помимо

дискретной компоненты, содержит также дополнитель-

ную непрерывную компоненту в качестве фона [11]. Тем
не менее мы можем рассматривать оба распределения

как дуальные друг другу по отношению к косинус-

преобразованию Фурье. Первое распределение — это

апериодическая последовательность δ-функций Дирака,

воспроизводящая с некоторым масштабным множителем

распределение нулей ζ -функции Римана вдоль критиче-

ской линии. Второе распределение — апериодическая

последовательность δ-функций, воспроизводящая после-

довательность простых чисел и степеней простых на

логарифмической шкале.

Если первое множество δ-функций соответствует по-

ложениям гармонических осцилляторов, то его фурье-

образ определяет условия конструктивной интерферен-

ции волн. Математические соотношения между такими

взаимно-дуальными дискретными распределениями мо-

гут быть положены в основу конструирования возмож-

ных будущих дифракционных оптических элементов.

В частности, в работе [8] обсуждается гипотетический

интерферометр Римана, состоящий из сложной системы

полупрозрачных зеркал, расположенных в логарифмах

таких натуральных чисел, в разложении которых на про-

стые множители отсутствуют квадраты. Предполагалось,

что такая система зеркал позволила бы визуализировать

нули ζ -функции Римана, однако сведений об изготовле-

нии реальных действующих приборов подобного типа в

литературе нам найти не удалось.

В настоящей работе мы сообщаем об изготовлении

апериодической дифракционной решетки, состоящей из

чередующихся прозрачных и непрозрачных участков, но

в отличие от обычной периодической решетки поло-

жения щелей определялись значениями мнимых частей

нетривиальных нулей дзета-функции Римана (с неко-

торым заранее выбранным масштабным коэффициен-

том). Атомно-силовая литография была использована
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для нанопрофилирования образцов. Полученные экс-

периментально дифракционные картины подтверждали

факт интенсивного когерентного рассеяния с большим

числом хорошо различимых максимумов, в том числе

и на больших углах, близких к 90◦ . Как и ожидалось,

измеренные углы дифракции соответствовали логариф-

мам простых чисел и их степеней. Однако вследствие

относительно небольшого общего числа щелей в изго-

товленных решетках точное соответствие имело место

только для первых максимумов в центральной части

дифракционной картины.

Обычно условия конструктивной интерференции фор-

мулируются следующим образом: сложение волн имеет

место, если волны приходят в фазе по отношению друг

к другу или, что эквивалентно, если на оптической

разности хода между интерферирующими лучами от

двух соседних щелей до интересующей точки на экране

укладывается целое число длин волн [12–14]. В нашем

случае эта общепринятая формулировка неприменима.

Наши результаты со всей очевидностью показывают,

что конструктивная интерференция от апериодической

системы щелей может наблюдаться даже если волны

от любой пары соседних щелей приходят не в фазе.

Основным требованием является наличие существенной

дискретной компоненты в фурье-образе соответствую-

щей апериодической последовательности δ-функций в

целом.

Успешное изготовление апериодической дифракци-

онной решетки, основанной на
”
скрытом“ порядке в

распределении нулей ζ -функции Римана, может сти-

мулировать дальнейший интерес к конструированию

новых оптических приборов на основе апериодических

детерминированных структур [15–18], поскольку такие

структуры могут проявлять свойства, недостижимые

ни в периодических, ни в случайных системах. Экс-

периментальное наблюдение
”
спектра“ нетривиальных

нулей дзета-функции может вдохнуть новую жизнь в

систематическое использованию спектрального подхода

при решении различных проблем, связанных с гипотезой

Римана.

1. Теоретические соотношения

Гипотеза Римана утверждает, что все нетривиальные

нули ζ -функции Римана лежат на критической прямой,

т. е. для всех нетривиальных нулей действительная часть

равна 1/2. При этом мнимые части распределены вдоль

критической прямой достаточно непредсказуемым обра-

зом (с точки зрения сегодняшнего уровня знаний).
Представим себе систему тонких параллельных ще-

лей, позиции которых в точности воспроизводят поло-

жения нетривиальных нулей δ-функции на критической

прямой. Если щели достаточно тонкие, то получив-

шаяся апериодическая дифракционная решетка может

рассматриваться как последовательность δ-функций Ди-

рака. Соответствующая дифракционная картина будет в

первом приближении описываться суммой комплексных

экспонент по нулям ζ -функции Римана.

Ранее нами был проведен теоретический анализ рядов

такого типа [11], и было показано, что парциальные

суммы косинус-рядов по нулям ζ -функции Римана с

достаточно хорошей точностью аппроксимируются сле-

дующим выражением:

SN(t) =

n
∑

k=−N

cos(γkt) = 2

n
∑

k=1

cos(γkt)

≈
(

2π
N
γN

+ 1

)

sin(γNt)
πt

−
Si(γNt)
πt

−
∞
∑

n=2

3(n)√
n

·
sin(γN(t ± ln n))

π(t ± ln n)
+ exp(t/2) + exp(−t/2).

Здесь γk — мнимая часть k-го нуля. В этой фор-

муле первые слагаемые соответствуют центральному

максимуму, последние слагаемые описывают фон, а

дифрагированным пучкам соответствуют члены, пропор-

циональные функции Мангольдта 3(n).
Таким образом, основываясь на результатах [11],

мы можем выписать следующее условие когерентного

сложения волн (для случая решетки, работающей на

пропускание при нормальном падении света):

2π

λ
a sinϕ = m ln p.

Здесь ϕ — угол рассеяния, λ — длина волны

падающего излучения, a — масштабный множитель,

измеряемый в µm (это значит, что если γk — мнимая

часть k-го нуля, то k-я щель должна быть создана

в позиции с координатой aγk), p и pm — простые

числа и степени простых чисел соответственно. Иными

словами, мы ожидаем увидеть на экране яркие рефлексы

в положениях простых чисел и их степеней на логариф-

мической шкале, слегка искаженной функцией тангенса

арксинуса. Оценку относительной яркости рефлексов

можно получить, возводя в квадрат амплитуды пиков

на фурье-спектре I p,m ∝ A2
p,m, которые, в свою очередь,

определяются соответствующими значениями функции

Мангольдта 3(n):

Ap,m =
3(n)√

n
= p−m/2 ln p.

2. Изготовление апериодической
решетки и визуализация простых
чисел

Для формирования на поверхности подложки требу-

емого рисунка мы использовали атомно-силовую лито-

графию (АСМ литографию). С различными методами

нанопрофилирования поверхности образцов с помощью

атомно-силовой микроскопии можно ознакомиться в

обзорах [19–24].
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Рис. 1. Апериодическая дифракционная решетка, щели которой расположены в соответствии с распределением нулей ζ -функции

Римана: a — АСМ изображение мини-решетки, изготовленной с масштабным множителем 1.0 µm; b — экспериментальная

установка и полученная дифракционная картина от мини-решетки размером 100× 100 µm, изготовленной с масштабным

множителем 1.0 µm и содержащей 29щелей. На врезке в левом верхнем углу представлена ее оптическая микрофотография.

Существует два основных метода АСМ литографии:

статическая (гравировка, царапание) и динамическая

(наночеканка). В случае статической нанолитографии

острие зонда находится в контактном режиме. Боковые

силы, возникающие вблизи острия зонда в процессе

царапания, вызывают изгибание и скручивание кантиле-

вера, что приводит к нерегурярности формы кромки и

плохой воспроизводимости формы и глубины царапин.

Попытки процарапать близко расположенные параллель-

ные канавки могут приводить к появлению плохоконтро-

лируемого морщинистого рельефа. Еще одним недостат-

ком статического метода является то, что при царапании

больших площадей зонд быстро изнашивается. В це-

лом, статическая АСМ литография является наиболее

простым, но в то же время менее воспроизводимым

методом.

В случае динамической нанолитографии модификация

поверхности производится путем быстрой наноиндента-

ции (точка за точкой) при помощи колеблющегося зонда

в режиме постукивания (чеканки). Этот метод позво-

ляет достигать вполне приемлемой воспроизводимости

рисунка, при этом получающиеся канавки оказываются

достаточно однородными по форме и глубине.

Заметим, что глубина профиля, получаемого методом

динамической литографии, обычно составляет величину

порядка нескольких нанометров. Для дифракционных

решеток, предназначенных для видимого спектрально-

го диапазона, обычно требуется создание значительно

более глубокого поверхностного рельефа. Характерный

размер структурных элементов должен быть, по мень-

шей мере, порядка сотни нанометров. Это явилось

основной причиной, вследствие которой мы склонились

к выбору статического метода, так как нам требовалось

обеспечить по возможности более глубокий рельеф.

В дополнение к этому мы осуществляли царапание в

несколько проходов, когда зонд несколько раз направля-

ется вперед и назад вдоль одной и той же линии для

достижения большей глубины.

Итак, наша задача сводилась к созданию требуемого

геометрического рисунка и переносу этого рисунка на

поверхность подложки. Нами была написана програм-

ма, которая выполняла следующие действия: загрузка

массива нулей ζ -функции Римана из заранее подго-

товленного файла ресурсов; расчет положений щелей

для заданного масштабного множителя; определение

границ областей, подлежащих выцарапыванию; опре-

деление желаемой траектории перемещения зонда и

экспорт полученного шаблона в виде файла векторной

графики. Чтобы процарапать большие площади между

прозрачными
”
щелями“, мы использовали сложный путь

в форме меандра, состоящий из нескольких близко

расположенных параллельных линий, с многократными

проходами по ним.

Модификация поверхности осуществлялась с по-

мощью атомно-силового микроскопа NTEGRA (ООО

”
НТ-МДТ“) с увеличенной областью сканирования

150× 150µm. Были подготовлены несколько образ-

цов — тестировались разные материалы, менялись неко-

торые параметры шаблонов (площадь активной области,

масштабный множитель, ширина щелей, шаг и число

проходов), варьировались параметры процесса грави-

ровки [25]. Наилучшие результаты были получены на

подложках из полиэтилентерефталата (SIQINZONGWA

PET) с использованием монокристаллического алмаз-

ного зонда DRPS-In для глубокого царапания. Ниже

приведены результаты для двух образцов, которые нам

представляются достаточно качественными и информа-

тивными.
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Рис. 2. Интерпретация дифракционной картины от апериодической решетки, щели которой расположены в соответствии с

распределением нулей ζ -функции Римана (размер решетки 150× 150 µm, масштабный множитель 0.8 µm, учтено 73 нуля).
Экспериментально полученная дифракционная картина (сверху); положения простых чисел и их степеней на искаженной

логарифмической шкале и соответствующие им углы дифракции (cнизу). Деления на шкале соответствуют натуральным числам.

Большие штрихи обозначают простые числа (сильные рефлексы), средние штрихи обозначают степени простых чисел (рефлексы
средней интенсивности), остальные натуральные числа помечены малыми штрихами (рефлексы отсутствуют).

Первый образец был изготовлен с масштабным коэф-

фициентом a = 1.0µm. Область дифракции была разме-

ром 100× 100µm и содержала всего лишь 29 щелей.

АСМ изображение полученной мини-решетки представ-

лено на рис. 1, a. Измеренная средняя глубина канавок

оказалась равной приблизительно 250−300 nm. Видно,

что на дне процарапанных областей присутствуют мор-

щинистые наноструктуры нерегулярной формы. Обла-

сти, которые не подвергались царапанию, оставались

прозрачными и служили в качестве щелей.

Мини-решетка была закреплена на держателе и ис-

следована на специально подготовленном измеритель-

ном стенде. Экспериментальная установка и получен-

ная дифракционная картина представлены на рис. 1, b.

На небольшой врезке в левом верхнем углу представ-

лена оптическая микрофотография решетки. В качестве

источника излучения был использован диодный лазер с

длиной волны 633 nm. Луч лазера направлялся с помо-

щью оптоволокна на зеркало. Образец был установлен

на оптический столик с системой микропозициониро-

вания таким образом, чтобы зеркало отражало луч на

активную область. Дифракционная картина наблюдалась

на экране, расположенном на расстоянии 30 cm от

решетки.

Несмотря на то что площадь активной области отно-

сительно невелика, она генерирует достаточно интенсив-

ное дифракционное поле вокруг себя, в том числе и при

больших углах рассеяния вблизи 90◦ . Дифракционная

картина является симметричной, несмотря на то, что

сама решетка асимметрична. Центральная часть дифрак-

ционной картины хорошо согласуется с предсказанной.

В частности, первые дифракционные максимумы появ-

ляются на углах ±4◦, что соответствует значению ln 2 в

формуле для условия конструктивной интерференции.

Чтобы установить влияние поляризации падающего

луча на общий вид дифракционной картины, была про-

ведена серия экспериментов, в которых в оптический

путь была добавлена призма Глана−Тейлора. Юстировка

осуществлялась стандартным способом по максимуму

интенсивности. Никаких существенных изменений ди-

фракционной картины в зависимости от того, был ли

поляризован падающий луч параллельно или перпенди-

кулярно щелям, обнаружено не было.

Второй образец был изготовлен с масштабным коэф-

фициентом a = 0.8µm на площади 150× 150µm. При

подготовке шаблона для ее изготовления было учтено

73 нуля ζ -функции Римана. Число щелей было несколь-

ко меньше, так как если соседние нули ζ -функции оказы-

вались расположенными слишком близко друг к другу,

так что соответствующие щели начинали перекрываться,

то мы формировали одну широкую щель вместо двух

перекрывающихся. Также мы учли, что при пропор-

циональном уменьшении масштаба глубокое царапание

могло привести к разрушению тонких возвышающихся

элементов поверхностного рельефа. Во избежание этого

мы уменьшили соответствующие технологические па-

раметры процесса АСМ литографии, так что средняя

глубина модуляции поверхностного рельефа в итоге

уменьшилась до величины порядка 80−100 nm.

Дифракционная картина от апериодической решетки,

изготовленной с масштабным множителем a = 0.8µm,

представлена на рис. 2. Вертикальные штрихи на (слегка
искаженной) логарифмической шкале означают расчет-

ные положения дифракционных максимумов. Большие

штрихи обозначают простые числа (сильные рефлексы),
в то время как средние штрихи обозначают степени про-

стых чисел (рефлексы средней интенсивности). Осталь-
ные натуральные числа помечены малыми штрихами.
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Для них когерентного сложения волн не наблюдается.

Сжатие рассеивающего объекта в прямом пространстве

приводит к обратно-пропорциональному растяжению

фурье-образа в обратном пространстве. В связи с этим

для решетки, изготовленной с масштабным коэффициен-

том 0.8µm, первые дифракционные максимумы появля-

ются на углах ±5◦ (соответствуют ln 2). Заметим также,

что чем больше нулей ζ -функции Римана учитывается

при изготовлении решетки, тем большее число щелей

попадает под луч лазера, и тем больше простых чисел

могут быть визуализированы в дифракционной картине.

Заключение

Показана возможность создания нового типа дифрак-

ционных оптических элементов: апериодической дифрак-

ционной решетки, щели которой расположены в соот-

ветствии с распределением нетривиальных нулей дзета-

функции Римана. Методами атомно-силовой нанолито-

графии была изготовлена серия образцов, отличавшихся

друг от друга материалом подложки, размерами актив-

ной области, числом щелей, масштабным множителем,

глубиной поверхностного рельефа и некоторыми второ-

степенными параметрами. Экспериментально наблюдае-

мые дифракционные картины от изготовленных апери-

одических решеток представляют собой визуализацию

соотношений дуальности между нулями дзета-функции

Римана и простыми числами.

Пока преждевременно говорить о возможном практи-

ческом применении полученных структур, однако среди

их особенностей в первую очередь следует обратить

внимание на быстрое увеличение числа рефлексов при

увеличении угла рассеяния и значительную интенсив-

ность рассеянного излучения на больших углах (близких

к 90◦).

Обычно предполагается, что дифракционная решетка

представляет собой периодическую структуру, которая

расщепляет входящий пучок на несколько дифрагиро-

ванных лучей, распространяющихся в разных направ-

лениях. В нашем случае требование периодичности не

является необходимым. Полученные нами структуры яв-

ляются примером детерминированных апериодических

структур.

Также обратим внимание на то, что при взаимном

усилении волн подразумевается, что волны от соседних

источников должны приходить в фазе по отношению

друг к другу. Такова, например, дифракция Брэгга.

В случае дифракции от детерминированных апериоди-

ческих структур основным критерием является наличие

существенной дискретной компоненты в фурье-образе

соответствующей апериодической последовательности

δ-функций в целом.
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