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На основе газодинамических методов проведено численное моделирование нелинейной динамики зву-

ковых волн в колебательно-возбужденном неравновесном газе и исследованы основные стадии эволюции

акустической неустойчивости. Показано, что в численных моделях линейный режим с экспоненциальным

законом роста амплитуды возмущений хорошо согласуется с линейным анализом устойчивости, а на

нелинейной стадии развития акустической неустойчивости происходит формирование системы ударных

волн. Продемонстрированы эффекты нелинейного насыщения интенсивности ударных волн, обусловленные

стабилизацией акустической неустойчивости.
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Введение

Свойства неравновесных сред важны для понима-

ния физических процессов, происходящих, например, в

колебательно-возбужденном газе [1]. При определенных

условиях неравновесная среда становится акустически

активной, т. е. амплитуда звуковых волн в ней нараста-

ет [2–4]. Акустическая неустойчивость в неравновесном

колебательно-возбужденном газе может приводить к [2]:
сверхотражению звуковых волн на границе раздела рав-

новесной и неравновесной сред; возбуждению встреч-

ного акустического ветра; появлению новых свойств

параметрических взаимодействий звуковых, вихревых и

энтропийных мод; изменению критического числа Рей-

нольдса ламинарно-турбулентного перехода, структуры

пограничного слоя, коэффициентов аэродинамического

сопротивления; изменению структуры, скорости и усло-

вий устойчивости ударных волн, а также параметров

течения за фронтом детонационных волн.

Важным инструментом исследования процессов и яв-

лений в газоплазменных средах наряду с физическим

экспериментом является вычислительный эксперимент,

основанный на решении уравнений гидродинамики хоро-

шо апробированными численными методами [5–7]. Для
оценки адекватности численных алгоритмов, использу-

емых при численном моделировании неустойчивых га-

зодинамических течений, необходимо сравнивать полу-

ченные результаты моделирования с линейным анализом

устойчивости [8].

Цель настоящей работы — разработка численной

модели (инструмента) для исследования нелинейной

динамики акустической неустойчивости в колебательно-

возбужденном газе с различными моделями релаксации

на основе методов численного газодинамического моде-

лирования.

1. Математическая модель
колебательно-возбужденного газа

В настоящей работе ограничимся рассмотрением мо-

дели однокомпонентного колебательно-возбужденного

газа с экспоненциальной релаксацией Ландау−Телле-

ра [2,3,9] в одномерном приближении

∂U

∂t
+

∂F

∂x
= G, (1)

где U = {̺, ̺u, ̺ε, ̺εν}T — вектор консервативных пе-

ременных, ε = 0.5u2 + p/[(γ − 1)̺], ̺, u и p — плот-

ность, скорость и давление газа соответственно, γ —

показатель адиабаты, εν — удельная колебательная энер-

гия молекул газа, F = {̺u, ̺u2 + p, (̺ε + p)u, ̺ενu}T —

вектор плотности потока величины U,

G = {0, ̺g, ̺(εν−εe
ν)/τ−̺3 + ̺ug, ̺(εe

ν−εν)/τ + ̺Q}T,

εe
ν — равновесное значение удельной колебательной

энергии, τ — время колебательной релаксации, Q и 3 —

удельные мощности нагрева (накачки) и охлаждения

(теплоотвода) соответственно. Система (1) замыкается

уравнением состояния идеального газа: p = R̺ T , где

R = R∗/M — газовая постоянная, R∗ — универсальная

газовая постоянная, M — молярная масса газа.

В двухтемпературном приближении удельная колеба-

тельная энергия молекул газа εν и ее равновесное значе-

ние εe
ν являются функциями колебательной Tν и термо-
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динамической T температур соответственно [3,7,10]:

εν(Tν) =
R θν

exp (θν/Tν) − 1
, εe

ν ≡ εν(T ) =
Rθν

exp (θν/T ) − 1
,

(2)
где θν — характеристическая колебательная температу-

ра газа. Формулы (2) записаны для одной колебательной

моды. Если многоатомная молекула имеет несколько

колебательных мод, то полную колебательную энергию

газа (при учете только первого энергетического уровня

каждой моды) можно представить в виде суммы [10]:

εν =
∑

ℓ

rℓεν,ℓ и εe
ν =

∑

ℓ

rℓε
e
ν,ℓ,

где ℓ — номер моды, а rℓ — степень вырождения

ℓ-моды.

В газодинамических расчетах для времени коле-

бательной релаксации обычно применяется модель

Милликена−Уайта [7,11], которая при температурах ни-

же 3000K хорошо согласуется как с экспериментальны-

ми данными, так и с выводами кинетической теории [12].
Существуют и другие более точные модели расчета

времени релаксации при более высоких температу-

рах [10,13–15]. Применяются также модели, основанные

на аналитических аппроксимациях экспериментальных

данных [10]. В общем случае для времени колебательной

релаксации можно записать

τ (p̂, T )=
1

p̂
exp(a0+a1T−1/3+a2T−2/3+a3T 1/3+n lnT )

1− m exp (−θ⋆/T )
,

(3)
где p̂ = p/pA — давление в единицах атмосферного

давления (pA = 101 325 Pa), θ⋆ — минимальная из ха-

рактеристических температур колебательных мод [15],
коэффициенты ak и n определяются эксперименталь-

но [10,16] или рассчитываются с использованием полу-

эмпирических формул [11,15], а параметр m позволяет

учитывать (m = 1) или не учитывать (m = 0) поправку

кинетической теории [15].

2. Результаты численного
моделирования

Для численного моделирования нелинейной дина-

мики неустойчивых звуковых волн в неравновесном

колебательно-возбужденном газе (1)−(3) воспользуем-

ся методом CSPH-TVD (Combined Smoothed Particle

Hydrodynamics−Total Variation Diminishing, [17,18]), ко-
торый обладает вторым порядком точности по простран-

ственной координате и времени. Будем рассматривать

динамику неустойчивых звуковых волн на фоне началь-

ного стационарного и однородного распределения пара-

метров течения ( f 0 = const) покоящегося газа (u0 = 0),
а также ограничимся моделью с постоянными, не завися-

щими от плотности и температуры, значениями функций

нагрева и охлаждения. Тогда из уравнений баланса

энергии в (1) для начального состояния получим сле-

дующие соотношения: Q0 = 30 и εν(Tν0)−εe
ν(T0) = τ0Q0.

Из последнего уравнения можно определить началь-

ную неравновесность среды, т. е. найти колебательную

температуру Tν0 6= T0, которая для случая двухатомных

молекул с одной колебательной модой может быть с

учетом (2) выражена как

Tν0 = T0 θ̄ν

[
ln

θ̄ν exp θ̄ν + S
(
exp θ̄ν − 1

)

θ̄ν + S
(
exp θ̄ν − 1

)
]
−1

,

где

θ̄ν =
θν

T0

, S =
τ0Q0

RT0

— безразмерный параметр, характеризующий степень

неравновесности среды в [2,3,17].
Поскольку в настоящей работе мы не рассматри-

ваем конкретную газовую среду, а исследуем основ-

ные закономерности нелинейной эволюции акустиче-

ской неустойчивости в зависимости от параметров мо-

дели релаксации, то имеет смысл перейти в уравне-

ниях (1)−(3) к безразмерным величинам. Это позво-

лит уменьшить количество калибровочных коэффици-

ентов нашей численной модели и упростить процеду-

ру сравнения результатов численного моделирования

с линейным анализом устойчивости в [2,3,17]. Введем
следующие характерные масштабы численной модели:

lt = τ0, lu = cs0 =
√
γ p0/̺0, lx = cs0τ0, lT = T0, lp = p0,

l̺ = ̺0/γ . Далее будем использовать безразмерные ве-

личины f̄ = f /l f , тогда с учетом уравнения состояния

для времени релаксации из (3) получим:

τ̄ ( ¯̺, T̄ ) =
γ

¯̺
exp

{
ā1T̄

−1/3 + ā2T̄
−2/3 + ā3T̄

1/3

+ (n − 1) ln T̄

}
1− m exp

(
−θ̄⋆

)

1− m exp
(
−θ̄⋆/T̄

) , (4)

где ā1 = a1T
−1/3
0 , ā2 = a2T

−2/3
0 , ā3 = a3T

1/3
0 , а пара-

метр a0 исключается из рассмотрения.

Акустическая неустойчивость в колебательно-

возбужденном газе может возникать при

определенных значениях параметров τ̺ = ∂ ln τ /∂ ln ̺,

τT = ∂ ln τ /∂ lnT и степени неравновесности среды S.
Поскольку в рассматриваемой модели (4) τ̺ = −1,

то условия, при которых звуковые волны неустойчивы,

имеют вид [2,3,17]: τT < γ−1
1 и S > γ1Cν(1−γ1τT )−1,

где γ1 = γ − 1, Cν = R−1∂εe
ν/∂T . Таким образом,

начальное распределение параметров газовой среды

и интенсивности нагрева должны удовлетворять этим

условиям, обеспечивающим возможность нарастания

амплитуды акустических волн на начальной линейной

стадии эволюции по закону ∝ exp(ᾱx̄), где ᾱ = αcs0τ0 —

безразмерный акустический инкремент. Максимальное

значение акустического инкремента достигается

на частотах ω̄ = ωτ0 ≈ 2π и определяется как

ᾱmax ≈ γ1[S(1− γ1τT )−γ1Cν ]/(2γ) [2,3].
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Рис. 1. Квазилинейная стадия эволюции неустойчивых звуковых волн. a — распределения давления в акустической волне на

сгущающихся сетках (линейная стадия); b — зависимости отношения ᾱN/ᾱ от пространственного разрешения λ̄/h для различных

значений частоты ω̄; c — распределения давления, плотности и температуры во время переходной (квазилинейной) стадии.

Точечная линия соответствует решениям линейной модели.

Численные эксперименты проводились для различ-

ных частот возмущений ω̄ = (0.5, 1, 2)π. Расчетная об-

ласть x̄ ∈ [0,L] (L = 100) покрывалась ячейками раз-

мером h = L/N, а количество расчетных ячеек зада-

валось в пределах N = 103−104 . Источник вынужден-

ных возмущений, локализованный в начале коорди-

нат (|x̄ | < λ̄/4), задан в виде ḡ(x̄ , t̄) = ĝ sin(ω̄t̄), где

λ̄ = 2π/ω̄ — безразмерная длина волны возмущений,

ĝ ≈ 10−4 — амплитуда возмущающей удельной силы.

В качестве краевых условий в численных экспериментах

будем использовать на левой границе условие
”
твердая

стенка“, а на правой —
”
условие свободного проте-

кания“. Для демонстрации основных стадий эволюции

акустической неустойчивости выбраны следующие ба-

зовые параметры численной модели: γ = 1.4, ā1 = 10,

ā2 = ā3 = n = m = 0, θ̄ = θ̄⋆ = 6, ω̄ = 2π, N = 104. Да-

лее по умолчанию применяются эти базовые значения.

Квазилинейная стадия эволюции неустойчивых аку-

стических волн представлена на рис. 1. К моменту вре-

мени t̄ = 10 (рис. 1, a) источник генерирует волновой па-

кет с десятью максимумами и начальной амплитудой от-

носительных возмущений давления и плотности ∼ 10−5.

Как видно из рис. 1, a, сгенерированный волновой пакет

представляет собой гармоническую волну с экспоненци-

ально возрастающей амплитудой, за исключением лишь

первого максимума, который граничит с невозмущенной

средой и является передним (правым) фронтом волно-

вого пакета. Для сравнения с линейным анализом устой-

чивости [2,3] на этом рисунке представлены результаты

моделирования на последовательности сгущающихся се-

ток, демонстрирующие сходимость численного решения

к решению линейной модели: f̃ = f̂ 0 exp(ᾱx̄) sin(k̄x̄), где

f̂ 0 — начальная амплитуда возмущений, k̄ — безраз-

мерное волновое число. Важной характеристикой при

моделировании динамики неустойчивых звуковых волн,

влияющих на скорость роста возмущений в численном

эксперименте, является пространственное волновое раз-

решение, т. е. количество ячеек приходящееся на длину

волны (λ̄/h). На рис. 1, b для различных частот показана

зависимость от λ̄/h величины акустического инкремента

ᾱN , получаемого в численном эксперименте, по отноше-

нию к ᾱ из линейной модели. Видно, что при значениях

λ̄/h > 50 различия в скорости роста амплитуды волн в

−1 Журнал технической физики, 2023, том 93, вып. 12
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Рис. 2. Нелинейная стадия эволюции неустойчивых звуковых волн. Показаны пространственные распределения безразмерных

параметров f̄ в акустической волне в различные моменты времени.

линейной и численной моделях составляют менее 1%.

Эволюцию неустойчивых акустических волн в момент

времени t̄ = 45 (рис. 1, c) можно охарактеризовать как

переходную стадию от линейного к нелинейному ре-

жиму, на которой происходит нелинейное укручение

фронтов волн и линейный синусоидальный профиль

деформируется в нелинейный
”
пилообразный“.

Нелинейная стадия эволюции акустической неустой-

чивости показана на рис. (2). К моменту времени t̄ = 60

(рис. 2, a) происходит нелинейное насыщение относи-

тельной амплитуды возмущений на уровне ∼ 2.5−10%

( f̄ max ∼ 1.025−1.1), а весь волновой пакет приобретает

”
пилообразную“ форму. На данном этапе неустойчивые

звуковые волны формируют мелкомасштабную систему

ударных волн (УВ) с практически одинаковой ампли-

тудой и пространственным масштабом (расстоянием
между фронтами) ∼ λ̄. Как видно из рис. 2, a, на границе

волнового пакета амплитуда ударных волн начинает

изменяться за счет нелинейного взаимодействия с со-

седними УВ внутри волнового пакета и невозмущенным

газом. Амплитуда и скорость первого максимума воз-

растают, что приводит к расширению волнового пакета.

Из рис. 2, b видно, что при дальнейшем распространении

системы УВ в пространстве нелинейные эффекты рас-

ширения волнового пакета и взаимодействия соседних

УВ усиливаются. К моменту времени t̄ = 80 давление на

переднем фронте волнового пакета (первый максимум)
возрастает до значения f̄ max ≈ 1.8, а расстояние между

первым и вторым максимумами увеличивается прибли-

зительно в 6.5 раз. На данном этапе эволюции между

первым и третьим максимума формируется область

пониженного давления и температуры с минимумом в

окрестности третьего максимума. В результате степень

неравновесности существенно возрастает (Smax > 5), что
приводит к дополнительному нелинейному усилению

неустойчивости и исчезновению эффекта нелинейного

насыщения в этой области. Изменения других парамет-

ров модели таких как τT и T̄ν , также способствуют эф-
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Рис. 3. Структура УВ в области первого максимума вол-

нового пакета в момент времени t̄ = 80 (см. рис. 2, b),
где ū⋆ = |ū − ū1| — скорость натекания газа на фронт УВ,

ū1 — скорость УВ (первого максимума волнового пакета).

фекту нелинейного усиления неустойчивости. Детальное

исследование этих эффектов, включая возможное разви-

тие в этой области тепловой неустойчивости, выходит за

рамки настоящей работы.

Структура ударной волны, сформировавшейся к мо-

менту времени t̄ = 80 на переднем фронте волно-

вого пакета, показана на рис. 3. Газ натекает на

фронт волны справа со сверхзвуковой скоростью

ū⋆ = |ū−ū1| (где ū1 — скорость УВ) и числом Маха

M = ū∗/c̄s ≈ 1.3, а после перехода через звуковую

точку на фронте УВ течение становится дозвуковым

(M ≈ 0.8). Ширина фронта УВ в данном численном

расчете составляет около 5 ячеек, что соответствует

∼ 0.05λ̄. Аналогичная структура ударных волн образу-

ется и в окрестности других максимумов волнового

пакета, но с меньшими амплитудами возмущений и

отклонениями числа Маха от единицы (M ∼ 1.08).
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Выводы

На основе численного газодинамического метода

CSPH-TVD разработан программный комплекс для ис-

следование нелинейной динамики акустической неустой-

чивости в колебательно-возбужденном газе с различ-

ными моделями релаксации. Исследована динамика

неустойчивых звуковых волн в неравновесном газе на

линейной и нелинейной стадиях развития акустиче-

ской неустойчивости. На линейной стадии показана

сходимость численных решений нашей модели к ре-

зультатам линейного анализа устойчивости. Нелинейная

стадия характеризуется формированием системы УВ

с почти постоянной амплитудой приблизительно для

десяти максимумов волнового пакета. В окрестности

переднего фронта волнового пакета обнаружен эффект

нелинейного усиления неустойчивости, приводящий к

быстрому охлаждению газа и требующий более деталь-

ного дальнейшего исследования с различными моделями

колебательной релаксации, нагрева и охлаждения.

В работе представлены численные расчеты для

значений параметров, соответствующих двухатомному

газу H2 при температуре T0 ≈ 1000K и давлении

p0 = pA [16]. Построенную численную модель можно

использовать для исследования динамики акустической

неустойчивости и в газах с несколькими колебатель-

ными модами, например, CO2, предварительно опре-

делив полную колебательную энергию газа. В неко-

тором приближении нашу модель можно применять

и для смесей газов, предварительно рассчитав усред-

ненные/эффективные значения параметров модели для

смеси, что позволит на качественном уровне опреде-

лить основные закономерности эволюции акустической

неустойчивости в таких средах, а затем при необхо-

димости уточнить решения в рамках более сложной

многокомпонентной модели.
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