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Аналитически рассматривается состояние электрона в ленте графена кресельного типа в электрическом

поле, образованном суперпозицией периодического во времени сильного поля световой волны и слабого

по сравнению с ним постоянного электрического поля. Поля поляризованы параллельно оси ленты.

В модели Дирака исследуются электронные переходы между состояниями электронной и дырочной подзон

размерного квантования. Показано, что вероятность межподзонного многофотонного перехода, вычисленная

в резонансном приближении, осциллирует со временем с частотой Раби, зависящей от параметров ленты

и сильного периодического поля. Амплитуда осцилляций существенно модулируется слабой постоянной

составляющей как ниже, так и выше частотного порога перехода (эффект Франца–Келдыша).
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Рассматриваемая задача восходит к середине про-

шлого века, когда Швингером был предсказан рас-

пад квантово-электродинамического (КЭД) вакуума с

рождением электрон-позитронной пары в постоянном

электрическом поле ≥ F (v)
C , превышающем критическое

поле пробоя вакуума F (v)
C ∼ 1018 В/м. Некоторое прибли-

жение к значениям F (v)
C было сделано уже в наше время

с помощью использования переменного электрического

поля [1].
В настоящее время лента графенового слоя, которая

была недавно получена экспериментально, играет важ-

ную роль модели для изучения в лабораторных условиях

проблемы взаимодействия КЭД вакуума с электромаг-

нитным полем. Основу такой модели составляет общий

для ленты и вакуума релятивистский закон дисперсии.

Наряду с этим, для ленты графена, например, шири-

ной d = 2 нм критическое постоянное поле оказывается

лишь F (g)
c = 2 · 108 В/м. Далее изучаются межподзонные

осцилляции Раби в кресельной ленте графена в электри-

ческом поле F(t) = F0 cosωt + F1, являющемся суперпо-

зицией сильного электрического поля световой волны

с амплитудой F0 и частотой ω и слабого постоянного

поля F1 ≪ F0. Основное внимание уделяется влиянию

постоянного поля F1 на частотный спектр осцилляций

Раби (эффект Франца–Келдыша) [2]. Со времени своего

открытия этот эффект интенсивно изучался в объемных

полупроводниках, в том числе и с участием экситонов,

в полимерах и перовскитах, а в дальнейшем и в низ-

коразмерных полупроводниковых структурах. Большое

количество статей посвящено эффекту Франца–Келдыша

в квантовых ямах, нитях, точках и сверхрешетках, в

слое и ленте графена (см. работы [3,4]). Комбинирован-

ный эффект в присутствии постоянного и переменного

электрического поля в ленте графена к настоящему

времени в литературе не представлен. Так как задача

об электронных состояниях в кресельной ленте графе-

на в переменном во времени сильном электрическом

поле достаточно подробно рассмотрена в работе [5], в
дальнейшем мы будем следовать лишь общей процедуре

ее решения. Лента шириной d располагается в плос-

кости x − y , а электрическое поле считается поляризо-

ванным вдоль y -оси ленты. Спектр энергии свободного

электрона в графеновой ленте c полупроводниковым

законом дисперсии представляет собой последователь-

ность одномерных подзон [5]:

±EN(k) =
(

ε2N + ~
2v2Fk2

)1/2
;

εN =
∣

∣

∣
N − 1

3

∣

∣

∣

π~vF

d
; N = 0, ±1, ±2, · · · , (1)

где εN и ~k — энергия размерного квантованного

поперечного x -движения электрона и его продольный

импульс, vF = 106 м/c — скорость Ферми электрона

в графене. В модели Дирака волновая функция про-

дольного движения электрона в А и В подрешетках

графена
⇀

u(uA(y, t), uB(y, t)) в электрическом поле F(t)
удовлетворяет уравнению [5]

[(

i~
∂

∂t
− eF(t)y

)

I + εNσx − i~vF
∂

∂y
σy

]

⇀

u(y, t) = 0, (2)

в котором I и
⇀

σ — единичная матрица и матри-

цы Паули. Перейдем к k представлению с функцией
⇀

η (k, t) = [η1(k, t), η2(k, t)] вместе с преобразованием
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Фолди–Вутхайзена с помощью унитарного оператора

U+, явный вид которого приведен в работе [5]:

⇀

u(y, t) =
1√
2π

+∞
∫

−∞

eiq(k,t)yU+(k, t)
⇀

η (k, t)dk, (3)

где

η1,2(k, t) = exp

{

±2i

t
∫

0

�N(kτ )dτ

}

g1,2(k, t),

�2
N(k, t) = ω2

N + v2Fq2(k, t);

q(k, t) =
e
~

t
∫

0

F(τ )dτ + k ; ωN =
εN

~
.

Подставляя функцию
⇀

u(y, t) (3) в уравнение (2), полу-
чим систему уравнений для коэффициентов g1,2(k, t):

i ġ1,2(k, t) = −RN(k, t) exp

{

± 2i

t
∫

0

�N(k, τ )dτ

}

g2,1(k, t);

RN(k, t)=
ωNvF

2~�2
N

eF(t). (4)

Дальнейшее рассмотрение удобно вести с использовани-

ем координатной функции

⇀

ψ(y, t) =
1√
2π

+∞
∫

−∞

eiq(k,t)y ⇀

η (k, t)dk. (5)

Если в уравнениях (4) пренебречь действием оператора

межподзонного перехода RN , то решения этих уравне-

ний a1,2(k) вместе с формулами (3) и (5) определят

внутризонную волновую функцию
⇀

ψ(0)[ψ
(0)
1 , ψ

(0)
2 ]. Вслед-

ствие периодичности электрического поля

F(t) = F
(

t +
2π

ω

)

внутризонная функция должна удовлетворять условию

⇀

ψ(0)

(

y, t +
2π

ω

)

= exp

{

−iεN
2π

ω

}

⇀

ψ(0)(y, t)

с квазиэнергией εN . Это условие приводит к коэффици-

ентам

a1,2(k) = C exp

{

− i
eF1

[

−εNk ±
(

1Nk +
~
2

2mN

k3

3

)]}

,

C =

[

~

2πeF1

√

2(|εN | − 1N

m

]1/4

, (6)

где

~
2

2mN
=

sNE
(
√

1− s2N
)

~
2v2F

πεN
; 1N =

2εNE
(
√

1− s2N
)

πsN
;

s2N = (1− γ−2
N )−1; γN =

ωεN

evFF0

.

В этой формуле mN(γN) и 1N(γN) — эффективная масса

и экстремум N-й подзоны с учетом влияния поля F0,

γN — параметр Келдыша [1], C — нормировочный

коэффициент, определяемый предельным переходом по-

лученных далее результатов к случаю F1 = 0 [5].
Слабость постоянного электрического поля F1 ≪ F0

позволяет пренебречь его влиянием на частоты �N и RN

и выделить в экспоненциальном факторе уравнения (4)
квазиэнергию перехода

ε̃N(k) =
~ω

π

+ π
ω

∫

− π
ω

�N(k, t)dt

exp

{

2i

t
∫

0

�N(k, τ )dτ

}

= exp

{

i
~
ε̃N(k)t

}

SN(k, t);

SN(k, t) = SN(k, t + T );

SN(k, t)RN(k, t) =

+∞
∑

l=−∞

e−ilωtAl(k, ω);

Al(k, ω) =
ω

2π

−π
ω

∫

−π
ω

SN(k, t)RN(k, t)eilωt dt.

Далее при решении системы уравнений (4), следуя

результатам работы [5], используется резонансное при-

ближение

ωl ≪ ω
(

ωl =
ε̃N

~
− lω, l = 1, 2, . . .

)

,

с начальными условиями g1,2(k, 0) = a1,2(k), в которых

функции a1(k) ≪ a2(k) определены уравнениями (6)
для начального состояния в валентной зоне (εN < 0), а
ḡ1,2(k, t) — усредненные по периоду 2π

ω
значения функ-

ций g1,2(k, t) вблизи значения t . В результате получаем

ḡ1(k, t) = e
iωl t
2

×
[

i

(

Ala2(k) − ωl

2
a1(k)

)

sinŴlt
Ŵl

+ a1 cosŴlt

]

;

Ŵ2l =

(

ωl

2

)2

+ A2
l ;

ḡ2(k, t) = e−
iωl t
2

×
[

i

(

A∗
l a1(k) +

ωl

2
a2(k)

)

sinŴlt
Ŵl

+ a2 cosŴlt

]

(7)

Al(ω, k) =
ω

2π

+ π
ω

∫

− π
ω

exp

{

−iεN(k)
t
~

+ 2i

t
∫

0

�N(kτ )dτ

}

× RN(k, t)eilωt dt.
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В дальнейшем будем использовать соотношение

ε̃N = 2εN , следующее из явного вида квазиэнергии пере-

хода ε̃N [5] и из формулы (6) для слабого электрического

поля F1. Коэффициент перехода из валентной подзоны

(εN = −|εN | < 0) в подзону проводимости (εN > 0) мо-

жет быть вычислен как

c(εN , t) =

+∞
∫

−∞

~ψεN (y, t)~ψ(0)∗
εN (y, t)dy, (8)

где ~ψεN — двухподзонная, а ~ψ
(0)
εN — внутриподзонная

функции, определенные формулой (5), в которой сле-

дует взять коэффициенты η1,2(k, t) (3) с решениями

ḡ1,2(k, t) (7) и a1,2(k) (6) (εN > 0, a1 ≫ a2) для функ-

ций ~ψεN и ~ψ
(0)∗
εN соответственно. Оставляя в формуле (8)

лишь произведение a2a∗
1 ”

больших“ коэффициентов a2

в функции ~ψεN и a∗
1 в функции ~ψ

(0)∗
εN , после несложных

вычислений получим

c(εN , t) = ie
iωlt
2 Al(ω, k)2

√
π

× sinŴlt
Ŵl

C2

(

2µNGN

~2

)1/2

Ai

(−βN

GN

)

, (9)

где

βN = l~ω − 21N + ~ωl, GN =

(

~
2e2F2

1

2µN

)1/3

,

µN = mN
2

— приведенная масса зон, Ai
(

−βN

GN

)

— функция

Эйри. В слабом электрическом поле можно считать

Al(ω, k) ≈ Al(ω, 0) [5], где

Al(ω, 0) =
ω

3
exp

{

− l
sN

[

K(sN) − E(sN)
]

}

sin2
lπ
2
,

l = 1, 3, 5 . . . , (10)

а K(sN) и E(sN) — полные эллиптические интегралы

первого и второго рода.

При условии точного резонанса ωl=0, Ŵl=Al , βN=β0N

= l~ω − 21N дифференциальная вероятность разре-

шенного нечетнофотонного межподзонного N-перехода

wN l(t) = |c(εN , t)|2 приобретает вид осцилляций Раби

wNl(ω, F1; t) = PNl(ω, F1) sin
2(|Al(ω, 0)|t) (11)

с частотой

�R
Nl(ω, F0) = 2|Al(ω, 0)|

и амплитудой

PNl(ω, F1) = 2

(

β0N

GN

)1/2

Ai2
(

−β0N

GN

)

.

Частота Раби �R
Nl(ω, F0) возрастает с ростом ампли-

туды электрического поля F0 и ширины ленты d [5].
Постоянное электрическое поле F1 существенно влияет

на амплитуду осцилляций PNl(ω, F1). Выше края пе-

рехода β0N > 0 амплитуда становится осциллирующей

функцией смещения β0N с периодом 2.78GN , в то время

как ниже края β0N < 0 вероятность перехода ∼ PNl

убывает как exp
{

− 4
3

(

β0N
GN

)3/2}

. В отсутствие постоянного

поля F1 амплитуда PNl(ω, 0) выше и ниже края β0N = 0

становится равной PNl = 1 и PNl = 0 [5]. В поле F1

эффективный край перехода смещается в длинноволно-

вую сторону на величину 1β
(−)
0N = −1.60GN , а основной

осцилляционный пик сдвигается в область коротких

волн на расстояние 1β
(+)
0N = 1.02GN . В многофотонном

пределе γN ≫ 1 энергия GN ∼ (F2
1 d)1/3. Оценки, сделан-

ные для основного межподзонного перехода N = 0 в

ленте шириной d = 2 нм под влиянием излучения микро-

метрового диапазона с полем F0 = 360 кВ/см и частотой

ω = 3.3 · 1014 c−1 (λ = 5.7мкм, l = 3, γ0 = 3), дают для

частоты Раби �R
Nl = 2.54 · 1012 c−1. В поле F1 = 40 кВ/см

характерная энергия GN = 12.5 мэВ. В работе [6] рассчи-
тывалось время релаксации при рассеянии электронов

на фононах τph в ленте графена в широком диапазоне

ширин и при различных температурах. Обсуждаемому

выше случаю соответствует при температуре T = 30K

время τph = 1.03 · 10−11 с. Параметр, определяющий вли-

яние фононного механизма подавления осцилляций Ра-

би, оказывается равным �R
Nlτph ≈ 26 и свидетельствует

о том, что осцилляции Раби в кресельной ленте графена

при относительно низких температурах вполне наблюда-

емы в лабораторных условиях. Разумеется, кроме рассе-

яния на фононах, следует иметь в виду и рассеяние на

дефектах, основными из которых являются заряженные

примеси, хаотические напряжения и резонансные рассе-

иватели. Их влияние может быть эффективно сокращено

как понижением температуры, так и путем быстро

прогрессирующей технологии изготовления основанных

на графене структур [7].
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Multiphoton Franz–Keldysh effect
in an armchair graphene nanoribbon
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Abstract We investigate the electron state in an armchair

graphene nanoribbon exposed to the time-periodic strong electric

field of intense light wave and constant in time weak electric

field both polarized to the ribbon axis. The Dirac approach is

taken for the investigation of the electron transitions between the

size quantized electron and hole subbands. It is shown that the

probability of an intersubband multiphoton transition, calculated

in the resonant approximation, oscillates in time with the Rabi

frequency, which in turn depends on the ribbon parameters

and strong periodic electric field magnitude. The oscillations’

magnitude is modified significantly by the weak electric field both,

below and above the frequency threshold (Franz-Keldysh effect).
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