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Предложены два метода детектирования переходов между ламинарным и турбулентным поведением на

примере однонаправленно связанных систем Ресслера, находящихся в режиме перемежающейся обобщенной

хаотической синхронизации. Оба метода основаны на расчете вероятности диагностирования турбулентной

фазы с помощью метода вспомогательной системы и техники сечения Пуанкаре. Предложенные методы

позволяют снизить время расчета для нахождения фазовых переходов или повысить точность определения

момента переключения между двумя режимами.
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Синхронизация [1] и сопутствующие ей механизмы

перемежаемости [2], возникающие вблизи границы уста-

новления синхронного режима, представляют собой уни-

версальное явление для динамических систем самой раз-

личной природы. В настоящее время известно большое

число типов синхронного поведения. Например, разли-

чают полную, обобщенную, фазовую, индуцированную

шумом синхронизации, которые наблюдаются в систе-

мах радиофизики, химии, геологии и других областях

современных наук, а также в живых системах, и все они

сопровождаются различными типами перемежающегося

поведения [3,4]. Так, вблизи границы фазовой синхро-

низации для относительно слабой расстройки между

хаотическими системами наблюдается перемежаемость

”
игольного ушка“ [5], а при большой расстройке по

частоте — перемежаемость
”
кольца“ [6]. В то же время

на границе, обобщенной синхронизации в системах с

относительно сложной (двулистной) структурой, на-

блюдается перемежаемость перескоков [7], тогда как

при более простой топологии аттрактора имеет место

перемежаемость типа on-off [4].
Перемежаемость появляется при чередовании лами-

нарных и турбулентных фаз поведения в сложных си-

стемах. В режимах перемежающейся синхронизации ла-

минарные фазы соответствуют синхронному поведению

взаимодействующих систем, а турбулентные всплески

появляются при разрушении режима синхронизации.

Статистические характеристики длительностей ламинар-

ных и турбулентных фаз являются одним из основ-

ных инструментов, позволяющих классифицировать тип

перемежающегося поведения [8]. Поэтому корректное

определение моментов перехода между ламинарными

и турбулентными фазами представляет собой важную

задачу.

В случае перемежающейся обобщенной синхрони-

зации наиболее эффективным методом выделения ла-

минарных и турбулентных фаз в динамике связанных

систем является метод вспомогательной системы [9],
несмотря на то что у данного метода есть существен-

ное ограничение: он применим только к системам с

однонаправленным характером связи [10]. Данный метод

позволяет детектировать синхронное или асинхронное

поведение однонаправленно связанных хаотических ос-

цилляторов (ведущего и ведомого) в каждый момент

времени. При использовании метода вспомогательной

системы в рассмотрение вводят еще одну систему,

идентичную ведомой во всем, кроме начальных усло-

вий [9]. По определению, в режиме обобщенной син-

хронизации между состояниями ведущей и ведомой, а

также ведущей и вспомогательной систем устанавли-

вается однозначная функциональная зависимость [9,11],
что приводит к идентичности состояний ведомой и вспо-

могательной систем, тогда как в случае асинхронной ди-

намики (турбулентная фаза) ведомая и вспомогательная

системы демонстрируют различные состояния [4]. Кроме
того, как было установлено в [12] методом вспомога-

тельной системы, режим перемежающейся обобщенной

хаотической синхронизации характеризуется мультиста-

бильностью, при которой в один и тот же момент

времени в зависимости от начальных условий ведомой

системы может детектироваться как синхронная, так

и асинхронная динамика. При рассмотрении мульти-

стабильности пары систем
”
ведомая−вспомогательная“

оказывается недостаточно, поскольку в этом случае
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Рис. 1. Пример проекции (x , y) фазового портрета ведущей

системы с нанесенной линией сечения Пуанкаре.

даже в мультистабильном состоянии будет наблюдаться

только какое-то одно состояние (либо синхронное, либо

асинхронное) из двух возможных. Соответственно для

описания этого явления и более точного определения

моментов переключения между ламинарными и тур-

булентными фазами было предложено рассматривать

ансамбль вспомогательных систем (его можно также

рассматривать как ансамбль ведомых систем) и вы-

числять вероятность наблюдения синхронного (лами-
нарного) и асинхронного (турбулентного) поведения

однонаправленно связанных систем в каждый момент

времени [12]. Чем больше систем N рассматривается в

ансамбле, тем, с одной стороны, с большей точностью

вычисляется значение вероятности в каждый момент

времени, но, с другой стороны, тем более требова-

тельной становится задача к вычислительным ресурсам.

В то же время избыточная точность в нахождении

вероятности часто не требуется для решения рассматри-

ваемых задач. С практической точки зрения ансамбль из

нескольких сотен систем вполне достаточен для получе-

ния достоверных результатов. Зависимость вероятности

детектирования турбулентной (или ламинарной) фазы

от времени можно использовать для более корректного

выделения соответствующих фаз и, следовательно, для

получения более точных статистических характеристик

перемежающегося поведения.

Однако такой подход имеет очевидную сложность,

связанную с большим числом вычислений. Во-первых,

необходимо одновременно вычислять состояние не трех,

как в классическом методе вспомогательной системы,

а как минимум нескольких сотен динамических си-

стем. Во-вторых, в каждый момент времени необходимо

вычислять по состояниям всех систем еще и веро-

ятность диагностирования турбулентной (ламинарной)
фазы. С учетом того, что длительность перехода от

ламинарной фазы к турбулентной (и наоборот) в режиме
перемежающейся обобщенной хаотической синхрониза-

ции значительно превышает длительность характерного

периода колебаний взаимодействующих осцилляторов, а

сами потоковые системы могут быть сведены с помощью

сечения Пуанкаре [13,14] к отображениям меньшей раз-

мерности, можно оценивать вероятность детектирования

ламинарной или турбулентной фазы поведения лишь

в точках сечения, исключив тем самым необходимость

такого расчета в каждый момент времени, что позволит

существенно сократить время расчетов.

Целью настоящей работы является разработка новых

методов выделения переходов от турбулентной фазы к

ламинарной и наоборот. Предлагаемые методы обеспе-

чивают лучшую чувствительность при детектировании

перехода между фазами или позволяют упростить расчет

состояний исследуемых систем.

В качестве объекта исследования в настоящей рабо-

те выбран ансамбль однонаправленно связанных слабо

неидентичных систем Ресслера, находящихся в режиме

ленточного хаоса:

ẋd = −ωdyd − z d ,

ẏd = ωdxd + ayd,

ż d = p + z d(xd − c),

ẋ i
r = −ωr y i

r − z i
r + ε(xd − x i

r ),

ẏ i
r = ωr ix

i
r + ay i

r ,

ż i
r = p + z i

r (x
i
r − c), (1)

где индексы d и r относятся к ведущей и ведомым

системам соответственно, индекс i = 1, . . . , N (в рамках

настоящей работы рассматривалось N = 500) соответ-

ствует номеру ведомой системы, начальные условия

для этих систем выбираются различными, a = 0.15,

p = 0.2, c = 10, ωd = 0.93 и ωr = 0.95 выступают в

роли управляющих параметров взаимодействующих си-

стем, ε — параметр связи. Для избежания
”
ловушки

численного счета“, когда в синхронной фазе движения

состояния ведомых систем оказываются идентичными в

пределах точности представления численных значений в

оперативной памяти (и соответственно после этого даже

в турбулентной фазе системы будут демонстрировать

идентичную динамику), мы использовали стандартный

подход, выбирая случайным образом значения параметра

ωr i ведомых систем слегка различными: ωr i = ωr + 1ωi ,

где |1ωi | < 10−7. При выбранных значениях управляю-

щих параметров и ε > 0.178 в системе (1) наблюдается
режим обобщенной синхронизации. Вероятность наблю-

дения асинхронного поведения [12] определяется как

Pa = 1−

N∑

i=1

n(x i
r)

N(N − 1)
, (2)
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Рис. 2. Примеры зависимости от времени вероятности обнаружения турбулентной фазы Pa(t), рассчитанные различным образом.

Серая линия — вероятность, рассчитанная для каждого момента времени, черные точки — вероятность определяется с помощью

процедуры сечения Пуанкаре. а — вероятность рассчитывается только в сечении Пуанкаре (метод 1); b — вероятность

рассчитывается в каждый момент времени и усредняется между сечениями Пуанкаре (метод 2).

где n(x i
r) — число систем, находящихся в синхронном

режиме с i-м осциллятором, N — число осцилляторов

в ансамбле. Когда вероятность Pa близка к единице,

в исследуемой системе наблюдается турбулентная фаза

поведения, а когда Pa близка к нулю, имеет место

ламинарная. Задав порог разделения ламинарных и тур-

булентных фаз, можно разделить характерные фазы по-

ведения взаимодействующих систем. В работе в качестве

порогового было выбрано значение PL = 0.1.

Аттрактор системы Ресслера с введенным в рассмот-

рение сечением Пуанкаре показан на рис. 1. Для того

чтобы проиллюстрировать работоспособность предло-

женного подхода, в работе на длительном интервале

времени, соответствующем турбулентной фазе, прове-

дено сравнение вероятностей диагностирования тур-

булентного режима поведения изучаемых систем при

различных способах расчета. При первом способе был

использован метод, предложенный в работе [12], когда

Письма в ЖТФ, 2023, том 49, вып. 22
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вероятность Pa определяется в каждой точке траекто-

рии. Вторым способом расчета вероятности диагности-

рования турбулентного режима был расчет величины Pa

лишь в точках сечения Пуанкаре.

Рис. 2, a соответствует случаю, когда вероятность

рассчитывается только в сечении Пуанкаре (метод 1).
Результат применения первого способа расчета пока-

зан серой линией, а второго — черными точками.

Ожидаемо, что все точки накладываются на линию,

соответствующую первому способу расчета. При этом

видно, что этих точек вполне достаточно, чтобы точно

определить границы турбулентной фазы. Следует также

обратить внимание на то, что при расчете вероятности

в каждой точке на зависимости Pa(t) наблюдаются

резкие
”
выбросы“, затрудняющие точный поиск момента

перехода от турбулентного режима к ламинарному и

наоборот. При этом расчет вероятности с помощью

процедуры сечения Пуанкаре хотя и уменьшает время

расчета, но не позволяет полностью избежать этих

”
выбросов“, частично наследуя их от первого способа

расчета вероятности.

Для того чтобы избавиться от упомянутых выше

”
выбросов“ на зависимости Pa(t), можно использовать

другую модификацию исходного метода: рассчитать ве-

роятность для всех моментов времени, а затем прове-

сти усреднение на временны́х интервалах между двумя

сечениями Пуанкаре (метод 2). Соответствующие ре-

зультаты показаны на рис. 2, b. В этом случае число

вычислений не уменьшается, но можно видеть, что

средние значения вероятности сглаживают
”
всплески“

вероятности детектирования турбулентной фазы, что

позволяет точнее и проще детектировать моменты пе-

реходов между различными режимами.

Таким образом, используя предложенные подходы в

задачах, связанных с анализом коллективной динамики

систем (например, при диагностике эпилептических раз-

рядов [15,16]), можно эффективно выделить временны́е

рамки турбулентных и ламинарных фаз при меньших

временны́х затратах (метод 1) либо повысить точность

детектирования моментов перехода за счет избавления

от артефактов (метод 2).
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