
Оптика и спектроскопия, 2023, том 131, вып. 8

00

Релятивистские расчеты кривой потенциальной энергии

и КЭД поправок для основного состояния молекулы CO

© Н.К. Дулаев 1,2, И.И. Тупицын 1, Д.П. Усов 1, А.М. Рыжков 1,2, В.М. Шабаев 1,2

1 Санкт-Петербургский государственный университет,

199034 Санкт-Петербург, Россия
2 Национальный исследовательский центр

”
Курчатовский институт“,

Петербургский институт ядерной физики,

188300 Гатчина, Ленинградская обл., Россия

e-mail: st069071@student.spbu.ru

Поступила в редакцию 20.07.2023 г.

В окончательной редакции 30.07.2023 г.

Принята к публикации 30.07.2023 г.

Выполнен неэмпирический релятивистский расчет кривой потенциальной энергии основного состояния

X16+ молекулы монооксида углерода (CO) в области межъядерных расстояний RAB ∈ [0.5, 30.0] a.u.
Расчет проведен методом многоссылочного конфигурационного взаимодействия в базисе орбиталей

Дирака-Фока-Штурма. Для всей указанной области расстояний вычислены многоэлектронные квантово-

электродинамические поправки к энергии CO методом модельного оператора лэмбовского сдвига. Получены

вклады квантово-электродинамических поправок в величину равновесного межъядерного расстояния Re
AB ,

энергию диссоциации De и колебательную константу ωe молекулы CO.
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1. Введение

Будучи одной из самых распространенных молекул

во вселенной [1–3], монооксид углерода (CO) является

важным объектом исследования в современной физике

и астрофизике. Точные спектроскопические данные мо-

лекулы CO дают возможность изучать изотопический

состав Солнца [4], историю и развитие Солнечной

системы [5], галактические структуры и формирование

звезд [6]. Молекула CO играет важную роль в химии

атмосферы Марса [7], Венеры [8], а также газовых

гигантских экзопланет [9]. Кроме того, угарный газ (газ
из молекул CO) — существенный компонент земной

атмосферы, поскольку химические реакции с ним об-

разуют загрязняющие вещества CO2 и O3, являющиеся

парниковыми газами [10–13] и негативно влияющие

на здоровье человека [14]. Исследование концентрации

CO в разных регионах планеты позволяет отслеживать

динамические процессы в земной атмосфере [15]. Для
анализа множества экспериментальных результатов и

наблюдений необходимы теоретические данные по спек-

троскопическим параметрам молекулы CO.

Одной из важных спектроскопических характеристик

молекулы является кривая потенциальной энергии. С ее

помощью можно вычислить колебательные частоты,

равновесное межъядерное расстояние, энергию диссо-

циации и другие свойства молекулы. Теоретическое

изучение кривых потенциальной энергии для низколежа-

щих состояний CO было выполнено многими научными

группами. В работах [16–22] использовались различные

полуэмпирические методы. Отдельные участки кривой

потенциальной энергии молекулы CO были рассчитаны

ab initio методами [22–26]. Однако остается актуальной

необходимость расчета кривой потенциальной энергии

молекулы CO единым неэмпирическим методом в широ-

ком диапазоне межъядерных расстояний как в области

потенциального минимума, так и в области диссоциаци-

онного предела.

Для сравнения результатов высокоточных теоретиче-

ских расчетов с данными экспериментов, особенно для

молекул, содержащих тяжелые атомы, может оказать-

ся необходимым учет квантово-электродинамических

(КЭД) вкладов в электронную энергию молекулы. Стро-

гий ab initio расчет КЭД поправок в многоэлектронных

атомах и тем более в многоэлектронных молекулах яв-

ляется очень сложной и трудоемкой задачей. Ранее были

выполнены ab initio расчеты КЭД поправок только для

одноэлектронных квазимолекул, содержащих тяжелые

ядра [27,28], и простейших легких молекул H2, HD,

H+
2 [29]. В работе [30] для расчета КЭД поправок в

одноэлектронных квазимолекулах был использован ме-

тод модельного оператора [31]. Некоторая модификация

этого метода использовалась в расчетах тяжелых моле-

кул [32,33]. В работах [34,35] для учета КЭД поправок

в молекулах был применен модельный радиационный

оператор, предложенный ранее в работе [36]. Оценка

вклада лэмбовского сдвига в энергию основного состо-

яния молекулы CO на равновесном расстоянии была

выполнена в работе [25] полуэмпирическим методом.

1033



1034 Н.К. Дулаев, И.И. Тупицын, Д.П. Усов, А.М. Рыжков, В.М. Шабаев

Первые попытки использования базиса нереляти-

вистских штурмовских функций в расчетах электрон-

ного строения атомов были предприняты в работах

M. Rotenberg [37]. Применение базиса штурмовских

функций в расчетах атомов нерелятивистским методом

Хартри-Фока представлено в работе [38]. Использование

метода многоссылочного конфигурационного взаимодей-

ствия в базисе орбиталей Дирака-Фока-Штурма (МСКВ-

ДФШ) в релятивистских расчетах атомов описано в

нашей работе [39], смотри также [40,41]. Одной из

основных задач данной работы являлась разработка

релятивистского метода МСКВ-ДФШ для расчета по-

тенциальной энергии двухатомных молекул. В данной

работе этим методом была рассчитана кривая потен-

циальной энергии основного состояния X16+ молекулы

CO в области межъядерных расстояний 0.5−30.0 a.u.

Другая задача состояла в создании метода расчета

КЭД поправок к электронной энергии многоэлектрон-

ных двухатомных молекул, основанного на использо-

ванием модельного КЭД оператора. Описание этого

модельного оператора и его применение в расчетах КЭД

поправок в многоэлектронных атомах и ионах смотри в

работах [31,42–44]. Ранее в работе [30] метод модельного
оператора был применен в расчетах КЭД поправок в од-

ноэлектронных двухатомных квазимолекулах. В данной

работе область применения модельного КЭД операто-

ра распространена на многоэлектронные двухатомные

молекулы. Методом модельного КЭД оператора нами

были рассчитаны КЭД поправки к энергии основного

состояния молекулы CO в области межъядерных рассто-

яний 0.5−30.0 a.u. Кроме того, был вычислен вклад КЭД

поправок в величину равновесного межъядерного рас-

стояния Re
AB , энергию диссоциации De и колебательную

константу ωe молекулы CO.

Настоящая работа имеет следующую структуру. Во

втором разделе описаны теоретические методы, исполь-

зованные в данной работе. В третьем разделе приведены

полученные результаты, их обсуждение и сравнение с

литературными данными.

По умолчанию в работе используется атомная система

единиц (e = m = ~ = 1), если не указано иное.

2. Теоретические методы

Расчеты энергии молекулы CO как функции межъ-

ядерного расстояния в данной работе были выполне-

ны в приближении Борна–Оппенгеймера. Для решения

молекулярного многоэлектронного уравнения Дирака

использовался метод МСКВ-ДФШ. В качестве гамиль-

тониана молекулярной системы был взят гамильтониан

Дирака-Кулона (ДК):

ĤDC = 3(+)
[

ĤD + V̂C

]

3(+). (1)

Здесь ĤD – сумма одноэлектронных дираковских гамиль-

тонианов

ĤD =

N
∑

i

ĥD(i), (2)

где

ĥD = c(α · p) + mc2(β − 1) + VAB(r), (3)

p — оператор импульса, α и β — матрицы Дирака,

VAB — потенциал, создаваемый ядрами:

VAB(r) = V A
nucl(r − RA) + V B

nucl(r − RA), (4)

RA, RB — радиусы-векторы ядер A и B соответственно.

При построении потенциалов ядер V A,B
nucl (r) учитывался

конечный размер ядра. Значения среднеквадратичных

радиусов ядер углерода и кислорода были взяты из

работы [45]. Оператор межэлектронного взаимодействия

V̂C в уравнении (1) определяется выражением

V̂C =
1

2

N
∑

i 6= j

1

r i j
, r i j = |r i − r j |. (5)

Проекторы 3(+) в гамильтониане (1) являются прямым

произведением одноэлектронных проекторов на положи-

тельный спектр оператора Дирака-Фока (ДФ). В насто-

ящей работе мы опускаем брейтовское взаимодействие,

учет которого может быть выполнен отдельно [25].
Многоэлектронная волновая функция 9� с определен-

ным значением проекции � полного углового момента

на межъядерную ось представляется в виде линейной

комбинации детерминантов Слэтера, построенных на

одноэлектронных молекулярных орбиталях

9� =
∑

β

Cβ(�)detβ(�). (6)

В случае замкнутых оболочек, как это имеет место

для основного состояния молекулы CO, проекция � = 0.

Для каждого межъядерного расстояния RAB = |RA − RB |
задача определения коэффициентов Cβ(�) сводится к

задаче на собственные значения

HDCC(�) = EDC(�)C(�), (7)

где HDC — матрица гамильтониана ДК в базисе детер-

минантов Слэтера, C(�) — вектор-столбец, состоящий

из коэффициентов разложения (6).
Молекулярные орбитали ψi(r) раскладываются по

двухцентровому базису орбиталей ДФШ, центрирован-

ных в точках A и B

ψi(r) =
∑

α=A,B

∑

a

ui
α,aφα,a (r − Rα). (8)

Базисные функции ДФШ φα,a(r − Rα) представляют со-

бой биспиноры Дирака центрального поля, центрирован-

ные на ядрах A и B . Индекс a = n, κ,m нумерует кван-

товые числа базисных функций, n — главное квантовое

число, κ — дираковское угловое квантовое число, m —

проекция углового момента. Коэффициенты разложения

ui
α,a молекулярных орбиталей ψi(r) по базису ДФШ

являются решениями двухцентровых уравнений ДФ в

матричном виде

FU i = εi SU i , (9)
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где F — стандартная матрица Фока в ограниченном

методе ДФ в базисе одноэлектронных функций ДФШ,

S — матрица неортогональности (матрица интегралов

перекрывания), U i — вектор-столбец из коэффициентов

разложения (8).
Базис одноэлектронных функций ДФШ строится сле-

дующим образом. Орбитали занятых и частично занятых

состояний 1s , 2s и 2p атомов C и O определяются путем

численного решения интегро-дифференциальных урав-

нений ДФ [46]. Виртуальные орбитали представляют

собой штурмовские функции, которые являются числен-

ными решениями так называемого уравнения Дирака-

Фока-Штурма

(ĥDF − ε0)φ j = λ jW (r)φ j , (10)

где ĥDF — оператор ДФ, ε0 — ссылочная энергия в

качестве которой выбирается энергия ДФ орбиталей ns ,
np или nd, W (r) — весовая функция вида

W (r) =

[

1− e−(ar)2

(ar)2

]n

. (11)

Параметры a и n подбираются определенным образом с

целью достижения наиболее быстрой сходимости энер-

гии EDC(�) по числу виртуальных орбиталей. Более

подробно релятивистское уравнение ДФШ описано в

работах [39–41,47].
Для реализации метода КВ-ДФШ для двухатомных

молекул необходимо вычисление одноэлектронных и

двухэлектронных двухцентровых матричных элементов

с численно заданными на радиальной сетке базисны-

ми функциями ДФШ. В настоящей работе вычисление

двухцентровых матричных элементов с такими функ-

циями основано на использовании симметричного раз-

ложении [47–49] произведения двух орбиталей разных

центров. Это симметричное разложение является моди-

фикацией переразложения Левдина [50] атомных орби-

талей одного центра на другой. Процедура вычисления

одноэлектронных релятивистских матричных элементов

оператора Дирака была подробно описана ранее [47].
Выражения для двухэлектронных двухцентровых мат-

ричных элементов являются гораздо более громоздкими.

Часть из них описана в работе [51].
Расчеты КЭД поправок к электронной энергии ос-

новного состояния молекулы CO были выполнены с

использованием модельного КЭД оператора, описание

которого представлено в работах [30,31,42–44]. Модель-

ный КЭД оператор строится таким образом, чтобы

воспроизвести точные значения матричных элементов

однопетлевых КЭД вкладов для низколежащих состоя-

ний водородоподобных ионов. В расчетах КЭД попра-

вок к энергии молекулы CO был использован метод

конечного поля, т. е. модельный оператор был добавлен

к гамильтонианам Дирака-Кулона (1) и ДФ (ĥDF). Кроме
того, матричные элементы модельного оператора были

добавлены к матрице Фока F . Таким образом, КЭД

вклады были учтены при построении базиса ДФШ при

решении молекулярных уравнений ДФ (9), а также при

вычислении матрицы HDC. КЭД поправка к энергии

определялась как разность полной электронной энергии

молекулы с включением модельного оператора и без

него.

3. Результаты вычислений

Для основного состояния молекулы 12C16O в при-

ближении Борна-Оппегеймера были выполнены расчеты

кривой потенциальной энергии в интервале межатомных

расстояний 0.5−30.0 a.u. При построении конфигура-

ционного пространства рассматривались всевозможные

однократные и двукратные возбуждения из нескольких

ссылочных конфигураций в пространства активных и

виртуальных орбиталей. В настоящей работе в каче-

стве одноэлектронного базисного набора на каждом

из центров использовались функции ДФШ с главным

квантовым числом n ≤ 5 и орбитальным квантовым

числом l ≤ 3, и дополнительно была добавлена 6s -
орбиталь ДФШ. Наинизшие молекулярные орбитали,

образованные 1s -орбиталями каждого атома, были вклю-

чены в замороженный остов и тем самым исключены из

активного пространства.

На рис. 1 и 2 представлены результаты расчетов

кривой потенциальной энергии молекулы CO, полу-

ченные в данной работе (жирные точки) и полуэм-

пирическая кривая потенциальной энергии (сплошная

линия), взятая из работы [22]. На рис. 1 полученные

результаты представлены в широкой области расстояний

RAB ∈ [0.5, 5.5]�A, а на рис. 2 более подробно в области

минимума потенциальной кривой. Аналитическая кри-

вая, аппроксимирующая экспериментальные данные и

ab initio расчеты, полученная в работе [22] имеет пра-

вильное поведение в широком диапазоне межатомных

расстояний и, в частности, при RAB → 0 и в диссоци-

онном пределе. Сравнение результатов наших расчетов

с полуэмпирическими данными, представленными на

рис. 1 и 2, показывает, что точки кривой потенциальной

энергии, полученные в настоящей работе, находятся в

хорошем согласии с полуэмпирической кривой [22].
Затем были вычислены КЭД поправки к полной

энергии молекулы CO. При расчете КЭД поправок в

качестве атомных виртуальных орбиталей использова-

лись функции 3s, 3p для каждого атома. На рис. 3

приведен график величины КЭД поправок в зависимости

от межъядерного расстояния. Из рис. 3 видно, что

глубина минимума кривой КЭД поправки составляет

величину порядка 3 cm−1.

С использованием полученной в данной работе кривой

потенциальной энергии были вычислены равновесное

межъядерное расстояние Re
AB , энергия диссоциации De и

колебательная константа ωe молекулы CO. Кроме того,

были рассчитаны вклады КЭД поправок в перечислен-

ные выше спектроскопические константы. Величины Re
AB

и ωe были определены с помощью пакета программ

Оптика и спектроскопия, 2023, том 131, вып. 8



1036 Н.К. Дулаев, И.И. Тупицын, Д.П. Усов, А.М. Рыжков, В.М. Шабаев

0

20

40

60

80

100

120

140

P
ot

en
ti

al
 e

ne
rg

y,
 e

V

0 1 2 3 4 5
Internuclear distance, Å

This work
Meshkov . (2018)et al

Рис. 1. Зависимость потенциальной энергии основного со-

стояния X16+ молекулы CO от межъядерного расстояния,

рассчитанная методом КВ-ДФШ, а также сравнение с полу-

эмпирической кривой из работы [22].
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Рис. 2. Зависимость потенциальной энергии основного со-

стояния X16+ молекулы CO от межъядерного расстояния,

рассчитанная методом КВ-ДФШ, а также сравнение с полу-

эмпирической кривой из работы [22].

OpenMolcas. Энергия диссоциации De была получена

как разность между полной энергией CO на расстоянии

30 a.u. и энергией в минимуме потенциальной кривой.

В таблице приведены полученные в настоящей работе

значения величин Re
AB ,De и ωe с учетом (3-й столбец)

и без учета (2-й столбец) КЭД поправок. Приведено

сравнение с результатами работы [19], представленными
в 4-м столбце таблицы. Значения величин Re

AB , De

были определены с использованием полуэмпирического

потенциала WBO [19]. Константа ωe была получена как

удвоенное значение величины G0 из [19].
Как видно из таблицы, учет КЭД поправки практи-

чески не влияет на значение равновесного расстояния.

Действительно, значение Re
AB , сосчитанное как без уче-

та, так и с учетом КЭД поправок, составляет 1.1284�A.

Данное значение хорошо согласуется с полученным

в [19] равновесным расстоянием 1.1282�A. Энергия дис-

социации De, рассчитанная с использованием гамиль-

тониана ДК, равняется 88066 cm−1. Рассчитанное нами

значение КЭД поправки к энергии диссоциации состав-

ляет величину порядка 3 cm−1, что можно сравнить

с оценкой в 3−4 cm−1, полученной в работе [25] по-

луэмпирическим масштабированием одноэлектронного

дарвинского члена. Отличие нашего значения De от

результата [19] составляет примерно 3%. Значение коле-

бательной константы ωe , полученное без учета КЭД по-

правок, составляет 2104.4 cm−1. Включение модельного

КЭД оператора в расчет вносит очень малую поправку к

данной величине порядка 0.1 cm−1. Отличие значения ωe

настоящей работы от значения из работы [19] находится
на уровне 3%.

Конечно, величины КЭД поправок для молекулы CO

пренебрежимо малы по сравнению с погрешностью по-

лученных нами значений спектроскопических констант.

Однако, величины КЭД поправок могут представлять

самостоятельный интерес и могут быть учтены при

сравнении результатов более точных расчетов с экспери-

1390

1400

1410

1420

1430

1440

1450

1460

Q
E

D
 c

or
re

ct
io

n,
 c

m
–1

0 1 2 3 4 5

Internuclear distance, Å

1396

1400

0.5 1.0 2.01.5

1402

1404

1398

Рис. 3. Зависимость КЭД поправок к потенциальной энергии

основного состояния X16+ молекулы CO от межъядерного

расстояния, рассчитанная с помощью метода модельного КЭД

оператора.
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Результаты расчета равновесного межатомного расстояния

Re
AB (�A), энергии диссоциации De (cm−1) и колебательной

константы ωe (cm−1) и сравнение с данными работы [19]

Величина ДК ДК+КЭД [19]

Re
AB (�A) 1.1284 1.1284 1.1282

De (cm−1) 88066 88068 90674

ωe (cm−1) 2104.4 2104.5 2163.6

ментальными данными. Кроме того, разработанный нами

метод расчета КЭД вкладов в спектральные характери-

стики двухатомных молекул может быть полезным в

расчетах электронной структуры молекул, содержащих

более тяжелые атомы.

4. Заключение

В настоящей работе выполнен расчет кривой по-

тенциальной энергии молекулы CO для межъядерных

расстояний RAB ∈ [0.5, 30.0] a.u. методом конфигураци-

онного взаимодействия в базисе орбиталей Дирака-

Фока-Штурма. Для данных расстояний также сосчитаны

многоэлектронные КЭД поправки методом модельного

КЭД оператора. Кроме того, рассчитаны равновесное

межъядерное расстояние Re
AB , энергия диссоциации De и

колебательная константа ωe молекулы CO с учетом КЭД

поправок. Сравнение полученной кривой потенциальной

энергии, а также молекулярных констант с данными

предыдущих работ показывает разумное согласие ре-

зультатов.
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