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Для соединений со структурой антиперовскита, содержащих редкоземельные ионы, с общей химической

формулой ReMeO (где Re — редкоземельный элемент, Me — двухвалентный металл), исследованы

низкотемпературные термодинамические свойства спинового льда. Расчеты проведены в приближении

кластеров. Обсуждаются случаи неискаженного и искаженного октаэдра ORe6 . В случае неискаженного

октаэдра в отсутствие внешнего магнитного поля основное состояние системы бесконечно вырождено. При

приложении внешнего магнитного поля обнаружены аномалии в температурных зависимостях теплоемкости,

энтропии и намагниченности. В случае искаженного октаэдра и в предположении, что это искажение

приводит к энергетической выгодности двух из шестидесяти четырех конфигураций получено, что в системе

магнитных редкоземельных ионов имеется фазовый переход.
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1. Введение

Термодинамические свойства геометрически фруст-

рированных магнитных систем привлекают внимание

исследователей в течение многих десятилетий. В таких

системах основное состояние имеет высокую степень

вырождения, что приводит к остаточной энтропии при

температуре, равной 0K, и часто необычному пове-

дению термодинамических величин в области низких

температур. После открытия состояния спинового льда

в соединениях со структурой пирохлора, содержащих

ионы редкоземельных металлов [1,2] интерес к изучению
геометрически фрустрированных магнетиков значитель-

но возрос, и к настоящему времени имеется большое

число работ, посвященных исследованию свойств спино-

вого льда (см., например, обзоры [3,4]. В структуре пи-

рохлора редкоземельные ионы образуют решетку соеди-

ненных вершинами тетраэдров, и состоянию спинового

льда соответствуют состояния, в которых для каждого

тетраэдра два магнитных момента редкоземельного иона

направлены внутрь тетраэдра, а два момента направлены

вне (two-in-two-out). В возбужденных состояниях воз-

никают так называемые магнитные монополи, и такие

состояния принято называть фазой Кулона. Существо-

вание фазы Кулона не ограничивается структурой пи-

рохлора: она была обнаружена, например в двумерных

системах, таких как искусственный спиновый лед [5]
и кагоме-лед [6].
В недавней работе [7] обсуждается возможность ре-

ализации состояния спинового льда в трехмерных си-

стемах на примере соединений с химической формулой

MeORe3 (где Re — редкоземельный элемент, Me —

двухвалентный металл) со структурой антиперовскита,

в которой ионы редкоземельных металлов находятся

в вершинах октаэдра и состоянию спинового льда

соответствуют состояния three-in-three-out. Авторы [7]
исследуют термодинамические свойства модели Изинга

с обменным и диполь-дипольным взаимодействиями ме-

тодом Монте-Карло.

В соединениях со структурой антиперовскита, содер-

жащих редкоземельные ионы, формируется трехмерная

сетка связанных вершинами октаэдров. Так как спины

f -электронов редкоземельных элементов имеют боль-

шой магнитный момент, их можно трактовать как клас-

сические переменные, и при достаточно низких темпера-

турах их поведение описывается как изинговский дублет,

направленный вдоль оси, соединяющей центр октаэдра

с его вершиной. Геометрическая фрустрация вызвана,

с одной стороны, неколлинеарностью кристаллическо-

го поля и эффективного магнитного взаимодействия,

а с другой стороны, тем обстоятельством, что оси на-

правления изинговского дублета в элементарной ячейке

фиксированы и разные, в результате для каждого окта-

эдра имеется восемь возможных конфигураций с одина-

ковой энергией, которая соответствует минимуму сво-

бодной энергии, и, таким образом, основное состояние

системы магнитных моментов редкоземельных ионов

является бесконечно вырожденным. Описание термоди-

намических свойств систем с конкурирующими взаи-

модействиями приближением среднего поля приводит

к качественно неверным результатам, и при описании

таких систем необходимо использовать приближения,

в которых конкуренция взаимодействий в большей или
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меньшей степени учитывается явно. Одним из таких

приближений является приближение кластеров.

Исследование термодинамических свойств в системе

магнитных редкоземельных ионов в структуре антипе-

ровскита, а также возможности магнитного упорядоче-

ния в этой системе в случае искаженного октаэдра ORe6
в приближении кластеров является целью настоящей

работы.

2. Свободная энергия в приближении
шестичастичного кластера

Ниже будет рассматриваться только магнитная систе-

ма редкоземельных ионов,

На рис. 1 показана структура антиперовскита в вы-

сокосимметричной кубической фазе Pm3̄m с редкозе-

мельными ионами в вершинах октаэдра (обозначенными
цифрами 1−6) и векторами направления изинговского

дублета в элементарной ячейке. Для описания термо-

динамических свойств модели мы используем вариаци-

онный метод кластеров [8,9] и рассмотрим простейший

кластер из шести спинов. Основное состояние систе-

мы магнитных ионов редкоземельного элемента можно

рассматривать как вершину с одной из возможных

шестидесяти четырех конфигураций спинов октаэдра.

В кристалле с кубической симметрией Pm3̄m двадцать

конфигураций,
”
разрешенных правилом льда“, то есть

three-in-three-out разбиваются на две группы (восемь
и двенадцать конфигураций) с одинаковой энергией

конфигураций внутри группы. Тридцать конфигураций

(пятнадцать four-in-two-out с положительным магнитным

зарядом и пятнадцать two-in-four-out с отрицательным)
разбиваются на три группы с одинаковой энергией

внутри группы. Одинаковую энергию имеют двенадцать

конфигураций (шесть five-in-one-out с положительным

магнитным зарядом +2 и шесть one-in-five-out с отрица-

тельным −2). И наконец, две конфигурации (одна all-in

1

2

3
4

5

6

Рис. 1. Структура антиперовскита MeORe3. В вершинах

куба — Me, в центре — кислород, в центрах граней — редкая

земля Re.

с положительным магнитным зарядом +3 и одна all-out

с отрицательным −3).
В случае искаженного октаэдра в кристалле с симмет-

рией, отличной от кубической, вырождение снимается,

и в системе магнитных ионов возможен фазовый переход

в упорядоченное состояние.

Положим σ z = ±1 для двух возможных направлений

магнитного момента редкоземельного иона внутрь или

наружу октаэдра. Тогда гамильтониан модели может

быть записан как гамильтониан модели Изинга:

H =
∑

i j

J i, jσ
z
i σ

z
j − H

∑

i

σ z
i . (1)

Положим σ z
1 = σ z

2 = σ z
3 = σ z

4 = σ z
5 = σ z

6 = 1 для кон-

фигурации на рис. 1. Тогда в приближении кластеров

с учетом внешнего поля кластерный и одночастичный

гамильтонианы имеют вид

H6 = J1(σ
z
1 σ

z
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1 σ
z
4 + σ z

1 σ
z
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1 σ
z
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3 σ
z
4 − σ z

3 σ
z
5 + σ z

3 σ
z
6 − σ z

4 σ
z
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4 σ
z
6 )

− J2(σ
z
1 σ

z
3 + σ z

2 σ
z
4 + σ z

5 σ
z
6 )

−
(ϕ

2
+ h

)

(σ z
1 + σ z

2 + σ z
3 + σ z

4 + σ z
5 + σ z

6 );

H1 = (ϕ + h)σ z
1 . (2)

В выражение (2) включено внешнее магнитное поле,

направленное вдоль пространственной диагонали куби-

ческой ячейки h = gµBsH (g — g-фактор, µB — магне-

тон Бора, s — величина спина редкоземельного иона,

и одинаковые в этом случае направляющие косинусы

магнитных моментов ионов кластера включены в h).
Средняя энергия на одну вершину имеет вид

E = 〈H6〉 − 3〈H1〉. (3)

В (2) ϕ — самосогласованное поле, действующее на

спин в решетке. В структуре антиперовскита октаэдры

редкоземельных ионов соединены вершинами, и каждый

ион окружен десятью ионами соединенных октаэдров.

В одночастичном гамильтониане на ион действует пол-

ное поле со стороны ионов двух соединенных октаэдров.

В гамильтониане кластера взаимодействие каждого ред-

коземельного иона с четырьмя ионами с константой J1

и с одним ионом с константой J2 учитывается точно;

взаимодействие с оставшимися ионами окружения учи-

тывается самосогласованным полем, которое в данном

случае ослаблено в два раза.

Для вычисления среднего значения энергии (3) в при-

ближении кластеров матрицы плотности ρk k-го кла-

стера описываются выражением ρk = const · exp(−βHk),
где Hk — кластерный H6 и одночастичный H1,

гамильтонианы, определенные в (2), β = 1/T (kB = 1).
Свободная энергия находится путем интегрирования

по β соотношения E = ∂(βF)/∂β

βF = − lnZ6 + 3 lnZ1, (4)

Физика твердого тела, 2023, том 65, вып. 7



1258 В.И. Зиненко

0 2 5. 5.0 7.5 10.0

0.5

1.5

0

S
R/ 1.0

2.0 a

T h/2

0 2 5. 5.0 7.5 10.0

0.75

2.25

0
C

R
V

/

1.50

3.00 b

T h/2

0 2 5. 5.0 7.5 10.0

0.3

0.9

0

s 0.6

1.2 c

T h/2

Рис. 2. Температурные зависимости a) энтропии, b) теплоемкости и c) среднего значения 〈σ z 〉 в случае кубической симметрии

в приложенном внешнем поле; точки — w/2h → ∞, v/2h = 0; штриховая линия — w/2h → ∞, v/2h = 0.5; сплошная кривая —

w/2h = 4.5, v/2h = 0.5.

где Z6 и Z1 — кластерная и одночастичные стати-

стические суммы. В случае кубической симметрии Z6

с точностью до общего множителя exp(3βJ2) и Z1 имеют

вид

Z6 = 2
(

cosh(3βϕ + 6βh) + 3 cosh(βϕ + 2βh)

+ 6K4 cosh(βϕ + 2βh) + 6LK cosh(2βϕ + 4βh)

+ 6LK + 3LK5 + 6L4 cosh(βϕ + 2βh) + L9K−3
)

;

Z1 = 2 cosh(βϕ + βh);

K = exp

(

−
βv

4

)

, L = exp

(

−
βw

4

)

,

v = 4J2 − 4J1, w = 4J2 + 4J1. (5)

Поле ϕ находится из условия минимума свободной

энергии ∂F/ϕ = 0 и определяется уравнением

(

sinh(3β(ϕ + 2h)) + sinh(β(ϕ + 2h))

+ 2K4 sinh(β(ϕ + 2h)) + 2LK sinh(2β(+2h))

+ 2L4 sinh
(

β(ϕ + 2h)
)

)

/
(

cosh(3βϕ + 6βh)

+ 3 cosh(βϕ + 2βh) + 6K4 cosh(βϕ + 2βh)

+ 6LK cosh(2βϕ + 4βh) + 6LK + 3LK5

+ 6L4 cosh(βϕ + 2βh) + L9K−3
)

= sinh(ϕ + h)/ cosh(ϕ + h). (6)

Среднее значение 〈σ z 〉 определяется выражением

〈σ z 〉 = tanh β(ϕ + h). (7)

Энтропия и удельная теплоемкость определяются вы-

ражениями

S = (−∂F/∂T ); CV = −T (∂2F/∂T 2). (8)

Выражения (4)−(8) определяют термодинамику си-

стемы.

В случае симметрии кристалла ниже кубической окта-

эдр ORe6 искажен, вырождение снимается, и в системе

магнитных ионов возможен фазовый переход в упорядо-

ченное состояние. Здесь будет рассмотрен простейший

случай снятия вырождения. Будем предполагать, что из-

за искажения октаэдра две из двадцати
”
нейтральных“

конфигураций three-in-three-out имеют наиболее низкую

энергию, значение которой мы примем за ноль. Для

минимизации количества неизвестных параметров мо-

дели и для простоты положим, что энергии оставших-

ся конфигураций изменятся на одинаковую величину,

и обозначим эту энергию через ε. Энергии одно-, двух-

и трех-
”
заряженных“ конфигураций будем полагать,

как и в случае кубической симметрии. Выражение (5)
и уравнение (6) в этом случае принимают вид

Z6 = 2
(

cosh(3βϕ + 6βh) + 3G cosh(βϕ + 2βh)

+ 6GK4 cosh(βϕ + 2βh) + 6LK cosh(2βϕ + 4βh)

+ 6LK + 3LK5 + 6L4 cosh(βϕ + 2βh) + L9K−3
)

;

(9)
(

sinh
(

3β(ϕ + 2h)) + G sinh
(

β(ϕ + 2h)
)

+ 2GK4 sinh
(

β(ϕ + 2h)
)

+ 2LK sinh
(

2β(ϕ + 2h)
)

)

+ 2L4 sinh
(

β(ϕ + 2h)
)

)

/
(

cosh(3βϕ + 6βh)

+ 3G cosh(βϕ + 2βh) + 6GK4 cosh(βϕ + 2βh)

+ 6LK cosh(2βϕ + 4βh) + 6LK + 3LK5

+ 6L4 cosh(βϕ + 2βh) + L9 · K−3
)

= sinh(ϕ + h)/ cosh(ϕ + h),
(10)

где G = exp(−βε).
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Рис. 3. Температурные зависимости a) энтропии, b) теплоемкости и c) параметра порядка 〈σ z 〉 в случае искаженного октаэдра

ORe6; штриховая линия — w/ε → ∞, v/ε = 0.9; сплошная кривая — w/ε = 0.5, v/ε = 0.9; точки — w/ε = 4.5, v/ε = 0.9.

3. Результаты

Обсудим сначала случай кубической симметрии.

Прежде всего отметим, что в отсутствие поля H = 0

уравнение (6) имеет единственное решение ϕ = 0 при

всех температурах, то есть в отсутствие поля система

магнитных моментов редкоземельных ионов бесконечно

вырождена при T = 0K. При равенстве констант J1 = J2

в (2), то есть при v = 0, все 20 конфигураций three-

in-three-out имеют одинаковую энергию. Отметим так-

же, что если в этом случае запретить возбужденные

конфигурации с магнитным зарядом, то есть положить

w → ∞, то из (4) следует результат для остаточной

энтропии Полинга: F = −T · ln 5/2, S = ln 5/2.

Перейдем теперь к обсуждению результатов при нену-

левом значении поля H .

В случае запрета
”
заряженных“ конфигураций w → ∞

зависимости теплоемкости, энтропии и среднего значе-

ния 〈σ z 〉 от температуры T показаны на рис. 2 для двух

значений параметра v .

Видно, что в зависимости теплоемкости для v = 0

имеется пик при температуре, примерно равной 2h. Эта
температура соответствует температуре насыщения в за-

висимости среднего значения 〈σ z 〉 от температуры. При

конечном значении параметра v качественное поведение

термодинамических величин остается таким же, как при

v = 0, только пик аномального поведения сдвигается

в сторону высоких температур, как это видно из рис. 2.

При конечном значении энергии
”
заряженных“ со-

стояний w, кроме отмеченного аномального поведения,

в зависимостях термодинамических величин появляются

дополнительные аномалии, связанные с возбуждением

этих
”
заряженных“ состояний в определенной области

температур. На рис. 2 показаны температурные за-

висимости теплоемкости, энтропии и среднего значе-

ния 〈σ z 〉 для значения параметра w/2h = 4.5. Видно,

что при температуре, примерно равной 2h, поведение

термодинамических величин не отличается от случая

w → ∞, однако при высоких температурах в темпера-

турной зависимости теплоемкости появляется дополни-

тельная размытая аномалия, связанная с возбуждением

”
заряженных“ состояний. Температура максимума этой

аномалии определяется величиной параметра w .

Рассмотрим случай искаженного октаэдра и, соответ-

ственно, фазовый переход в упорядоченное состояние

при нулевом значении внешнего поля. В выражениях (9)
и (10) положим h = 0. Уравнение для температуры

неустойчивости разупорядоченной фазы Tc находится из

уравнения (10) путем разложения по ϕ с точностью до

первого порядка:

2Gc + 4GcK4
c + 4LcKc + 3LcGcK5

c + 4L4
c + L9

cK−3
c = 2,

(11)
где G, L, K определены в (5) с T = Tc .

В случае запрета конфигураций с магнитным зарядом

(w → ∞) температура неустойчивости разупорядочен-

ной фазы определяется из уравнения Gc + 2GcK4
c = 1.

Эта же температура является температурой фазового

перехода, при которой параметр порядка 〈σ z 〉 скачком

изменяется от нуля до еиницы, а восприимчивость обра-

щается в бесконечность. Минимуму свободной энергии

системы, которая в данном случае имеет вид

βF = − ln
(

(

cosh(3βϕ)

+ 3G cosh(βϕ)(1 + 2K4)
)

/4 cosh(βϕ)
)

,

для T ≥ Tc соответствует ϕ = 0, а для T ≤ Tc ϕ = ∞.

При равенстве констант J1 = J2 в (2), то есть при

v = 0, и при w → ∞ температура перехода равна

Tc = ε/ ln 3.

Следует подчеркнуть, что термодинамические свой-

ства системы в этом случае совпадают со свойствами

модели Слетера [9], за исключением величины Tc , кото-

рая в модели Слетера равна ε/ ln 2.

Температурная зависимость теплоемкости, энтропии

и параметра порядка 〈σ z 〉 для нескольких конечных

значений w показана на рис. 3.

При конечном значении энергии
”
заряженных“ состо-

яний фазовый переход становится переходом второго
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Зависимость температуры перехода и величины изменения энтропии 1S = S(Tc) − S(0) (на формульную единицу) от парамет-

ров v/ε и w/ε

w/ε → ∞ w/ε = 4.5 w/ε = 2.5 w/ε = 1.5 w/ε = 0.5

v/ε Tc/ε 1S/R Tc/ε 1S/R Tc/ε 1S/R Tc/ε 1S/R Tc/ε 1S/R

0 0.91 0.83 0.89 0.94 0.79 1.30 0.64 1.54 0.35 1.55

0.1 1.14 0.81 1.09 1.04 0.95 1.40 0.79 1.59 0.47 1.62

0.3 1.57 0.77 1.41 1.06 1.20 1.43 1.00 1.56 0.64 1.63

0.5 1.89 0.72 1.65 1.10 1.40 1.42 1.17 1.52 0.73 1.62

0.7 2.22 0.68 1.87 1.13 1.56 1.39 1.31 1.48 0.84 1.62

0.9 2.54 0.64 2.07 1.19 1.71 1.36 1.43 1.45 0.91 1.62

рода. В таблице приведены величины Tc , вычисленные

по уравнению (7) для разных значений v/ε и w/ε.

4. Заключение

В настоящей работе в рамках простой модели ис-

следованы термодинамические свойства спинового льда

в структуре антиперовскита, в которой ионы редкозе-

мельных металлов занимают вершины октаэдра, в цен-

тре которого находится ион кислорода. Термодинамиче-

ские функции вычислены в приближении кластеров с ис-

пользованием наименьшего кластера из шести частиц,

учитывающего состояние спинового льда и магнитно

заряженные состояния в системе магнитных моментов

ионов редкой земли. Рассмотрены два случая неискажен-

ного и искаженного октаэдра.

В результате получено следующее.

В случае неискаженного октаэдра предполагается, что

наименьшей и одинаковой энергией обладают 8 состо-

яний с конфигурацией three-in-three-out. Еще 12 состоя-

ний с конфигурацией three-in-three-out также обладают

одинаковой энергией. В отсутствие внешнего магнит-

ного поля основное состояние системы бесконечно вы-

рождено. При приложении внешнего магнитного поля

обнаружены аномалии в температурных зависимостях

теплоемкости и энтропии. Аномальное поведение тер-

модинамических величин при температуре, примерной

равной удвоенной величине внешнего поля, связано

с установлением полного порядка в системе магнитных

ионов при этой температуре. В температурной зависи-

мости теплоемкости при более высоких температурах

наблюдается вторая аномалия, связанная с возбужде-

нием при этих температурах
”
заряженных“ магнитных

конфигураций.

В случае искаженного октаэдра и в предположении,

что искажение приводит к энергетической выгодности

двух из восьми конфигураций three-in-three-out, а осталь-

ные шесть конфигураций имеют одинаковую энергию ε,

предполагается также, что энергия двенадцати остав-

шихся конфигураций three-in-three-out при этом увели-

чивается на ε. В этом случае в системе редкоземель-

ных ионов имеется фазовый переход в упорядочен-

ное состояние при конечной температуре. При запрете

”
заряженных“ конфигураций и при условии равенства

энергий восемнадцати конфигураций three-in-three-out

этот переход происходит при температуре Tc = ε/ ln 3

с обращением восприимчивости в бесконечность и со

скачком параметра порядка до максимальной величины.

Следует отметить, что этот переход подобен переходу

в шестивершинной модели (модели Слетера), для кото-

рой известно точное решение и для которой величины

температуры перехода и скачка параметра порядка, вы-

численные в приближении четырехчастичного кластера,

совпадают с величинами, вычисленными точно.

При конечной энергии
”
заряженных“ конфигураций

фазовый переход в упорядоченное состояние является

переходом второго рода.
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