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Введение

Электромагнитные свойства тонких металлических

пленок могут существенно отличаться от свойств мас-

сивных образцов [1–9]. В рассматриваемом случае тол-

щина тонкого металлического слоя a не превышает

толщины скин-слоя δ и сравнима со средней длиной

свободного пробега электронов в металле 3. Извест-

но, что толщина скин-слоя сильно зависит от частоты

внешнего поля ω: по мере роста частоты δ уменьша-

ется [10]. В нашем случае ω не превышает 7 · 1011 Hz

и выполняется неравенство a < δ, поэтому скин-эффект

не учитывается. Поскольку толщина тонкого слоя много

больше длины волны де Бройля, которая в типичных

металлах составляет величину порядка межатомного

расстояния (∼ 0.3 nm), то квантовыми эффектами мы

можем пренебречь.

1. Электромагнитная H-волна и тонкий
металлический слой

Рассмотрим тонкий металлической слой толщиной a ,
коэффициентами зеркальности q1 и q2 при отражении

электронов соответственно от верхней и нижней по-

верхности этого слоя, в случае падения на него элек-

тромагнитной H-волны под углом θ. Поскольку вектор

электрического поля электромагнитной волны паралле-

лен поверхности тонкого слоя, то такая волна носит на-

звание H-волны. Электрическое поле электромагнитной

волны параллельно координатной оси Y , координатная
ось X направлена вглубь тонкого металлического слоя.

Уточним, что электрическое поле E однородное и пери-

одическое по времени:

E = E0 exp(−iωt).

Здесь ω — частота электрического поля.

Поведение электромагнитного поля внутри тонкого

металлического слоя можно описать следующей систе-

мой уравнений [11]:







rot H = j + εε0
∂E
∂t ,

rot E = −µµ0
∂H
∂t .

(1)

Здесь j — плотность электрического тока, µ и µ0 —

магнитная проницаемость среды и магнитная постоян-

ная; ε и ε0 — диэлектрическая проницаемость среды и

электрическая постоянная.

Распишем по определению ротор векторов E и Н,

оставляя только проекции Ey и Hz в соответствии с вы-

бором координатных осей для тонкого металлического

слоя:

rot E = −
∂Ey

∂z
i +

∂Ey

∂x
k,

rot H = −
∂Hz

∂y
i +

∂Hz

∂x
j. (2)

Поскольку в нашем случае
∂Ey

∂z = 0, то первое уравнение

системы (2) с учетом второго уравнения системы (1)
примет вид

∂Ey

∂x
= −µµ0

∂

∂t
Hz

= −µµ0
∂

∂t
H0 exp(−iωt) = µµ0iωHz .
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Tаким образом, первое уравнение системы (1) в

системе СИ примет окончательный вид

∂Ey

∂x
− µµ0iωHz = 0.

Второе уравнение системы (2) с учетом того, что
∂Hz

∂y = 0 можно переписать следующим образом:

∂Hz

∂x
= − jy − εε0

∂

∂t
Ey exp(−iωt).

Здесь jy — проекция плотности электрического тока.

В результате аналогичных преобразований можно по-

лучить второе уравнение системы (1) в системе СИ:

∂Hz

∂x
+ iεε0ω(sin2 θ − 1)Ey = − jy .

Здесь θ — угол падения H-волны на тонкий металличе-

ский слой.

Таким образом, система уравнений (1) в СИ примет

окончательный вид:







∂Ey

∂x − µµ0iωHz = 0,

∂Hz

∂x + iεε0ω(sin2 θ − 1)Ey = − jy .
(3)

Взаимодействие электромагнитной H-волны с тонким

металлическим слоем характеризуется коэффициентами:

отражения R, прохождения T и поглощения A[12]:

T =
1

4

∣

∣Pk
− P l

∣

∣

2
,

R =
1

4

∣

∣Pk + P l
∣

∣

2
,

A = 1− T − R. (4)

Pk и P l связанны с поверхностными импедансами Zk и

Zl на нижней поверхности тонкого металлического слоя

и углом падения волны θ. Они определяются следующим

образом [12]:

Pk =
Zk cos θ − 1

Zk cos θ + 1
,

P l =
Zl cos θ − 1

Zl cos θ + 1
. (5)

Zk соответствует антисимметричной по электрическо-

му полю конфигурации внешнего поля: Ey (0) = −Ey(a),
Hz (0) = Hz (a), а Zl — симметричной по внешне-

му полю конфигурации внешнего поля: Ey (0) = Ey (a),
Hz (0) = −Hz (a). Импеданс в обоих случаях имеет вид

Zk = Zl =
Ey(0)

Hz (0)
. (6)

Электрическое и магнитное поля будут очень ма-

ло меняться на расстояниях меньших глубины скин-

слоя (a < δ). В случае антисимметричной по элек-

трическому полю конфигурации внешнего поля, когда

Hz (0) = Hz (a), можно принять величину Hz постоянной,

а изменение величины электрического поля с толщиной

можно определить из первого уравнения системы (3):

Ey(a) − Ey (0) = µµ0iωaHz . (7)

Учет антисимметричного характера электрического

поля приводит выражение (7) к виду

Ey(0) = −
µµ0iωaHz

2
.

Учитывая выражение (6) для импеданса, в случае ан-

тисимметричной по электрическому полю конфигурации

внешнего поля, получим

Zk = −iµµ0ωa/2. (8)

В случае же симметричной по электрическому полю

конфигурации внешнего поля, когда Ey(0) = Ey(a), мож-
но принять величину Ey постоянной, а изменение вели-

чины магнитного поля с толщиной можно определить из

второго выражения системы уравнений (3):

Hz (a) − Hz (0) = −iεε0(sin
2(θ) − 1)Ey −

a
∫

0

jy dx . (9)

Введем электрическую проводимость, которая будет

усреднена по толщине тонкого металлического слоя a :

σa =
1

Ey a

a
∫

0

jy (x)dx =
1

a

a
∫

0

σ (x)dx . (10)

Для плотности электрического тока имеем

jy = σ (x)Ey .

Здесь σ (x) — локальная электрическая проводимость

слоя.

Учитывая выражение (10) и симметрию магнитного

поля, выражение (9) примет вид

Hz (0) = −
1

2
iεε0ωa(sin2(θ) − 1)Ey + aσaEy .

С учетом (6) в случае симметричной по электриче-

скому полю конфигурации внешнего поля, получим

Zl =
2

−iεε0ωa(sin2(θ) − 1) + 2aσa

. (11)

Теперь предположим, что длина волны падаю-

щего излучения существенно превосходит толщину

слоя a . В этом случае будет выполняться µµ0ωa ≪ 1,

εε0ωa ≪ 1 или µµ02πca/λ ≪ 1, εε02πca/λ ≪ 1. Оценки

длины волны λ и частоты электромагнитного поля ω для

рассматриваемого тонкого металлического слоя таковы:

λ ∼ 2.7 · 10−3 m, ω ∼ 7 · 1011 Hz.
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Тогда, выражения для импедансов (8) и (11) примут

вид

Zk = 0,

Zl =
1

aσa
. (12)

В соответствии с (12) выражение (5) примет вид

Pk = −1,

P l =
cos θ − aσa

cos θ + aσa
. (13)

Учитывая (13) и (5), выражения для коэффициентов

R, T, A 4) примут вид

T =

∣

∣

∣

∣

cos θ

cos θ + aσa

∣

∣

∣

∣

2

,

R =

∣

∣

∣

∣

aσa

cos θ + aσa

∣

∣

∣

∣

2

,

A = 1− T − R, (14)

где σa имеет вид [13]:

σa =
3

4

σ0

τ

1

(1/τ − iω)

π
2

∫

0

sin3 α

[

2a

+

[

−
a cos(α)(exp(−�/ cosα) − 1)

�

]

×

[

q1 [1− exp(−�/ cosα) + q2 exp(−�/ cosα)]

1− q1q2 exp(−2�/ cosα)

+
q1 [1− exp(−�/ cosα) + q1 exp(−�/ cosα)]

1− q1q2 exp(−2�/ cosα)

]]

dα.

(15)
Здесь σ0 = ne2τ /m, n — концентрация электронов про-

водимости, e — электрический заряд электрона, τ —

электронное время релаксации, m — масса электрона,

� = a
νF

(

1
τ
− iω

)

, q1 и q2 — коэффициенты зеркальности

поверхностей тонкого слоя, при отражении электронов

от его поверхностей.

Связь между напряженностью электрического поля E

и плотностью тока j в случае, когда толщина слоя a
сравнима с длиной свободного пробега электронов в

металле λ, оказывается существенно нелокальной. Для

описания связи между E и j в работе [13] было

использовано кинетическое уравнение Больцмана [14]
(в приближении времени релаксации) для вырожденного
ферми-газа электронов проводимости находящемуся в

тонком слое:

∂ f
∂t

+ νz
∂ f
∂z

+
eE
m

∂ f 0

∂νx
= −

f − f 0

τ
.

Здесь f 0, f , e, m, νz , νx , τ — соответственно функция

Ферми−Дирака, функция распределения электронов при

наличии внешнего электрического поля, заряд электро-

на, его масса, проекции скорости электронов проводи-

мости, электронное время релаксации.

Это уравнение можно линеаризовать по полю E и по

малым отклонениям f 1 от равновесной функции распре-

деления электронов Ферми−Дирака f 0 ( f = f 0 + f 1) и

в результате получить следующее уравнение:

νz
∂ f 1

∂z
−

eE
m

∂ f 0

∂νx
− iω f 1 = −

f 1

τ
. (16)

Решая уравнение (16) с учетом зеркально-диффузных

граничных условий Фукса [13,15], было получено вы-

ражение (15) для электрической проводимости тонкого

металлического слоя, усредненной по толщине a этого

слоя.

Однако не было учтено то, что в общем случае

коэффициенты зеркальности q1 и q2 могут зависеть от

угла падения электронов от поверхности тонкого слоя.

Модель зеркально-диффузных граничных условий для

электронов на поверхности тонкого металлического

слоя с учетом зависимости коэффициента зеркальности

от угла падения электронов α впервые была предложена

в работе [16], где для коэффициента зеркальности q было

получено выражение

q(α) = q0 + (1− q0) exp(−b1 cosα − b2 cos
2 α). (17)

Здесь b1 и b2 — некоторые положительные коэффици-

енты, когда b1 ≫ 1 и b2 ≫ 1, то q(α) = q0 — получаем

модель Фукса, а если q0 = 0 и b2 ≫ b1 — получаем

модель Соффера.

В нашем случае с учетом того, что коэффициенты

зеркальности поверхностей тонкого слоя могут быть

различны, выражение (17) примет вид

q1 = q01 + (1− q01) exp(−b1 cosα − b2 cos
2 α),

q2 = q02 + (1− q02) exp(−b1 cosα − b2 cos
2 α). (18)

Здесь q01 и q02 — значение коэффициентов зеркальности

поверхностей тонкого слоя.

Таким образом, при дальнейшем анализе поведения

коэффициентов отражения R, прохождения T и поглоще-

ния A необходимо в выражении (15) для проводимости

тонкого слоя учитывать зависимость коэффициентов

зеркальности от угла падения электронов α (выраже-
ние (18)).
Рассмотри случай толстого металлического слоя, ко-

гда его толщина a много больше средней длины свобод-

ного пробега электронов в металле 3. Положим также,

что b1 ≫ 1 и b2 ≫ 1, тогда выражение для электри-

ческой проводимости тонкого металлического слоя σa

примет вид

σa = a
σ0

1− iωτ
.

Получили классический результат для проводимости

толстого слоя — формулу Друде.
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2. Обсуждение результатов

Рассмотрим поведение коэффициентов отражения R,
прохождения T и поглощения A в случае медного слоя

толщины a . Для дальнейших расчетов будем использо-

вать параметры для меди из [17]. В частности, время

релаксации электронов τ = 1.9 · 10−14 s.

Проведем сравнение полученных результатов с экспе-

риментальными данными работы [18]. В указанной рабо-

те исследовалось удельное сопротивление тонких мед-

ных пленок. Взяв экспериментальные значения удельной

проводимости тонкой медной пленки для указанной тол-

щины, можно рассчитать экспериментальные значения

коэффициентов отражения R, прохождения T и погло-

щения A. Полученные значения для коэффициентов R, T
и A сопоставим с теоретическими результатами настоя-

щей работы. Уточним, что для модели Фукса значения

коэффициентов зеркальностей q01 и q02 были взяты из

работы [19].

На рис. 1 видно, что вариация коэффициентов зер-

кальности тонкого металлического слоя оказывает суще-

ственное влияние на поведение коэффициента отраже-

ния R. С увеличением толщины тонкого металлического

слоя возрастает значение коэффициента отражения R.
На рис. 2 можно наблюдать, что угол падения H-

волны θ на тонкий металлический слой также вносит

существенный вклад в поведение коэффициента отра-

жения R. В частности, чем меньше угол падения H-

волны θ, тем больше скорость возрастания коэффици-

ента отражения R, при увеличении толщины тонкого

слоя.

На рис. 3 проведено сравнение теоретической модели

настоящей работы с экспериментальными данными ра-

0 102 64 8

R

0

0.8

0.2

0.4

0.6

1 0.

a, 10 nm–8

1

2

3

4

Рис. 1. Зависимость коэффициента отражения R от толщины

тонкого металлического слоя a . Для всех кривых ω = 0,

θ = 60◦, b1 = b2 = 10. Кривая 1 — q01 = 1, q02 = 1; кри-

вая 2 — q01 = 0.5, q02 = 0.8; кривая 3 — q01 = 0.3, q02 = 0.5;

кривая 4 — q01 = 0, q02 = 0.

0 102 64 8
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a, 10 nm–8

1
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Рис. 2. Зависимость коэффициента отражения R от толщины

тонкого металлического слоя a . Для всех кривых ω = 0,

b1 = b2 = 10, q01 = 0.3, q02 = 0.5. Кривая 1 — θ = 85◦; кри-

вая 2 — θ = 60◦; кривая 3 — θ = 45◦; кривая 4 — θ = 0◦ .

3 156 9 12

T

0

0.4

0.1

0.2

0.3

a, 10 nm–8

Рис. 3. Зависимость коэффициента прохождения T от тол-

щины тонкого металлического слоя a . Сплошная кривая —

модель обобщенных граничных условий. Штриховая кривая —

модель Фукса. Точки на графике — экспериментальные. Для

сплошной кривой: ω = 0, θ = 0◦, b1 = 100, b2 = 0, 1, q01 = 0,

q02 = 0. Для штриховой кривой: ω = 0, θ = 0◦, q01 = q02 = 0.5.

боты [18]. В работе [18] исследовались электромагнит-

ные свойства тонких медных пленок в статическом слу-

чае, когда ω = 0 и когда угол падения электромагнитной

волны θ = 0◦. Таким образом, результаты, полученные

с помощью обобщенных граничных условий, лучше

согласуются с данными эксперимента, по сравнению с

результатами, полученными с применением граничных

условий Фукса (см. таблицу).
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Относительная погрешность результатов, представленных на

рис. 3.

Толщина тонкого

Относительная
Относительная

медного слоя a , nm
погрешность 1, %

погрешность 1,%
модель обобщенных

модель Фукса
граничных условий

31.7 12.1 35.4

37.5 9.6 33.1

45.3 2.7 15.2

72.7 9.4 0.5

145 4.2 4.1

150 4.1 4

Заключение

Таким образом, в работе впервые получены выраже-

ния для коэффициентов отражения R, прохождения T
и поглощения A, когда коэффициенты зеркальности q01

и q02 зависят от угла падения электронов. Исследо-

вано поведение коэффициента отражения R, в случае

его зависимости от толщины тонкого металлическо-

го слоя a . Вариация коэффициентов зеркальности q01

и q02 при их зависимости от угла отражения элек-

тронов вносит существенный вклад в проводимость

тонкого слоя и, следовательно, в поведение коэффи-

циентов отражения R, прохождения T и поглоще-

ния A.
В результате проделанных расчетов было установле-

но, что полученная теоретическая модель обобщенных

граничных условий более точно описывает поведение

коэффициентов отражения R, прохождения T и погло-

щения A, по сравнению с зеркально-диффузной моделью

Фукса, если учесть, что коэффициенты зеркальности q01

и q02 зависят от угла падения электронов. В частности,

результаты для коэффициента прохождения T в преде-

лах погрешности метода расчета согласуются с данными

эксперимента.
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