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С учетом эффекта Zitterbewegung изучена многомодовая динамика электрона дираковского 2D-кристалла,

помещенного в поле монохроматического излучения. Для расчетов использован модельный гамильтони-

ан, учитывающий две независимые дираковские точки. Вычисления показали, что спектр электронных

осцилляций содержит серию новых (по сравнению с обычным Zitterbewegung) частот. Последние, в

случае высокой частоты излучения, являются комбинацией частоты Zitterbewegung и частот, кратных

частоте поля. В случае, когда частота поля сравнима с частотой Zitterbewegung, спектр электронных

осцилляций определяется амплитудой поля. Показано, что характер этой зависимости меняется с изменением

направления поляризации излучения. Обсуждена также возможность появления постоянной составляющей

скорости у электрона в поле монохроматического излучения.
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Введение

Открытие новых видов 2D-кристаллов, составляющих

группу так называемых дираковских материалов (гра-
фен, германен, силицен и т. д.), а также исследование

их электродинамических свойств определило, по сути,

развитие той части физики твердотельных структур, что

стоит на стыке теории конденсированного состояния и

физики высоких энергий. Дело в том, что релятивист-

ская форма уравнений для электронных состояний в

гексагональных 2D-решетках делает графеноподобные

материалы удобной платформой для изучения эффектов

квантовой электродинамики [1–4]. Уникальность указан-

ных выше материалов объясняется наличием в кванто-

вом уравнении для электронных состояний слагаемых,

связывающих импульс носителя заряда с его псевдо-

спиновой степенью свободы. Примерами проявлений

такой связи могут служить топологические фазовые

переходы [5–10] типа
”
полуметалл–изолятор“ [7,11,12] и

”
дираковский–полудираковский материал“ [13,14], а так-

же эффект Zitterbewegung (ZB) — быстрые осцилляции

скорости свободного (псевдо)релятивистского электро-

на, возникающие вследствие интерференции состояний

с положительной и отрицательной энергиями.

Возможность ZB для электронов в кристаллах, опи-

сываемых псевдорелятивистским гамильтонианом, тео-

ретически показана в [15–18]. Что же касается экспери-

ментальной реализации ZB, то в связи с высокой часто-

той соответствующих осцилляций электрона в вакууме

(∼ 1021Hz) наблюдение этого эффекта является весь-

ма затруднительным. Преимуществом же дираковских

структур перед вакуумом является гораздо меньшее

значение частоты ZB, что значительно облегчает его экс-

периментальное обнаружение в этих материалах [19–21].
В [22,23] произведено компьютерное моделирование

затухания осцилляций ZB для волнового пакета гаус-

совского типа, предсказанное ранее теоретически [17].
Стоит отметить, что исследование ZB в дираковских

кристаллах имеет еще и прикладное значение. Так, в [24]
намечен путь по созданию нанорезонатора на основе

системы колебательных контуров, проявляющей свой-

ства активной нагрузки при частотах внешнего сигнала,

превышающих частоту ZB. В [25] аналогичные системы

использовались в микросхемах, позволивших смодели-

ровать такие релятивистские квантовые эффекты, как

парадокс Клейна и ZB.

В последнее время актуальным является вопрос об

управлении электронным ZB в дираковских материалах

за счет внешних силовых полей. В частности, в [26–28]
предлагается решение проблемы затухания ZB для элек-

тронного волнового пакета конечной ширины. В [29,30]
показана возможность стабилизации ZB квантующим

магнитным полем. Комбинационный эффект от одновре-

менного учета ZB в дираковских структурах и внешнего

высокочастотного (ВЧ) электромагнитного (ЭМ) поля

исследован в [26,31,32].
В работе [32] для свободного графена изучен так

называемый многомодовый ZB — индуцированные ВЧ
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электрическим полем осцилляции электрона. Спектр

таких осцилляций содержал новые частоты, равные

комбинациям частоты монохроматического поля и ча-

стоты ZB. Однако в [32] вычисления выполнены не

для произвольных импульсов электрона: импульс вдоль

линии поляризации считался равным нулю. Это не

соответствует реальной ситуации, в которой импульсы

носителей заряда подчиняются 2D-статистике. Кроме то-

го, в некоторых случаях амплитуда поля предполагалась

достаточно малой, что позволило решать уравнения дви-

жения в линейном по амплитуде поля приближении. Как

результат спектр многомодового ZB содержал только

две новые частоты. Ниже, так же как и в [32], для

расчетов использованы приближения (1) вращающихся

поляризаций (rotating wave approximation, RWA) и (2)
высокой частоты накачки (high driving frequency, HDF).
В отличие от [32] аналитические расчеты выполнены

для произвольных амплитуд переменного поля и в

случае применения HDF для произвольных импульсов

электрона. Показано, что для сильных полей спектр

многомодового ZB содержит серию новых (по сравне-

нию с обычным ZB) частот, являющихся комбинацией

частоты ZB и частот, кратных частоте поля накачки.

Кроме всего прочего, результат обобщен на случай

модели гамильтониана, описывающей две независимые

дираковские точки [13].

Постоянная составляющая скорости
электрона в монохроматическом поле

Пусть дираковский 2D-кристалл, с которым свяжем

плоскость xy , помещен в поле монохроматического ЭМ

излучения, распространяющегося вдоль Oz так, что его

электрическая составляющая осциллирует вдоль Ox .
В дальнейшем будем пренебрегать координатной зави-

симостью напряженности электрического поля волны,

считая, что длина последней намного больше толщины

рассматриваемого материала. Спинор ψ, описывающий

состояние электрона в такой ситуации, удовлетворяет

уравнению

i
∂ψ

∂t
= (�1σ̂x +�2σ̂y )ψ + ωa(t)σ̂xψ, (1)

где σ̂x ,y,z — матрицы Паули, ω — частота перемен-

ного поля, ~�1 = υFpx , а вид слагаемого ~�2 будет

определяться моделью кристалла. Так, например, для

модели конического спектра ~�1 = υFpy . В дальнейшем

используем модель 2D-кристалла со смещенными дира-

ковскими точками [13]:

~�2 =
p2

y

2m
− 1, (2)

причем 1 > 0. Отметим, что изменение знака парамет-

ра 1 на противоположный означает переход из полуме-

таллического состояния в состояние зонного изолятора.

В последнем случае кристалл будет относиться к полу-

дираковскому типу.

Полагаем, что временная зависимость ВЧ сигнала

является гармонической: a(t) = a0 cos(ωt + ϕ0). Здесь

a0 = υFp0/~ω, p0 = eE0/ω, E0 — амплитуда напряжен-

ности электрического поля, ϕ0 — начальная фаза. Кроме

того, считаем, что начальное состояние в импульсном

представлении описывается спинором

ψ0(p) =
f (p− p′)

√

C2
1 + C2

2

χ0, (3)

где f (p− p′) — нормированная функция, задающая

профиль волнового пакета с начальным импульсом p′,

χ0 = (C1 C2)
T , а компоненты C1 и C2 определяют ориен-

тацию псевдоспина [18,23,33]. Для исследования именно

модификации за счет ZB спектрального состава колеба-

ний скорости электрона в монохроматическом силовом

поле, а не временной эволюции волнового пакета в

качестве f (p), достаточно выбрать дельтаобразный про-

филь [32]: f (p) = δ(p). Выбор же в качестве начальной

функции f (p) волнового пакета гауссовского профиля

конечной ширины, с которым, как правило, имеют

дело в работах [15,18,23,33–36], приведет к стандартной

ситуации затухания электронных осцилляций [17].
Если �2 = 0, то уравнение (1) допускает точное

аналитическое решение

ψ(t) = e−i(�1t+a0 sin(ωt+ϕ0))σ̂xψ0. (4)

Для определенности мы фиксируем C1 = 1, а параметр

C2 будем считать произвольным, C2 = α. Например, зна-

чения α = 1, α = i и α = 0 описывают состояния с ори-

ентацией псевдоспина вдоль осей Ox , Oy и Oz соответ-

ственно. Компоненты средней квантово-механической

скорости электрона, вычисляемые как матричные эле-

менты υx ,y = υF〈ψ|σ̂x ,y |ψ〉, равны

υx =
2υFReα

1 + |α|2 ,

υy = 2υF
Imα

1 + |α|2 cos
(

�ZBt + b(t)
)

− υF
1− |α|2
1 + |α|2 sin

(

�ZBt + b(t)
)

, (5)

где �ZB = 2�1 — частота осцилляций скорости

в отсутствие переменного поля (частота ZB),
b(t) = 2a0 sin(ωt + ϕ0). В частности, для α = 0 имеем

υx = 0, υy = −υF sin
(

�ZBt + 2a0 sin(ωt + ϕ0)
)

. (6)

Согласно (6), оказывается возможной следующая ситу-

ация. Если ϕ0 6= sπ, а частота ZB окажется кратной

частоте переменного поля, �ZB = kω (s и k — целые

числа), то у скорости электрона появляется постоянная

составляющая, равная

〈υy 〉t = (−1)kJk(2a0)υF sin kϕ0. (7)

Оптика и спектроскопия, 2023, том 131, вып. 2



Многомодовая динамика электронов дираковского кристалла в поле монохроматического излучения 299

Здесь Jk(x) — функция Бесселя k-го порядка. В част-

ности, если ϕ0 = π/2, то постоянная составляющая

скорости отлична от нуля, только когда отношение

�ZB/ω составляет нечетное число: �ZB = (2k + 1)ω.
При этом 〈υy 〉t = (−1)k+1J2k+1(2a0)υF . Такое ”

выпрям-

ление“ скорости обусловлено комбинацией двух колеба-

тельных движений электрона в дираковском кристалле:

колебаний ZB, имеющих место и в отсутствие поля, и

вынужденных колебаний, возникающих за счет силового

действия со стороны переменного электрического поля.

Многомодовый ZB в ВЧ электрическом
поле

Для анализа поведения скорости электрона при про-

извольных �2 удобно воспользоваться унитарным пре-

образованием с помощью оператора

Û = ei�tσ̂0, (8)

где обозначено

σ̂0 =
�1σ̂x +�2σ̂y

�
, � =

√

�2
1 +�2

2.

В [32] для исследования нелинейной динамики дираков-

ского электрона в рамках HDF решение уравнения (1)
ограничивалось линейным по амплитуде поля a0 при-

ближением. Применяемый здесь оператор унитарного

преобразования (8) отличается от аналогичного опера-

тора, использованного в [32], и позволяет получить ана-

литические результаты для произвольных амплитуд ВЧ

поля. Положив в (1) ψ = Û+χ и 6̂x ,y,z (t) = Û σ̂x ,y,zÛ+,

ϕ0 = 0, придем после некоторых преобразований к сле-

дующему уравнению:

∂χ

∂t
= −iωa0 cosωt6̂x (t)χ. (9)

Предположим, что выполняется следующее условие:

ω ≫ � (приближение HDF). Тогда нетрудно убедиться,

что спинор

χ(t) = e−ia0 sinωt6̂x (t)χ0 (10)

является решением уравнения (9). Действительно, слага-
емыми, равными результату дифференцирования спино-

ра 6̂x (t)χ0, можно пренебречь, так как последние будут

содержать в качестве множителя низкие по сравнению с

ω частоты. С помощью спинора (10) вычислим среднюю

квантово-механическую скорость электрона:

υx ,y = υF〈χ|6̂x ,y |χ〉. (11)

Для определенности рассмотрим довольно часто

встречающийся в литературе случай, когда начальный

псевдоспин ориентирован перпендикулярно плоскости

2D-кристалла, т. е. χ0 = (1 0)T [15,18,23,32–36]. После

подстановки (10) в (11) и некоторых преобразований

получим

υx =
υF�2

�
sin 2�t, (12)

υy = − υF�1

�
cos(2a0 sinωt) sin 2�t

− υF sin(2a0 sinωt) cos 2�t. (13)

Как и следовало ожидать, колебания скорости, соглас-

но (13), не являются гармоническими.

Для анализа спектрального состава этих колебаний

разложим функцию (13) в ряд Фурье:

υy = −υF�1

�
J0(2a0) sin 2�t +

υF�1

�

×
∞
∑

n=1

J2n(2a0)
(

sin 2(nω −�)t − sin 2(nω +�)t
)

− υF

∞
∑

n=0

J2n+1(2a0)
(

sin((2n + 1)ω + 2�)t

+ sin((2n + 1)ω − 2�)t
)

. (14)

Таким образом, спектр осцилляций скорости электро-

на содержит в качестве основной частоты частоту ZB,

равную 2�, и дополнительные частоты nω ± 2�, где

n — целое число. Такого типа движение дираковского

электрона в монохроматическом поле в [32] получило

название многомодового ZB. Если px и a0 ≪ 1, то, как

и следует ожидать, выражения (12) и (14) переходят

в соответствующие формулы из [32]. Интенсивность

многомодового ZB пропорциональна среднему по време-

ни квадрату скорости электрона 〈υ2〉 = 〈υ2
x 〉 + 〈υ2

y 〉 [32].
Используя формулы (12) и (14), найдем

〈υ2〉 = υ2
F

(

�2
2

2�2
+

�2
1

2�2

(

J2
0(2a0) + 2

∞
∑

n=1

J2
2n(2a0)

)

+

∞
∑

n=0

J2
2n+1(2a0)

)

. (15)

Зависимость 〈υ2〉 от безразмерной амплитуды ВЧ

поля a0, построенная по формуле (15), показана на

рисунке для различных значений �1 и �2. Если �2 = 0,

то величина 〈υ2〉 не зависит от амплитуды a0 и равна

υ2
F/2.

Как можно заметить, многомодовый эффект проявля-

ется только для компоненты скорости υy , что обуслов-

лено выбранной ориентацией плоскости поляризации

падающего излучения. Следует ожидать, что в случае,

например, эллиптически поляризованной волны много-

модовый эффект будет наблюдаться у обеих компонент

средней скорости.

Нетрудно получить среднюю скорость и для дру-

гих начальных спинорных структур. Ниже приведены

результаты только для компоненты υy . Так, в случае

χ0 = (1 i)T , отвечающем ориентации начального псевдо-

спина вдоль Ox , имеем

υy =
υF�2

�

(

�1

�
(1− cos 2�t) cos b0 + sin 2�t sin b0

)

.

(16)
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Зависимость 〈υ2〉 от амплитуды ВЧ электрического поля. a —

�1 = 0; b — �2 = 0; c — �1 = �2 .

Здесь b0 — осциллирующая функция b(t), фигурирую-
щая в (5), при ϕ0 = 0. Если χ0 = (1 i)T , что соответству-

ет начальной ориентации псевдоспина вдоль Oy , то

υy =
υF

�2
(�2

2 +�2
1 cos 2�t) cos b0 −

υF�1

�
sin 2�t sin b0.

(17)

Частота Раби

Здесь, так же как и в [32], положим px = 0, однако

вместо конической модели гамильтониана будем пользо-

ваться моделью (2). Приближение RWA позволяет найти

решения уравнения (1) при условии |2|�2| − ω| ≪ ω.

В рамках RWA пренебрегается слагаемыми, осцилли-

рующими с частотой 2|�2| + ω. В этом случае спектр

осцилляций скорости по-прежнему будет содержать три

частоты: �R, �R ± ω, где �R — так называемая частота

Раби, имеющая вид

�R =

√

(2|�2| − ω)2 +
υ2
Fp2

0

~2
. (18)

Как видно из (18), в отличие от [32] частота Раби (18)
определяется тремя параметрами структуры кристалла

υF, m и 1 вместо одного параметра υF. Кроме того, ани-

зотропность модели гамильтониана [13], учитывающей

2 дираковские точки, приводит к тому, что характер

зависимости частоты Раби от амплитуды переменного

поля будет определяться направлением поляризации

этого поля в плоскости 2D-кристалла. Убедимся в этом

явно. Для этого изменим направление поляризации поля

так, чтобы оно осциллировало вдоль оси Oy. Тогда

вместо (1) следует записать

i
∂ψ

∂t
= �1σ̂xψ + �̃2σ̂yψ

+ ω

(

p2
0

4m~ω
cos 2ωt +

py p0

m~ω
cosωt

)

σ̂yψ, (19)

где обозначено

�̃2 = �2 +
p2
0

4m
. (20)

Далее считаем, что �̃2 = 0, что может быть достигнуто,

если 1 > 0 и eE0 < 2ω
√

m1. Тогда после преобразова-

ния с оператором

Ŝ = ei�1tσ̂x (21)

запишем вместо (19)

∂χ

∂t
= −iω(a1 cosωt + a2 cos 2ωt)4̂y χ. (22)

Здесь 4̂y = Ŝσ̂y Ŝ+, a1 = ±q0p0/m~ω, a2 = p2
0/4m~ω,

q0 =
√

2m1− p2
0/2. Для решения уравнения (22) при-

меним метод RWA. Последний оправдан в двух случаях:

(а) |2|�1| − ω| ≪ ω или (б) 2||�1| − ω| ≪ ω. В первом

случае в (22) оставляем только те слагаемые, которые

осциллируют с частотой 2|�1| − ω. В итоге придем к

следующему соотношению:

(a1 cosωt + a2 cos 2ωt)4̂y ≈ a1

2
ei(2|�1|−ω)tσ̂x σ̂y .

Тогда вместо (22) получим

∂χ

∂t
= − iωa1

2
ei(2|�1|−ω)tσ̂x σ̂yχ. (23)

После некоторых преобразований запишем

∂2χ

∂t2
− i(2|�1| − ω)σ̂x

∂χ

∂t
+
ω2a2

1

4
χ = 0. (24)

Частные решения уравнения (24) имеют вид

χ±(t) = e−
i
2
(ω−2|�1|±�R)tσ̂xχ0, (25)

где частота Раби

�R =

√

(2|�1| − ω)2 +
21p2

0

m~2

(

1− p2
0

4m1

)

. (26)

В случае 2||�1| − ω| ≪ ω в уравнении (22) сле-

дует оставить слагаемые, осциллирующие с частотой

2|�1| − 2ω. В результате после аналогичных преобразо-

ваний получим для частоты Раби

�R =

√

4(|�1| − ω)2 +
p4
0

16m2~2
. (27)

Как видно из (18), (26) и (27), функциональная

зависимость частоты Раби от амплитуды ВЧ поля

(p0 = eE0/ω) оказывается различной для различных по-

ляризаций этого поля, что объясняется анизотропностью

спектра дираковского кристалла с гамильтонианом [13].

Оптика и спектроскопия, 2023, том 131, вып. 2



Многомодовая динамика электронов дираковского кристалла в поле монохроматического излучения 301

Заключение

Выше рассмотрена нелинейная динамика электрона в

2D-дираковском кристалле, помещенном в переменное

электрическое поле монохроматического излучения ча-

стоты ω. Используемый в расчетах модельный гамильто-

ниан [13] в отличие от [32] учитывал наличие 2-х неза-

висимых дираковских точек и характеризовался суще-

ственной анизотропностью. Учет явления ZB — осцил-

ляций свободного дираковского электрона — приводит к

модификации спектра нелинейных колебаний электрона

во внешнем силовом ВЧ поле. В приближении HDF,

когда частота внешнего поля значительно превышает

частоту ZB, этот спектр содержит комбинации nω ± 2�,

где n — целое число, 2� — частота ZB. Стоит сказать,

что многомодовая динамика дираковского электрона в

монохроматическом поле исследовалась ранее в [32],
где в рамках HDF сообщалось о трех частотах в

спектре электронных осцилляций: 2� и ω ± 2�. Однако

теория, построенная в [32], ограничивалась одномерным
движением электрона и линейным по амплитуде ВЧ

поля приближением. В настоящей работе в отличие

от [32] исследован случай произвольных направлений

квазиимульса и произвольных амплитуд ВЧ излучения.

В результате получена функциональная зависимость

интенсивности многомодового ZB от амплитуды ВЧ

поля a0 (рисунок). Кроме того, формула (14) позволяет

найти зависимость от a0 амплитуды произвольной n-й
гармоники многомодового ZB.

Спектр электронных осцилляций, полученный в рам-

ках RWA, когда частота внешнего поля сравнима с

частотой ZB, содержит, так же как и в [32], три частоты:

�R, �R ± ω, где �R — частота Раби. Однако в отличие

от [32] зависимость частоты �R от амплитуды ЭМ

излучения определяется направлением его поляризации

(формулы (18), (26) и (27)). Последнее связано с

анизотропностью использованного в расчетах гамильто-

ниана [13].
В заключение укажем на возможность появления

постоянной составляющей скорости у электрона 2D-

дираковского кристалла в поле монохроматического из-

лучения. Для этого необходимо, чтобы частота ZB была

кратна частоте переменного электрического поля. При-

чем, согласно формуле (7), величина
”
выпрямленной“

скорости определяется амплитудой этого поля.
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