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Аналитический расчёт плотности тока свободных электронов

на низших гармониках ионизирующего эллиптически

поляризованного лазерного импульса в присутствии постоянного
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Выведено аналитическое выражение для плотности тока свободных электронов, возбуждаемого в

процессе туннельной ионизации газа эллиптически поляризованным импульсом в присутствии постоянного

электрического поля. Аналитический расчёт спектральных компонент плотности тока на низших чётных и

нечётных гармониках лазерного импульса хорошо согласуется с результатами численного моделирования.
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В последнее время большой интерес привлекает ге-

нерация низших гармоник (ГНГ) (с энергией фотонов

порядка и ниже потенциала ионизации) оптического

излучения при взаимодействии лазерных импульсов с

различными средами [1]. Интерес к ГНГ связан, главным

образом, с возможностью генерации коротких импуль-

сов в ультрафиолетовом диапазоне [1–6]. Кроме этого,

интерес к ГНГ связан с задачами, в которых имеет

место совместное воздействие на вещество оптического

и более низкочастотного излучения. К ним относится

детектирование терагерцового (ТГц) или среднего ИК

излучения за счёт чётных гармоник пробного лазерного

импульса [7,8]. Поскольку амплитуда чётных гармоник

линейна по напряженности низкочастотного поля в

момент прихода лазерного импульса, зависимости их

интенсивностей от времени задержки пробного импуль-

са повторяют временной профиль квадрата низкочастот-

ного поля, а добавление внешнего постоянного поля

позволяет восстановить также направление поля [7–
9]. В настоящее время данный метод, использующий

генерацию второй гармоники пробного импульса за счёт

кубической нелинейности, используется для измерения

ТГц излучения, в частности, в импульсной ТГц спектро-

скопии [9–14].

Как было показано в нашей недавней работе [8],
использование чётных брюнелевских гармоник (низших

гармоник, возникающих в результате возбуждения тока

свободных электронов в процессе туннельной иони-

зации атомов и молекул) обеспечивает существенно

более высокую временную разрешающую способность

детектирования по сравнению с использованием ку-

бичной (керровской) нелинейности. Это обеспечивается

существенно более короткой длительностью импульсов

брюнелевских гармоник по сравнению с длительностью

лазерного импульса [5,6,8]. Было показано, что силь-

ный шумовой сигнал, возникающий при использовании

линейно поляризованных лазерных импульсов и свя-

занный с заселением возбуждённых состояний атомов

или молекул, который может превышать интенсивность

чётных брюнелевских гармоник, устраняется за счёт

использования эллиптически поляризованных лазерных

импульсов [8].
В данной работе представлен аналитический подход к

исследованию чётных и нечётных брюнелевских гармо-

ник, генерируемых при ионизации газа эллиптически по-

ляризованными импульсами в присутствии постоянного

поля. Результаты, даваемые этим подходом, сравнивают-

ся с результатами численных расчётов.

Мы предполагаем, что действующее на атомы или мо-

лекулы газа электрическое поле состоит из статического

поля ES и эллиптически поляризованного лазерного

импульса с частотой ω0 в оптическом или ИК диапазоне:

E(t) = ES + EL(t), ES = x̂ES, (1)

EL(t) = A(t)Re
[

eiω0t ê
]

, ê = x̂ + iεŷ, (2)

где ε — эллиптичность, A(t) = E0 f (t) ≥ 0 — медленная

колоколообразная огибающая с максимумом E0. При-

ближение электрического поля детектируемого низко-

частотного импульса статическим полем ES возможно
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при достаточно большом периоде детектируемого поля,

много большем характерной длительности генерируе-

мых гармоник лазерного импульса. В то же время дли-

тельность детектируемого импульса (порядка и менее

пикосекунды) гораздо меньше масштаба времени, на

котором возможен лавинообразный рост концентрации

ионов в результате столкновительной ионизации при

давлениях газа порядка одной атмосферы и меньше [15].
Это делает возможным рассматривать большие напря-

жённости поля ES вплоть до нескольких MV/cm и

выше (но в то же время недостаточные для туннельной

ионизации атомов полем ES). Интенсивность лазерного

поля EL(t) предполагается порядка и выше порогового

для ионизации газа значения, которое составляет по-

рядка 1014 − 1015 W/cm2 в зависимости от сорта газа

и длительности импульса и может быть достигнута как

при острой, так и при пологой фокусировке лазерного

импульса.

Плотность тока свободных электронов j(t) находится

из решения классических уравнений гидродинамики хо-

лодной плазмы с переменным числом частиц:

∂j

∂t
=

e2N
m

E,
∂N
∂t

= (Ng − N)w(E), (3)

с нулевыми начальными условиями при t → −∞ [16].
Здесь N — плотность свободных электронов, Ng —

начальная плотность газа, e и m — заряд и масса элек-

трона соответственно, w(E) — вероятность туннельной

ионизации в единицу времени в электрическом поле

E = |E|.
Для расчёта гармоник плотности тока разложим ве-

роятность ионизации в единицу времени в ряд Тейлора

по малой напряженности поля ES, предполагая, что

эллиптичность ε достаточно мала:

w(E) ≈ w(|ELx |) + ESw
′(|ELx |)sign[ELx ], (4)

где ELx = A cosω0t — проекция напряженности лазер-

ного поля на ось x , штрих означает производную

по аргументу, и предполагается, что ES ≪ 2A/n1(A),
где n1(A) = w ′′(A)A/w ′(A). В силу периодичности

лазерного поля w(E) представляется в виде бес-

конечной суммы квазигармонических составляющих

на частотах, кратных частоте лазерного импульса,

w(E) ≈ Re
∑∞

k=0 wk(t)eikω0t . Медленные амплитуды гар-

моник могут быть определены через w(E) как

wk(t) =
1

T

∫ t+T/2

t−T/2
w[E(t′)]e−ikω0t′dt′, (5)

где T = 2π/ω0 — период поля. Для аналитической

оценки wk(t) будем исходить из того, что w есть

резкая функция своего аргумента, и вблизи моментов

максимумов/минимумов поля t = kT/2, где k – целое,

аппроксимируется:

w(|ELx |) ≈ w(A)en0(A)[(−1)k cos(ω0t)−1], (6)

w ′(|ELx |) ≈ w ′(A)en1(A)[(−1)k cos(ω0t)−1], (7)

где n0(A) = w ′(A)A/w(A). Используя эти выражения,

получаем

wk ≈ 2ESw
′(A)e−n1 Ik(n1), нечётное k, (8)

wk ≈ 2w(A)e−n0 Ik(n0), чётное k. (9)

Здесь Ik(ξ) — модифицированная функция Бесселя пер-

вого рода, и значения n0,1 берутся при аргументе A.
В силу резкой зависимости вероятности ионизации от

напряженности поля n0,1 ≫ 1, в результате чего можно

воспользоваться асимптотикой модифицированной функ-

ции Бесселя Ik(ξ) ≈ eξ−k2/2ξ/
√
2πξ при ξ ≫ 1. Таким об-

разом, помимо чётных гармоник, возникающих даже при

ES = 0, в присутствии постоянного поля вероятность

ионизации содержит также нечётные гармоники, линей-

ные по ES. Концентрация свободных электронов N(t)
также представляется в виде квазигармонического ряда,

N(t) ≈ Re
∑∞

k=0 Nk(t)eikω0t , где комплексные амплитуды

гармоник с номерами k ≥ 1 равны

Nk≥1 ≈ −i(Ng − N0)
wk

kω0

. (10)

Усреднённая по периоду поля концентрация свободных

электронов N0(t) подчиняется уравнению

∂N0

∂t
= (Ng − N0)w0(t). (11)

При записи (10), (11) предполагается, что период

поля T много меньше длительности ионизации τi

(характерного времени роста N0), определяемой как

τi = [−N′
0(t0)/N′′′

0 (t0)]
1/2

, где t0 — момент времени,

при котором ∂N0/∂t достигает максимального значения.

В случае, когда финальная степень ионизации мала,

|t0| ≪ τ и τi ≈ τ /
√

n0(E0), где τ = [− f (0)/ f ′′(0)]1/2 —

длительность импульса [5,17–19]. Таким образом, дли-

тельность ионизации, определяющая длительность брю-

нелевских гармоник, много меньше длительности лазер-

ного импульса. При больших интенсивностях лазерного

импульса, когда степень ионизации большая, |t0| увели-
чивается, а длительность ионизации (в случае гауссовой

огибающей лазерного импульса) уменьшается [19–21].
Смешение электрического поля с квазигармонически-

ми составляющими концентрации приводит к возникно-

вению квазигармонических составляющих в производ-

ной плотности тока:

∂j

∂t
≈ Re

∞
∑

k=0

Fkeikω0t, (12)

Fk≥2(t) = (e2/m)[(Nk−1ê + Nk+1ê
∗)A/2 + NkES]. (13)

Для чётных k отношение второго слагаемого (NkES)
в формуле (13) к первому порядка 1/n0(A) ≪ 1, т.е.

пренебрежимо мало. Для нечётных k второе слагаемое
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в формуле (13) квадратично по ES, и им также можно

пренебречь. В результате получаем

Fk≥2(t) = (e2A/m)(C+x̂ + iεC−ŷ), (14)

C± = Nk−1 ± Nk+1 = −i
αkD±

ω0

∂N0

∂t
, (15)

D± =
e−(k−1)2/2n0

k − 1
± e−(k+1)2/2−n0

k + 1
, (16)

αk =

{

1, нечётное k,

n0(A)ES/A, чётное k .
(17)

При записи последнего выражения принималось

n1 ≈ n0 [5]. При k ≪ 2n0,

D+ ≈ 2ke−k2/2n0

k2 − 1
, D− ≈ 2(k2/n0 + 1)e−k2/2n0

k2 − 1
.

Из полученных аналитических выражений видно, что

генерируемые низшие гармоники обладают эллиптич-

ной поляризацией с запаздыванием по фазе на π/2

относительно лазерного поля и с эллиптичностью

εk≥2 ≈ εD−/D+. Заметим, что последнее выражение

справедливо при любых (в том числе при сравнимых

с единицей) степенях ионизации газа. Таким обра-

зом, эллиптичность брюнелевских гармоник (а) мень-

ше эллиптичности лазерных импульсов и (б) моно-

тонно уменьшается с увеличением номера гармоники

до k ≈
√

n0(E0) и далее возрастает, асимптотически

стремясь к εk/n0(E0). Амплитуды чётных/нечётных гар-

моник ∂j/∂t при достаточно малых k спадают обрат-

но пропорционально номеру гармоники. При фикси-

рованной пиковой интенсивности лазерного импульса

I = (c/8π)(1 + ε2)E2
0 (где c — скорость света в вакууме)

амплитуды гармоник максимальны при нулевой эллип-

тичности и уменьшаются при увеличении ε пропор-

ционально фактору w(E0) ≈ w(Emax)(1 − n0(Emax)ε
2/2),

где Emax = (8πI/c)1/2 . Данный фактор определяет макси-

мальную величину скорости роста концентрации ∂N0/∂t
в формуле (14) для комплексных амплитуд брюнелев-

ских гармоник. Таким образом, характерный масштаб

спадания амплитуд гармоник при увеличении эллиптич-

ности есть ε ∼ 1/
√

n0(Emax).
Для того, чтобы удостовериться в точности получен-

ных аналитических формул, мы проводим их сопостав-

ление с результатами численных расчётов, основанных

на решении уравнений (3) для атома гелия. Мы задаём

вероятность ионизации атома гелия в единицу времени

как

w(E) = αωa (Ea/E)
δ
exp (−β1Ea/E − β2E/Ea) , (18)

где ωa = 4.13 · 1016 s−1 и Ea = 5.14 · 109 V/cm - атом-

ные единицы частоты и поля соответственно, α = 9.2,

β1 = 1.6, β2 = 3.2, и δ = 0.49 [8,22]. Во всех расчётах

ES = 500 kV/cm, длина волны λ = 2πc/ω0 = 800 nm,

огибающая f (t) = e−t2/2τ 2

с полной длительностью по
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Рис. 1. Квадрат спектра x - и y -компонент ∂ j/∂t, нормиро-

ванный на N2
g (в атомных единицах) при ионизации гелия

лазерным импульсом длительностью 50 fs с длиной волны

800 nm, пиковой интенсивностью 1015 W/cm2 и эллиптич-

ностью ε = 0.4 в присутствии статического электрического

поля ES = 500 kV/cm. Толстые сплошные линии — числен-

ное решение уравнений (3), тонкие сплошная и штриховая

линии — аналитическая формула (19) для x - и y -компонент
соответственно.
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Рис. 2. Спектральная интенсивность k = 2 — 5 гармоник

∂ j/∂t, нормированная на N2
g (в атомных единицах) от эллип-

тичности ε лазерного импульса. Сплошные линии — числен-

ный расчёт, штриховые линии - аналитическая формула (19).
Пунктирной линией показан найденный численно квадрат

финальной степени ионизации газа.

уровню интенсивности 1/2 равной τp = τ /2
√
ln 2 = 50 fs

и с пиковой интенсивностью I = 1015 W/cm2.

На рис. 1 показан найденный численно квадрат фурье-

спектра x - и y -компонент производной плотности тока,

Sx ,y(ω) = |
∫

(∂ jx ,y/∂t)e−iωt dt|2 для эллиптичности ла-

зерного импульса ε = 0.4. Полученный результат срав-

нивается с аналитическим результатом для случая малой

степени ионизации:

Sx ,y (ω > 0) =
j2oscw

2(E0)τ
2

n2
0

∞
∑

k=2

α2
k Gx ,y e−

(ω−kω0)2τ 2

n0 , (19)

где josc = e2NgE0/mω0, Gx = D2
+, Gy = D2

−; D± задают-

ся с использованием (16). Как видно из рис. 1, при
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данных параметрах аналитическая формула с высокой

точностью согласуется с результатами прямого числен-

ного расчёта.

На рис. 2 показаны зависимости полных интенсивно-

стей гармоник Sx(ω) + Sy(ω) от эллиптичности лазер-

ного импульса ε. Интенсивности гармоник максималь-

ны при нулевой эллиптичности и снижаются при её

увеличении приблизительно по такому же закону, как

и квадрат финальной степени ионизации N(∞)/Ng (от-
меченный на рисунке пунктирной линией). Найденные
численно интенсивности гармоник резко обращаются в

ноль при приближении эллиптичности к единице, за

исключением интенсивности второй гармоники, которая

при ε = 1 примерно на два порядка меньше, чем при

ε = 0 (приблизительно такое же отношение наблюдается

и для квадрата финальной степени ионизации). Значения
интенсивностей гармоник, найденные аналитически с

использованием формулы (19), с высокой точностью

согласуются с численным расчётом для очень широко-

го диапазона эллиптичностей. При этом существенные

отклонения наблюдаются только при приближении ε к

единице. Например, в случае третьей гармоники анали-

тический и численный расчёты практически точно сов-

падают при эллиптичности ε < 0.9. Такое же хорошее

согласие достигается для второй и пятой гармоник при

ε < 0.6 и для четвёртой гармоники при ε < 0.8. Таким

образом, разработанная аналитическая модель обладает

высокой точностью и может быть использована как для

оценки вклада тока свободных электронов в механизмы

ГНГ и определения оптимальных режимов ГНГ, так и

для разработки и оптимизации методов детектирования

ТГц или среднего ИК излучения.
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