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Введение

В последнее время значительно возрос интерес к

системам получения и формирования фантомных изоб-

ражений [1–36]. Это связано с целым рядом их пре-

имуществ по сравнению с обычными изображениями,

особенно при работе с биологическими объектами, когда

важен щадящий режим облучения изучаемых живых

существ. Интересны также варианты исследования труд-

нодоступных областей, например закрытых полостей, с

помощью волоконной оптики, если удается запустить

туда волоконный жгут [11–30].

В недавней работе [10] показано, что при формирова-

нии квантовых фантомных изображений существенные

преимущества может дать использование встречного

четырехфотонного смешения по сравнению с традици-

онно используемым трехфотонным процессом [1]. Это
связано с тем, что за счет возможной изотропности

нелинейной среды снимаются дифракционные ограниче-

ния, обусловленные условием фазового синхронизма и

соответствующим лимитом угловой апертуры световых

пучков. А малая апертура деструктивно влияет на каче-

ство изображений за счет их дифракционного размытия.

В упомянутой работе [10] продемонстрировано по-

стоянство инкремента усиления для широкого углового

спектра световых пучков, участвующих в формировании

фантомных изображений в ходе встречного четырехфо-

тонного процесса, но лишь в приближении плоской на-

качки. При этом возникает закономерный вопрос: а что

будет в реальном случае гауссовой лазерной накачки?

Поэтому мы попытались решить эту задачу. Результаты

изложены далее.

1. Схема установки

На рис. 1 нелинейная среда с кубичной нелинейно-

стью сверху и снизу облучается встречными пучками

лазерной накачки p и q. Генерируемые при этом сиг-

нальный и холостой пучки s и i также имеют строго

противоположные направления и освещают объект O

и матрицу фотодтекторов CCD. Работа в параллельных

пучках лучей позволяет избежать целого ряда аберра-

ций за счет симметричности оптической системы при

единичном, точнее минус единичном, увеличении [8]. Но
при этом надо установить два идентичных объектива L,

фокусирующих генерируемое излучение. На рис. 1 они

символически показаны в виде выпуклых сферических

боковых поверхностей нелинейной среды.

Сигнальный пучок освещает CCD, а холостой —

интегрирующий однопиксельный детектор BD, который

фиксирует все фотоны, пронизывающие объект, неза-

висимо от их локализации, разумеется, с учетом его

квантовой эффективности и прозрачности объекта O.

Схема совпадений C выделяет лишь одновременное

детектирование в режиме счета фотонов. Эти сигналы

с учетом пространственного положения сработавшего

детектора матрицы CCD поступают на компьютер, фор-

мирующий изображение объекта, и таким образом реа-

лизуется стандартный алгоритм построения фантомных

изображений [31].
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Рис. 1. Схема формирования фантомных изображений: p и

q — встречные пучки лазерной накачки в нелинейной среде

с кубичной нелинейностью (в центре), s и i — сигнальный

и холостой пучки, O — частично прозрачный исследуемый

объект, BD — интегрирующий детектор, не обладающий

пространственным разрешением, CCD — матрица фотодетек-

торов, работающая в режиме счета фотонов, как и BD, С —

схема совпадений, соединенная с компьютером, который и

воспроизводит изображение объекта О.

2. Основные соотношения

Для получения квантовых уравнений, описывающих

встречный четырехфотонный процесс, воспользуемся

оператором импульса поля по аналогии с тем, как это

сделано в работе [37] для трехфотонного параметриче-

ского взаимодействия. В нашем случае он равен

Ĝ =

∫ (

−i~χ(3)Ap(r)Aq(r)Â
†
s (r)Â

†
i (r) + H.c.

+
~

2k

∑

j=i,s

∂Â†
j (r)

∂r⊥

∂Â j(r)

∂r⊥

)

dr⊥,

где H.c. = i~χ(3)A∗
p(r)A

∗
q (r)Âi(r)Âs(r) — эрмитово сопря-

жение. Полевые операторы

Â j(r⊥, z ) =

∞
∫

−∞

â j(k j , z ) exp[irk⊥]d2
k⊥,

Â†
j (r⊥, z ) =

∞
∫

−∞

â†
j(k⊥, z ) exp[−irk⊥]d2

k⊥,

где â j и â†
j — соответственно операторы уничтожения

и рождения фотонов в представлении Гейзенберга, инте-

грирование ведется в поперечной плоскости r⊥ = {x , y},
z — продольная координата, k j — волновое число,

рассматриваем вырожденный случай ks = k i = k , χ(3) —

коэффициент, пропорциональный кубичной нелинейно-

сти. Последнее слагаемое оператора импульса описы-

вает дифракцию. Использовано приближение заданной

классической накачки — встречные ее пучки помечены

индексами p, q, а Ap(r), Aq(r) — классические комплекс-

ные амплитуды. Индексы s, i соответствуют сигнальной

и холостой волне, k⊥ = (kx , ky ) — поперечная составля-

ющая волнового вектора.

Запишем производные по направлению r⊥ = r(x , y),
используя определение

∂Â j(r⊥)

∂r⊥
= (∇⊥Â jer⊥),

∂Â†
j (r⊥)

∂r⊥
= (∇⊥Â†

j er⊥).

Тогда

Ĝ =

∫ (

− i~χ(3)Ap(r)Aq(r)Â
†
s (r)Â

†
i (r) + H.c.

+
~

2k

∑

j=i,s

(∇⊥Â†
j er⊥)(∇⊥Â jer⊥)

)

dxdy.

С учетом уравнения эволюции:

i~
∂Âs ,i(r)

∂z
= [Ĝ, Âs ,i(r)]

и коммутационных соотношений:

[Â†
j (r), Âl(r

′)] = −δ jlδ(r− r
′), [Â j(r), Âl(r

′)] = 0

получим

{

∂Âs (r)
∂z + i

2k 1⊥Âs = χ(3)Ap(r)Âq(r)Â†
i (r),

∂Â†

i (r)

∂z − i
2k 1⊥Âi = −χ(3)Ap(r)Âq(r)Âs (r).

(1)

Здесь использованы промежуточные преобразования:

i~
∂Âs

∂z
=

∫ (

−i~χ(3)[ApAqÂ†
s Â†

i , Âs ] + [H.c., Âs ]

+
~

2k

∑

j=i,s

[(∇⊥Â†
s er′⊥

)(∇⊥Âser′
⊥
), Âs ]

)

dr′⊥

= i~χ(3)ApAqÂ†
i +

~

2k
1⊥Âi .

Система уравнений (1) использовалась и в работе [10],
но была дана там без вывода по аналогии с системой

классических уравнений для комплексных амплитуд [38].
Учитывая малую толщину нелинейной среды по срав-

нению с оптическим путем сигнального и холостого пуч-

ков, можно пренебречь дифракционным членом i
2k 1⊥Âi ,

т. е.
{

∂Âs
∂z = χ(3)ApAqÂ†

i ,
∂Âi
∂z = χ(3)ApAqÂ†

s .
(2)

Накачка обычно имеет гауссов профиль. Опять в силу

малого размера нелинейной среды ее можно считать

цилиндрической:

Ap,q(r) = Ap,q(x , y, z ) = A exp

[

−
(

y2

2σ 2
y

+
z 2

2σ 2
z

)]

,

где σ — определяет ширину пучка.
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2.1. Матрицы операторов Â† и Â

Зададим вакуумное состояние как совокупность всех

возможных плоских мод: |0〉 =
∏

k⊥
|0〉k⊥ . Тогда для

полевых операторов

Â†(r⊥, z )|0〉 =

∞
∫

−∞

â†(k⊥, z )

× exp[−ir⊥k⊥]d2
k⊥

∏

k⊥

|0〉k⊥ = |1〉,

где берется тензорное произведение по k⊥, а под |1〉
понимаем весь последний интеграл. Также можно до-

определить:

Â†(r⊥, z )|0〉 =
√
1|1〉, Â(r⊥, z )|1〉 =

√
1|0〉,

значит, по аналогии с [39] построить матрицы операто-

ров Â†, Â и векторов состояний |0〉, |1〉:

Â =

(

0
√
1

0 0

)

, Â†

(

0 0√
1 0

)

, |0〉 =

(

1

0

)

, |1〉 =

(

0

1

)

.

Или для матричных элементов:

(Â) jk =

{√
1, k − j = 1

0, k − j 6= 1
,

(Â†) jk =

{√
1, j − k = 1

0, j − k 6= 1
, j, k = 1, 2,

|n〉 j =

{

1, j = n + 1

0, j 6= 0 + 1
, j = 1, 2.

2.2. Общее гильбертово пространство

Векторы состояния пучков s и i обозначим |n〉s ,

|m〉i . Общее гильбертово пространство H определяется

тензорным произведением H = Hs ⊗ Hi .

Рассмотрим |nm〉 = |n〉s ⊗ |m〉i и запишем низшие со-

стояния:

|00〉 =









1

0

0

0









, |01〉 =









0

1

0

0









, |10〉 =









0

0

1

0









, |11〉 =









0

0

0

1









,

(3)
для матричных элементов

|nm〉 j =

{

1, j = 2n + m + 1

0, j 6= 2n + m + 1
, j = 1, 4.

В общем гильбертовом пространстве:

Âs = (Âs ⊗ Î i) =









0 0
√
1 0

0 0 0
√
1

0 0 0 0

0 0 0 0









,

Â†
i = (Îs ⊗ Âi)

† =









0 0 0 0√
1 0 0 0

0 0 0 0

0 0
√
1 0









, (4)

или для матричных элементов:

(Âs )
jk =

{√
1, k − j = 2

0, k − j 6= 2
, j, k = 1, 4,

(Â†
s )

jk =

{√
1, j − k = 2

0, j − k 6= 2
, j, k =

√

1, 4,

(Âi)
jk =

{√
1, k − j = 1 и k mod 2 = 0

0, k − j 6= 1 или k mod2 6= 0
, j, k = 1, 4,

(Â†
i )

jk =

{√
1, j − k = 1 и j mod 2 = 0

0, j − k 6= 1 или j mod 2 6= 0
, j, k = 1, 4.

2.3. Усреднение по начальному вакуумному
состоянию

Корреляционная функция амплитуд сигнального и

холостого пучков имеет вид

〈Es (r⊥)Ei(r
′
⊥)〉 = N2〈00|Â(out)

s (r⊥)Â(out)
i (r′⊥)|00〉, (5)

где N — постоянный коэффициент, причем

Â(out)
s (r⊥) · Â(out)

i (r′⊥) — обычное произведение

операторов. Такая же корреляционная функция

использовалась в [9] для оценки качества фантомных

изображений в случае трехфотонного процесса.

Из (3) и (5) получается, что для решения задачи нуж-

но найти только один матричный элемент ( j, k) = (1, 1):

〈

Â(out)
s (r⊥)Â(out)

i (r′⊥)〉 =
(

Â(out)
s (r⊥)Â(out)

i (r′⊥)
)11

=

4
∑

k=1

(A(out)
s )1k(A(out)

i )k1 =

4
∑

k=1

(A(out)
s )1k(A†(out)

i )1k . (6)

Запишем систему уравнений (2) для матричных эле-

ментов:
{

∂A jk
s

∂z = χ(3)Ap(r)Aq(r)(A
†
i )

jk ,
∂(A†

i ) jk

∂z = −χ(3)Ap(r)Aq(r)A
jk
s , j, k = 1, 4.

Начальными условиями являются матричные элементы

операторов (4).
Из (6) следует, что необходимо найти решения для

первых строк матриц, а из (4) видно, что надо решить

лишь две системы дифференциальных уравнений, так

как системы уравнений для других матричных элемен-

тов имеют тривиальные решения:






















∂A13
s

∂z = χ(3)Ap(r)Aq(r)(A
†
i )

13,
∂(A†

i )13

∂z = −χ(3)Ap(r)Aq(r)A13
s ,

A13
s |z=−lz = 1,

(A†
i )

13|z=lz = 0,
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∂A21
s

∂z = χ(3)Ap(r)Aq(r)(A
†
i )

21,
∂(A†

i )21

∂z = −χ(3)Ap(r)Aq(r)A21
s ,

A21
s |z=−lz = 0,

(A†
i )

21|z=lz = 1.

(7)

Тогда выражение (6) преобразуется к виду

〈Â(out)
s (r⊥)Â(out)

i (r′⊥)〉 = A13
s |z=lz (A

†
i )

13|z=−lz

+ A21
s |z=lz (A

†
i )

21|z=−lz . (8)

Корреляционная функция амплитуд сигнального и

холостого пучков, определяющая фантомное изображе-

ние, в рассматриваемом нами случае пренебрежения

дифракцией в нелинейной среде равна

G(r⊥, r
′
⊥) = N4

∣

∣

∣

∫

h1(r
′
⊥, r

′′
⊥)h2(r⊥, r

′′
⊥)

× 〈Â(out)
s (r′′⊥)Â(out)

i (r′′′⊥ )〉δ(r′′⊥ − r
′′′
⊥)dr′′⊥dr′′′⊥

∣

∣

∣

2

.

Пропагаторы каналов в отличие от [9] запишем в при-

ближении Кирхгофа, поскольку мы предполагаем рабо-

тать со сравнительно большими числовыми апертурами,

когда приближение Френеля может стать неадекватным:

h1(r
′
⊥, r

′′
⊥) =

k
2πi

T (r′)
exp[ik

√

‖r′⊥ − r′′⊥‖2 + f 2]
√

‖r′⊥ − r′′⊥‖2 + f 2

× exp

[

− ik‖r′′⊥‖2
2 f

]

,

h2(r⊥, r
′′
⊥) =

k
2πi

exp[ik
√

‖r⊥ − r′′⊥‖2 + f 2]
√

‖r⊥ − r′′⊥‖2 + f 2

× exp

[

− ik‖r′′⊥‖2
2 f

]

.

Здесь T (r′) — функция амплитудного пропускания объ-

екта, f — фокусное расстояние объективов L.

3. Результаты расчета

Для анализа фантомного изображения в качестве

объекта мы взяли стандартную миру. Она представляет

собой контрастные черно-белые штрихи разной частоты

и направления. По тому, какие квадратики штрихов раз-

личимы в изображении, определяется качество послед-

него. Единица измерения — число различимых штрихов

на mm. Разные направления штрихов важны для оценки

возможного астигматизма исследуемой оптической си-

стемы.

В нашем случае, как следует из рис. 2, он появляется

из-за неодинаковых числовых апертур в меридиональной

и сагиттальной плоскостях, поскольку ориентация на-

качки такова, что числовая апертура в одной плоскости

определяется размером нелинейной среды, а в другой —

Рис. 2. Фантомное изображение стандартной миры

при следующих значениях параметров: σy = σz = 2mm,

χ(3)ApAq = 0.3mm−1, lx = ly = lz = 3mm, f = 1m. Расстояния

между щелями от 0.02 до 0.08mm с шагом 0.004mm. Длина

волны 0.702 µm. Размер миры 6× 6mm.

поперечным сечением накачки. Виньетирования на кра-

ях поля мы не учитывали. Принципиального значения

это не имеет, поскольку нашей целью было проверить

работоспособность нашего алгоритма, хотя снижение

числовой апертуры наклонных пучков учесть несложно.

По этому эталонному изображению легко определить

пространственную разрешающую способность системы

и соответственно оценить ее качество. В нашем случае

это примерно 23mm−1 в меридиональной плоскости и

19mm−1 в сагиттальной. Поскольку апертура в мериди-

ональной и сагиттальной плоскостях имеет разную фор-

му — прямоугольную и гауссову, отношение этих цифр

не соответствует отношению их линейных размеров.

4. Эквивалентная схема для оценки
качества изображения

Рассмотрим оптическую схему на рис. 3. Она пред-

ставляет собой аналог сечения рис. 1 сагиттальной

плоскостью. Ситуация такова, как будто изображение

объекта просто строится линзовой системой и обыкно-

венной линейной прозрачной средой вместо нелинейной

на поверхности матрицы фотодетекторов. Ограниченные

размеры накачки учтем введением диафрагмы D c гаус-

совым профилем амплитудного пропускания D. Причем

эта диафрагма растянута по ширине прозрачной среды,

так как цилиндрическая накачка полностью пронизывает

ее в поперечном направлении.
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D

L
CCD
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Рис. 3. Эквивалентная линейная оптическая система.

Рис. 4. Изображение миры эквивалентной линейной оптиче-

ской системой.

Пусть объект освещается некогерентным светом.

Необходимо найти отклик оптической системы вида

G(r, r′) ∝
∣

∣

∣

∫

h1(r
′
⊥, r

′′
⊥)h2(r⊥, r

′′
⊥)D(r′′)dr′′⊥

∣

∣

∣

2

,

где пропагаторы

h1(r
′
⊥, r

′′) =
k

2πi
T (r′)

exp[ik‖r′ − r
′′‖]

‖r′ − r′′‖ exp

[

− ik‖r′′⊥‖2
2 f

]

,

h2(r⊥, r
′′) =

k
2πi

exp[ik‖r′ − r
′′‖]

‖r′ − r′′‖ exp

[

− ik‖r′′⊥‖2
2 f

]

.

Результаты расчета для эквивалентной классической

схемы при тех же параметрах аналогичны результатам

для четырехфотонной системы и представлены на рис. 4.

Видно, что для вертикальных щелей разрешение мень-

ше, чем для горизонтальных как и в оригинальной схеме

по той же причине. Виньетирования для наклонных

пучков мы также не учитывали.

В эквивалентной схеме расчеты значительно про-

ще, а результат практически тот же. Это несколько

неожиданный результат. Он доказывает эквивалентность

фантомной нелинейной и обыкновенной линейной оп-

тических систем формирования изображений в смысле

их качества и может быть использован в практических

расчетах.

5. Схема с нелинейным волоконным
жгутом

Рассмотрим еще один интересный вариант формиро-

вания фантомных изображений с помощью встречного

четырехфотонного смешения в нелинейном волоконном

жгуте (рис. 5). В его середине частично снята оплетка

и он облучается поперечным пучком накачки. Волокна

могут быть, например, из плавленого кварца. Поскольку

эффективность нелинейного преобразования небольшая,

практически все волокна будут одинаково освещены.

Требуемая для формирования фантомных изображений

пространственная корреляция сигнального и холостого

пучков достигается тем, что в обе стороны жгута

пойдет всегда одинаковое количество фотонов в силу

одновременности рождения сигнального и холостого.

Правый торец жгута вплотную соединен с матрицей

фотодетекторов, а изображение левого проекционным

объективом L формируется на исследуемом объекте О,

прошедшие через который фотоны регистрируются ин-

тегрирующим детектором BD. Таким образом, конструк-

тивно реализуется алгоритм формирования фантомных

изображений, основанный на пространственной корре-

ляции поперечных координат фотонов двух осветителей

объекта О и BD.

Каковы преимущества этой схемы? Качество фор-

мируемых ею изображений принципиально ограничено

только размером пикселя, т. е. диаметром волокна и

соответствующим размером фотодетекторов в матри-

це CCD. Качество оптической системы, конечно, тоже

важно, но проекционные системы такого класса, рабо-

тающие с единичным увеличением, технически могут

O

BD

L

CCD

C

Ap

Aq As

Ai

Рис. 5. Схема формирования фантомных изображений с

помощью волоконного жгута.
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быть идеальными. Оба торца световода всегда дают

идентичное освещение как объекта, так и матрицы

фотодетекторов CCD. Отсутствуют и дифракционные

искажения, ибо нет принципиальных ограничений апер-

туры объектива L. Все это делает предложенную схему

весьма привлекательной.

Кроме того, волоконный жгут можно пропустить в

трудно доступные для прямого наблюдения полости, на-

пример, внутренние органы человека. А интегрирующий

детектор может находиться снаружи, так как мягкие тка-

ни частично прозрачны для красного излучения гелий-

неонового лазера. Преимущества фантомных изображе-

ний, заключающиеся в щадящем режиме наблюдения,

при этом осуществляются в полной мере.

6. Заключение

Основным результатом нашей работы является теоре-

тическое исследование формирования фантомных изоб-

ражений в наиболее приближенных к реальности усло-

виях гауссовой ограниченной лазерной накачки. Резуль-

таты доведены до получения компьютерных изображе-

ний объектов, по которым можно оценить качество

и пространственное разрешение, являющееся, пожалуй,

основным критерием применимости оптических систем

вообще. Тем не менее совершенно очевидно, что пред-

ложенный нами алгоритм весьма сложен. Поэтому для

первичного оценочного анализа мы рассмотрели более

простую линейную систему, для которой при тех же

исходных данных получили аналогичные компьютерные

изображения, тем самым доказав ее эквивалентность в

смысле качества передачи информации.

Кроме того, нам представляется, что определенные

перспективы имеет использование встречного четырех-

фотонного смешения в оптоволоконном варианте. Здесь

преимущества фантомных изображений могут реализо-

ваться в полном объеме, гарантируя как щадящий режим

наблюдения исследуемых объектов, так и потенциаль-

ную возможность проникновения в трудно доступные

для прямого наблюдения полости.
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