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Рассмотрено распространение поперечно-магнитных (ТМ) и поперечно-электрических (ТЕ) электромаг-

нитных волн в регулярном идеальном волноводе произвольного поперечного сечения. Предположено, что

диэлектрическая и магнитная проницаемости магнитодиэлектрического заполнения волновода являются

функциями, зависящими от координаты и от времени. Из системы уравнений Максвелла получены

аналитические выражения для поперечных составляющих магнитного и электрического векторов ТМ- и ТЕ-

полей в волноводе. Они выражаются через продольные составляющие электрического и магнитного векторов,

с помощью которых описываются поперечно-магнитное и поперечно-электрическое поля в волноводе. Для

указанных выше продольных составляющих электрического и магнитного векторов приведены волновые

уравнения, которые также получаются из системы уравнений Максвелла.
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Введение

Изучение особенностей распространения электромаг-

нитных волн в неограниченных и ограниченных средах

(в частности, в волноводах произвольного поперечного

сечения), диэлектрическая и магнитная проницаемости

которых зависят от координаты и от времени (особенно

когда эта зависимость имеет периодический характер),

является одной из основных задач электромагнитной

теории. Такие исследования в волноводах имеют важ-

ное значение и для развития теории электродинамики

модулированных сред, и для возможностей практиче-

ского применения вышеуказанных волноводов в СВЧ

электронике [1–7]. В настоящей работе показано, что

продольные компоненты электрического и магнитного

векторов (Ez (x , y, z , t), Hz (x , y, z , t)), которые удовле-

творяют соответствующим волновым уравнениям, могут

определить ТМ- и ТЕ-поля в волноводе с модулиро-

ванным заполнением. Из системы уравнений Максвелла

получены аналитические выражения для поперечных

составляющих электрического и магнитного векторов,

выраженные через продольные составляющие для ТМ-

и ТЕ-полей в волноводе с модулированным магнитоди-

электрическим заполнением. С помощью этих аналити-

ческих выражений по теореме Пойнтинга можно вычис-

лить энергии переходного излучения заряженной части-

цы при ее равномерном движении в волноводе (вдоль

оси или перпендикулярно оси), магнитодиэлектрическое

заполнение которого модулировано в пространстве и во

времени, в частности, по периодическому закону.

Постановка задачи и ее решение

Пусть вдоль оси идеального регулярного волновода

произвольного поперечного сечения распространяется

электромагнитная волна с частотой ω0. Предполагается,

что волна распространяется в положительном направ-

лении оси OZ некоторой декартовой системы координат

(ось OZ совпадает с осью волновода), а диэлектрическая
и магнитная проницаемости заполнения волновода вол-

ной накачки модулированы в пространстве и во времени

(ε(z , t), µ(z , t)), например, по гармоническому закону

при условии малых глубин модуляции (на практике

они порядка 10−4, см., например, формулы (1) и (2)
работы [7]). Отметим, что поперечно-магнитное поле

в волноводе (Hz = 0, Ez 6= 0) в рассматриваемой за-

даче полностью описывается с помощью продольной

составляющей электрического вектора Ez (x , y, z , t) [2].
Из системы уравнений Максвелла

I. rotH =
∂D

∂t
, II. rotE = −

∂B

∂t
, (1)

III. divD = 0, IV. divB = 0, (2)

D = ε0ε(z , t)E, B = µ0µ(z , t)H,

где ε0 = (36π · 109)−1 F/m — электрическая посто-

янная, µ0 = 4π · 10−7 H/m — магнитная постоянная,
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для продольной составляющей электрического вектора

(Ez (x , y, z , t)) можно получить волновое уравнение вида

∂2Ez

∂x2
+
∂2Ez

∂y2
+

∂

∂z

(

1

ε

∂(εEz )

∂z

)

−

− ε0µ0
∂

∂t

(

µ
∂(εEz )

∂t

)

= 0. (3)

В частном случае периодической зависимости ε и µ

от z и от t и в предположении малых глубин модуляции

уравнение (3) можно решить методом, разработанным

автором в [2], и найти аналитическое выражение для

Ez (x , y, z , t).
Система уравнений Максвелла позволяет выразить

поперечные составляющие электрического и магнитного

векторов ТМ-поля через Ez (x , y, z , t). На самом деле из

второго уравнения Максвелла следует, что

(rotE)z = −µ0
∂(µHz )

∂t
. (4)

И так как для ТМ-поля Hz = 0, то (rotE)z = 0 или

∂Ey

∂x
−
∂Ex

∂y
= 0. (5)

Заметим, что из третьего уравнения Максвелла имеем

divD = div(ε0εE) = ε0
∂(εEx )

∂x

+ ε0
∂(εEy )

∂y
+ ε0

∂(εEz )

∂z
= 0

или
∂Ex

∂x
+
∂Ey

∂y
= −

1

ε

∂(εEz )

∂z
. (6)

Продифференцировав (5) по y и (6) по x , получим

следующую систему уравнений:















∂2Ey

∂x∂y
−
∂2Ex

∂y2
= 0,

∂2Ex

∂x2
+
∂2Ey

∂y∂x
= −

1

ε

∂

∂x

(

∂(εEz )

∂z

)

.

(7)

Из системы (7) с учетом того, что

∂2Ey

∂y∂x
=

∂2Ey

∂x∂y
,

(смешанные частные производные второго порядка рав-

ны, так как они являются непрерывными функциями

по x и по y), следует

∂2Ex

∂x2
+
∂2Ex

∂y2
= −

1

ε

∂

∂x

(

∂(εEz )

∂z

)

. (8)

Отметим, что аналогично из (5) и (6) имеем

∂2Ey

∂x2
+
∂2Ey

∂y2
= −

1

ε

∂

∂y

(

∂(εEz )

∂z

)

. (9)

Далее, с помощью первого и четвертого уравнений

Максвелла и с учетом того, что смешанные частные про-

изводные второго порядка от Hx и Hy по переменным x
и y равны, можно получить

∂2Hx

∂x2
+
∂2Hx

∂y2
= −ε0

∂

∂y

(

∂(εEz )

∂t

)

, (10)

∂2Hy

∂x2
+
∂2Hy

∂y2
= ε0

∂

∂x

(

∂(εEz )

∂t

)

. (11)

При решении задач электродинамики в волноводах,

заполненных магнитодиэлектрической средой, диэлек-

трическая и магнитная проницаемости которой зависят

от z и от t, в случае ТM-поля векторы электрического и

магнитного полей представляются в виде разложения по

собственным функциям ψn(x , y) первой краевой задачи

(задача Дирихле) для поперечного сечения волновода,

т. е.

E(x , y, z , t) =

∞
∑

n=0

En(z , t)ψn(x , y),

H(x , y, z , t) =
∞
∑

n=0

Hn(z , t)ψn(x , y).

(12)

В (12) ортонормированные функции ψn(x , y) удовле-

творяют уравнению Гельмгольца с соответствующим

граничным условием [6]

∂2ψn(x , y)

∂x2
+
∂2ψn(x , y)

∂y2
+ λ2nψ(x , y) = 0,

ψn(x , y)
∣

∣

∣

6
= 0, (13)

где λn — собственные значения задачи Дирихле, 6 —

контур поперечного сечения волновода.

Согласно (12), компоненты электрического и магнит-

ного векторов ТМ-поля имеют вид

Ez (x , y, z , t) =

∞
∑

n=0

Ez
n (z , t)ψn(x , y)=

=
∞
∑

n=0

En(z , t)ψn(x , y),

(14)

Ex (x , y, z , t) =
∞
∑

n=0

Ex
n (z , t)ψn(x , y), (15)

Ey (x , y, z , t) =

∞
∑

n=0

Ey
n (z , t)ψn(x , y), (16)

Hx (x , y, z , t) =

∞
∑

n=0

Hx
n(z , t)ψn(x , y), (17)

Hy (x , y, z , t) =
∞
∑

n=0

Hy
n(z , t)ψn(x , y). (18)

Оптика и спектроскопия, 2022, том 130, вып. 10



Поперечные составляющие электромагнитного поля в волноводе с модулированным в пространстве... 1553

Теперь с помощью (8)−(11), (13) и (14)−(18) для по-

перечных составляющих электрического и магнитного

векторов получим следующие выражения:

Ex(x , y, z , t) =

=
1

ε(z , t)

∞
∑

n=0

λ−2
n

∂(ε(z , t)En(z , t))
∂z

∂ψn(x , y)

∂x
,

Ey(x , y, z , t) =

=
1

ε(z , t)

∞
∑

n=0

λ−2
n

∂(ε(z , t)En(z , t))
∂z

∂ψn(x , y)

∂y
,

Hx (x , y, z , t) =

= ε0

∞
∑

n=0

λ−2
n

∂(ε(z , t)En(z , t))
∂t

∂ψn(x , y)

∂y
,

Hy(x , y, z , t) =

= −ε0

∞
∑

n=0

λ−2
n

∂(ε(z , t)En(z , t))
∂t

∂ψn(x , y)

∂x

или

E(TM)
τ (x , y, z , t) =

=
1

ε(z , t)

∞
∑

n=0

λ−2
n

∂(ε(z , t)En(z , t))
∂z

∇ψn(x , y), (19)

H(T M)
τ (x , y, z , t) =

= −ε0

∞
∑

n=0

λ−2
n

∂(ε(z , t)En(z , t))
∂t

[z0∇ψn(x , y)], (20)

где ∇ = i(∂/∂x) + j(∂/∂y), z0 = {0, 0, 1}, индекс τ ука-

зывает на поперечные составляющие.

Отметим также, что если задачи электродинамики в

волноводах относятся к поперечно-электрическому по-

лю (Ez = 0,H 6= 0), то пользуемся разложением векто-

ров E(x , y, z , t) и H(x , y, z , t) по собственным функциям
⌢

ψn(x , y) второй краевой задачи для поперечного сечения

волновода (задача Неймана), т. е.

E(x , y, z , t) =

∞
∑

n=0

En(z , t)
⌢

ψn(x , y),

H(x , y, z , t) =

∞
∑

n=0

Hn(z , t)
⌢

ψn(x , y), (21)

где функции
⌢

ψn(x , y) удовлетворяют уравнению Гельм-

гольца с соответствующим граничным условием [6]:

∂2
⌢

ψn(x , y)

∂x2
+
∂2

⌢

ψn(x , y)

∂y2
+

⌢

λ 2
n

⌢

ψn(x , y) = 0,

∂2
⌢

ψn(x , y)

∂n

∣

∣

∣

∣

6

= 0. (22)

В (22)
⌢

λ 2
n — собственные значения задачи Неймана,

а n — нормальный вектор к 6. В случае ТЕ-поля

аналогично удается из системы уравнений Максвелла

поперечные составляющие электрического и магнитного

векторов выразить через продольную составляющую

магнитного вектора, а также получить волновое урав-

нение для Hz (x , y, z , t). Вычисления приводят к следую-

щим выражениям:

∂2Hz

∂x2
+
∂2Hz

∂y2
+

∂

∂z

(

1

µ

∂(µHz )

∂z

)

−

− ε0µ0
∂

∂t

(

ε
∂(µHz )

∂t

)

= 0, (23)

E(TE)
τ (x , y, z , t) =

= µ0

∞
∑

n=0

⌢

λ−2
n

∂(µ(z , t)Hn(z , t))
∂t

[z0∇
⌢

ψn(x , y)],

(24)

H(TE)
τ (x , y, z , t) =

=
1

µ(z , t)

∞
∑

n=0

⌢

λ−2
n

∂(µ(z , t)Hn(z , t))
∂z

∇
⌢

ψn(x , y).

Заключение

Результаты настоящей работы показывают, что метод

разложения электрического и магнитного векторов ТМ-

и ТЕ-полей в волноводе по собственным функциям

первой и второй краевых задач для поперечного сечения

волновода (задачи Дирихле и Неймана) при решении

задач распространения электромагнитных ТМ- и ТЕ-

волн в волноводе с нестационарным и неоднородным

магнитодиэлектрическим заполнением позволяет попе-

речные компоненты ТМ- и ТЕ-полей выразить через

продольные компоненты электрического и магнитного

векторов. Полученные аналитические выражения для

поперечных компонент ТМ- и ТЕ-полей имеют важ-

ное значение при решении задач переходного и че-

ренковского излучения равномерно движущихся источ-

ников в волноводе с модулированным в пространстве

и во времени заполнением. С их помощью по тео-

реме Пойнтинга можно вычислить энергию излуче-

ния.
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