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В первом порядке теории возмущений вычислена полная энергия двухатомной молекулы в основном

состоянии с учетом принципа Паули и плазменных колебаний атомных электронов. Фурье-компонента

потенциальной энергии взаимодействия атома с атомом имеет вид многочлена четвертой степени от

атомного формфактора. Численный расчет выполнен для атомного формфактора в приближении волновых

функций, которые аппроксимируют решение уравнения Хартри−Фока для изолированного атома. Показано,

что учет плазменных колебаний атомных электронов приводит к самосогласованной системе уравнений,

численное решение которой позволяет определить упругую постоянную, т. е. значение второй производной

в минимуме потенциальной энергии молекулы. Вычислена полная энергия для молекул азота и фтора.

Ключевые слова: потенциальная энергия взаимодействия, принцип Паули, волновые функции, уравнение
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Новый подход к вычислению потенциальной энергии

двухатомных молекул [1] удовлетворительно описывает

результаты эксперимента для атомов благородных га-

зов, если атомный формфактор изолированного атома

выбран в приближении Мольер [2]. В настоящей ра-

боте построена полная энергия двухатомной молекулы

азота и фтора в первом порядке теории возмущений

для основного состояния с учетом принципа Паули и

плазменных колебаний атомных электронов.

Двухатомную молекулу будем описывать с помощью

стационарного уравнения Шредингера

Hψ = Eψ. (1)

Гамильтониан уравнения (1) представим в виде

H = H0 + U, (2)

U =
Z1Z2e2

|r1 − r2|
+

Z1
∑

j1=1

Z2
∑

j2=1

e2

|r1 + r1 j1 − r2 − r2 j2 |

−

Z1
∑

j1=1

Z2e2

|r1 + r1 j1 − r2|
−

Z2
∑

j2=1

Z1e2

|r1 − r2 − r2 j2 |
, (3)

где U — потенциальная энергия взаимодействия двух

атомов, r1 и r2 — координаты первого и второго

атомного ядра, r1 + r1 j1 и r2 + r2 j2 — координаты элек-

тронов j1 и j2 первого и второго атома соответственно,

r1−r2 = r + δr; плазменные колебания атомных электро-

нов описываются вектором δr.

Решение уравнения (1) с гамильтонианом (2)
будем искать с помощью теории возмущений

ψ = ψ0 + ψ1 + . . . и E = E0 + E1 + . . . . Потенциальную

энергию (электронные термы) двухатомной молекулы

будем искать в первом порядке теории возмущений

E1 = 〈ψ0|U |ψ0〉, (4)

где угловые скобки 〈. . .〉 были введены Дираком [3].
Гамильтониан H0 представим в виде H0 = H0

1 + H0
2,

где H0
i — гамильтониан i-го атома (i = 1, 2).

Решение уравнения Шредингера H0ψ0 = E0ψ0 будем

искать в виде ψ0 = ψ0
1ψ

0
2 и E0 = E0

1 + E0
2 , где уравнение

Шредингера для i-го изолированного атома имеет вид

H0
i ψ

0
i = E0

i ψ
0
i . (5)

Здесь ψ0
i = ψ0

i (ri1, ri2, . . . , riZi ).
Известно [4], что с помощью вариационного принципа

из стационарного уравнения Шредингера (5) можно по-

строить уравнение Хартри−Фока, если волновые функ-

ции атомных электронов записать в виде детерминанта

Слэтера. Волновые функции, которые аппроксимируют

решение уравнения Хартри−Фока для изолированного

атома, представлены в [5]. Флуктуации потенциальной

энергии взаимодействия (3) вызываются квантовыми

флуктуациями, которые испытывают атомные электро-

ны. Известно [6], что при доказательстве правила равно-

распределения потерь энергии каналированных частиц

необходимо учитывать как ядерные, так и электронные

коллективные колебания. Поскольку средний квадрат
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амплитуды ядерных колебаний много меньше среднего

квадрата амплитуды электронных колебаний в одной и

той же потенциальной яме, при усреднении потенци-

альной энергии взаимодействия двух атомов учитыва-

лись только плазменные колебания атомных электронов.

Усреднение по квантовым флуктуациям местоположения

атомных электронов будем осуществлять с помощью

метода [7], который Бете использовал для вычисления

атомного формфактора, а усреднение по плазменным

колебаниям атомных электронов выполним по квадрату

модуля волновой функции гармонического осциллятора

в основном состоянии. Соответствующие средние будем

обозначать

〈ψ0
1 |U |ψ0

1〉 = 〈. . .〉e1, 〈ψ0
2 |U |ψ0

2〉 = 〈. . .〉e2,

и

〈ψ0|U |ψ0〉pl = 〈. . .〉pl .

Разложим потенциальную энергию взаимодей-

ствия (3) в интеграл Фурье

U =

∫

d3
k

(2π)3

(

4πZ1Z2e2

k2
exp

(

ik(r1 − r2)
)

+
4πe2

k2

Z1
∑

j1=1

Z2
∑

j2=1

exp
(

ik(r1 j1 − r2 j2)
)

−
4πZ2e2

k2

Z1
∑

j1=1

exp
(

ik(r2 − r1 j1)
)

−
4πZ1e2

k2

Z2
∑

j2=1

exp
(

ik(r1 − r2 j2)
)

)

. (6)

Усредним (2) по квадрату модуля волновой функции

электронов первого атома

〈U〉e1 =

∫

d3
k

(2π)3

(

4πZ1Z2e2

k2
exp

(

ik(r1 − r2)
)

+
4πe2

k2

〈 Z1
∑

j1=1

Z2
∑

j2=1

exp
(

ik(r1 j1 − r2 j2)
)

〉

e1

−
4πZ2e2

k2

〈 Z1
∑

j1=1

exp
(

ik(r2 − r1 j1)
)

〉

e1

−
4πZ1e2

k2

Z2
∑

j2=1

exp
(

ik(r1 − r2 j2)
)

)

,

〈 Z1
∑

j1=1

Z2
∑

j2=1

exp
(

ik(r1 j1 − r2 j2)
)

〉

e1

= F1(k)

Z2
∑

j2=1

exp
(

ik(r1 − r2 j2)
)

,

〈 Z1
∑

j1=1

exp
(

ik(r2 − r1 j1)
)

〉

e1

= F1(k) exp
(

ik(r1 − r2)
)

,

(7)
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Рис. 1. Вторая производная от потенциальной энер-

гии U(r) в точке возможного экстремума rmin при раз-

личных значениях σ для молекул азота (1, 2) и фто-

ра (3, 4). 1, 3 — приближение Мольер, 2, 4 — приближение

Хартри−Фока. 5 — гипербола U ′′(rmin) = ~
2/8meσ

4. Симво-

лами обозначены точки пересечения с гиперболой для фтора

(треугольники) и азота (квадраты). Левые треугольник и квад-

рат — точки пересечения 1, правые — точки пересечения 2.

где F1(k) — атомный формфактор, F1(0) = Z1.

Произведем усреднение 〈U〉e1 по квадрату модуля

волновой функции электронов второго атома

〈U〉e1,e2 =

∫

d3
k

(2π)3

(

4πZ2e2

k2

(

Z1−F1(k)
)

exp
(

ik(r1−r2)
)

−
4πe2

k2

(

Z1 − F1(k)
)

〈 Z2
∑

j2=1

exp
(

ik(r1 − r2 j2)
)

〉

e2

)

,

〈 Z2
∑

j2=1

exp
(

ik(r1 − r2 j2)
)

〉

e2

= F2(k) exp
(

ik(r1 − r2)
)

.

(8)

Усредним потенциальную энергию взаимодействия

двух атомов по квадрату модуля волновой функции

гармонического осциллятора в основном состоянии

〈U(r)〉e1,e2,pl =

∫

d3
k

(2π)3
4πe2

k2
[Z1−F1(k)][Z2 − F2(k)]

× exp[−k2σ 2] exp(ikr), (9)

где

U(k, σ ) =
4πe2

k2
[Z1 − F1(k)][Z2 − F2(k)] exp[−k2σ ]

— фурье-компонента потенциальной энергии взаимодей-

ствия двух атомов, σ 2 = ~

4ωm — средний квадрат ам-

плитуды плазменных колебаний атомных электронов в

расчете на одну степень свободы, m = me/2, me — масса
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Рис. 2. Потенциальная энергия взаимодействия двух атомов фтора в зависимости от расстояния между ними. Расчет выполнен

для точек пересечения 1 (a) и 2 (b) (см. рис. 1 и таблицу).

Значения Urr (rmin) и U(rmin) в точках пересечения для молекул

азота и фтора

Атом Номер точки rmin/a0, Urr (rmin), eV/�A
2 U(rmin), eV

Азот 1 2.034221 177.9077117 −9.98107

2 2.361961 56.27698134 −4.12273

Фтор 1 1.341752 2599.559918 −69.4299

2 2.419894 27.17673494 −2.04894

электрона, упругая постоянная ω2m = U ′′(rmin) — зна-

чение второй производной в минимуме потенциальной

энергии молекулы, r = |r| — расстояние между атомами

в молекуле.

Аналогично тому, как это делается в кинетической

теории [8], добавим к выражению для фурье-компоненты

потенциальной энергии взаимодействия двух атомов

множитель
(

1−F(k)/Z
)

, с помощью которого будем

учитывать принцип Паули. Величина F(k)/Z является

фурье-компонентой плотности распределения атомных

электронов, которая нормирована на единицу. Напри-

мер, фурье-компонента плотности распределения элек-

тронов атома фтора имеет вид

F(k) =

∫

n(r) exp(−ikr)d3
r, (10)

где n(r) = 2|ψ1s(r)|
2 + 2|ψ2s(r)|

2 + 5|ψ2p(r)|
2 — элек-

тронная плотность атома фтора в приближении волно-

вых функций, которые аппроксимируют решение уравне-

ния Хартри−Фока для изолированного атома фтора [6].

Тогда

UP(k, σ )=
4πZ1Z2e2

k2

[

1−
F1(k)

Z1

]2[

1−
F2(k)

Z2

]2

exp[−k2σ ].

(11)
Выражение для потенциальной энергии взаимодей-

ствия двух атомов (электронного терма) с учетом прин-

ципа Паули и плазменных колебаний атомных электро-

нов имеет вид

U(r) =

∫

UP(k, σ ) exp(ikr)
d3
k

(2π)3
. (12)

Условие применимости поправки в первом порядке

теории возмущений к энергии системы в невозмущен-

ном состоянии имеет вид

|U(r)| ≪ |E0|,

где E0 = E0
1 + E0

2 ; энергии E0
i также представлены в [5]

вместе с волновыми функциями, которые аппроксимиру-

ют решение уравнения Хартри−Фока для изолированно-

го атома. Видно, что учет плазменных колебаний атом-

ных электронов приводит к самосогласованной системе

уравнений

U ′(rmin) = 0,

U ′′(rmin) =
~
2

8meσ 4
, (13)

где U(r) зависит от σ согласно (12).
Численное решение системы уравнений (13) пред-

ставлено на рис. 1 для молекул азота и фтора. Видно,

что имеют место точки пересечения графика гипер-

болы U ′′(rmin) = ~
2/8meσ

4 с расчетными значениями

Письма в ЖТФ, 2022, том 48, вып. 10



Новый подход к вычислению полной энергии двухатомной молекулы в первом порядке теории... 31

r/a0

–8

0

20 41 53

–10

4

–4

–6

–2

U
(r

),
 e

V

r/a0

–4

20 41 53

1

–2

–3

0

–1

U
(r

),
 e

V

a b

2

Рис. 3. Потенциальная энергия взаимодействия двух атомов азота в зависимости от расстояния между ними. Расчет выполнен

для точек пересечения 1 (a) и 2 (b) (см. рис. 1 и таблицу).

второй производной от потенциальной энергии U(r)

в точке возможного экстремума rmin при различных

значениях Urr(rmin) для молекул азота и фтора. Точ-

ки пересечения отсутствуют, если потенциал изоли-

рованных атомов азота и фтора выбран в приближе-

нии Мольер. Значения Urr(rmin) в точках пересечения

на рис. 1 для молекул азота и фтора представлены

в таблице. Потенциальная энергия взаимодействия двух

атомов фтора и азота в зависимости от расстояния

между ними для двух точек пересечения была вычис-

лена с помощью [9,10] и представлена на рис. 2, 3.

Полную энергию двух изолированных атомов азота

E0
N2

≈ −108.8 a.u. и фтора E0
F2

≈ −198.8 а.u. найдем с

помощью [5] (1 a.u. = 1Hartree = 27.21 eV).

Сравнить результаты вычислений полной энергии мо-

лекул азота и фтора с расчетами, которые были недавно

опубликованы в [11], весьма затруднительно, так как

значения полной энергии изолированных атомов азота

и фтора в [11] существенно отличаются от тех, что

приведены в [5]. Поскольку полная энергия изолирован-

ного атома является собственным значением энергии

соответствующей собственной волновой функции, ее из-

менение должно сопровождаться изменением волновой

функции, что приведет к изменению атомного формфак-

тора, который определяет зависимость потенциальной

энергии взаимодействия между атомами в молекуле.

Тем не менее три основных спектрометрических па-

раметра потенциала взаимодействия удовлетворительно

согласуются с табличными данными [12]. Расхождение

наблюдается для молекулы фтора в точке пересечения 1.

Дополнительные материалы к статье размещены в [10].
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