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В целях моделирования спектроскопических и столкновительных свойств квантовых систем предложен

и исследован новый комплексно-значный поглощающий оптический потенциал, основанный на комбинации

косинусов. Такая функция обеспечивает высокую степень гладкости ее сшивки с физическим вещественно-

значным потенциалом. Свойства этой функции исследованы в терминах ее влияния на динамику квантового

волнового пакета, свободную вне области действия оптического потенциала. Для этого использованы наши

программы метода сетки Фурье (Fourier Grid Method) в рамках проекта Optimizer, доступные в виде

открытых кодов Matlab на https://sourceforge.net/projects/optimizer-sovkov/.

Ключевые слова: квантовая динамика, поглощающие граничные условия, оптический потенциал, метод

сетки Фурье, спектроскопия ультрахолодных ансамблей.

DOI: 10.21883/OS.2022.05.52418.7-22

1. Введение

Стационарное и нестационарное уравнения Шрёдин-

гера [1] всегда были в центре особого внимания тео-

ретической и вычислительной физики и химии, и было

разработано множество эффективных методов, алгорит-

мов и компьютерных программ для их решения. Одна-

ко, поскольку они составляют основу нерелятивистской

квантовой механики и дают ключ к количественно

точному описанию и прогнозированию перспективных

современных экспериментов, численное решение этих

уравнений представляет большой интерес как в насто-

ящий момент, так и в обозримом будущем.

Новые экспериментальные цели и методы породили

новые требования к таким методам и программам.

Например, в последние годы спектроскопические иссле-

дования фотоассоциации ультрахолодных атомов [2–4]
привлекли значительное внимание. Ожидается, что по-

добные эксперименты позволят создавать молекулярные

ансамбли в экзотических состояниях (и в определенной

степени уже сделали это), такие как молекулы в их

абсолютных (т. е. по всем степеням свободы) основных

состояниях [5,6], квантовые газы и жидкости из этих

молекул [7–9] и т. д. Помимо очевидного интереса к

этим системам с точки зрения фундаментальной физики,

они представляются очень перспективными для приме-

нений в таких областях, как полностью контролируемые

квантовые химические реакции [10], высокоточные из-

мерения [11–13], разработка квантовых компьютеров и

квантовых информационных систем [14,15].

Вероятно, наиболее многообещающим способом по-

вышения эффективности фотоассоциации и, следова-

тельно, увеличения производства таких объектов явля-

ется использование управляемых магнитным полем ре-

зонансов Фешбаха вблизи предела диссоциации [16–19].

Резонансы Фешбаха принадлежат непрерывному спек-

тру, и те из них, которые представляют интерес в

обозначенном смысле, лежат в диапазоне очень низких

энергий (типичные температуры ультрахолодных ансам-

блей атомов могут быть ∼ 1µK и ниже). В непрерывном

спектре волновой пакет эволюционирует в бесконечном

диапазоне пространственной координаты, который, ра-

зумеется, не может быть строго представлен численно.

Одним из способов преодоления этой трудности явля-

ется введение искусственных поглощающих (демпфи-
рующих) граничных условий или оптических потенци-

алов [20], подавляющих амплитуды волнового пакета

на границах физически важного пространственного ин-

тервала. Эффективность этого демпфирования зависит

от типа поглощающей функции и продолжительности

области ее действия: ее длина не должна быть заметно

меньше длины осцилляции плоской волны (волны де

Бройля) с интересующей энергией. Низкоэнергетиче-

ские резонансные состояния Фешбаха демонстрируют

исключительно длинные осцилляции волновой функции

(сотни радиусов Бора и более), что требует использо-
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вания очень продолжительных зон затухания. Изучение

различных типов поглощающих функций и способов их

применения помогает уменьшить размер этих зон или,

по крайней мере, оценить ожидаемые вычислительные

ошибки от подобного уменьшения.

В целом резонансные явления, в том числе резонансы

Фешбаха, чрезвычайно важны в различных областях

квантовой физики и химии, включая теорию рассеяния,

спектроскопию и т. п., где очень востребованы поглоща-

ющие функции (оптические потенциалы).
Основные цели выполненного в настоящей работе

исследования.

• Описание новой поглощающей функции (оптическо-
го потенциала) тригонометрического типа (на основе

косинусов), которая, насколько нам известно, никогда

ранее не использовалась в обозначенных выше задачах.

• Представление и краткое описание нашей ком-

пьютерной программы на языке Matlab для решения

одномерных многоканальных уравнений Шрёдингера с

использованием (картированного) метода сетки Фурье,

адаптированной для использования с нашим пакетом

Optimizer [21].
• Численное исследование свойств и возможностей

поглощающей функции тригонометрического типа с

помощью нашей программы сетки Фурье. В частно-

сти, мы исследовали способность новой поглощающей

функции обеспечить корректное описание квантовой

динамики при использовании сравнительно коротких зон

поглощения (сопоставимых или короче длины волны

де Бройля) с перспективой моделирования резонансов

Фешбаха атомных пар при разумных вычислительных

затратах без существенной потери точности.

Все компьютерные программы, использованные в на-

шей работе, вместе с детальными описаниями и вос-

производимыми примерами доступны для бесплатного

скачивания ([21] и разд. 4 ниже).
В ходе нашего исследования нам встретилась относи-

тельно недавняя работа [22], в которой также рассмат-

ривалась поглощающая функция, построенная из коси-

нусов, где она применялась для расчетов в теории коге-

рентного управления. Хотя авторы [22] не представили

всех подробностей по этой функции, пообещав сделать

это позже в отдельной публикации, из контекста ясно,

что она сильно отличается от описанной в настоящей

статье. В отличие от нашего подхода, они сконструиро-

вали ее мнимую часть как отрицательный квадрат обо-

рванного тригонометрического ряда, а действительную

часть — как другой аналогичный ряд, и оптимизиро-

вали коэффициенты этих рядов в смысле минимизации

эффектов пропускания и отражения; условия гладкости

в точках сшивки, которые важны в нашей работе, не

анализировались. Мы надеемся, что оба подхода найдут

свое применение, не противореча друг другу. С дру-

гой стороны, сам факт публикации цитируемой статьи

свидетельствует о возросшем интересе к поглощающим

функциям и оптическим потенциалам (несмотря на

долгую историю вопроса) благодаря новым разработкам

во многих областях, включая теорию оптимального

когерентного управления, как в [22], и спектроскопию

ультрахолодных ансамблей, как в настоящей статье.

Мы предполагаем, что, хотя для представленных да-

лее результатов по поглощающей функции тригономет-

рического типа использование наших программ метода

сетки Фурье было необходимо, части читателей будут

интересны только физическими аспекты, а части —

только программное обеспечение. Первые могут игно-

рировать разд. 4
”
Программная реализация“ без ущерба

для физической картины, в то время как вторые могут

сосредоточить свое внимание на этом разд. 4 вместе

с цитированными там руководствами по программам,

игнорируя остальной материал.

2. Методы

2.1. Физические основы и алгоритмы

Как хорошо известно [1], основные свойства кванто-

вой системы определяются независимыми от времени

(стационарными) и зависящими от времени (нестацио-
нарными) уравнениями Шрёдингера. Было предложено

множество эффективных алгоритмов численного реше-

ния уравнений Шрёдингера (например, [23–25]). В на-

стоящей работе мы использовали один из них, извест-

ный как метод сетки Фурье [26–32]. Наша реализация

этого метода в виде компьютерных программ описана в

разд. 4 ниже. Эти программы доступны для свободного

скачивания [21] вместе с руководствами на английском

и русском языках, в которых подробно описан алгоритм

и лежащая в его основе физика.

Когда динамика волнового пакета (предположительно
колебательная) происходит полностью в поле связанного

потенциала в замкнутой области, не возникает суще-

ственных дополнительных трудностей; однако возника-

ют проблемы, когда требуется вычисление динамики

свободного (диссоциирующего) состояния, например,

при моделировании спектров молекулярной предиссоци-

ации или резонансов Фешбаха. В этом случае волновой

пакет достигает крайней правой границы вычислитель-

ной сетки в течение ограниченного времени и вслед-

ствие периодического характера преобразования Фурье

вторгается в пространственную область (или отражается

от нее) на противоположной крайней левой границе,

порождая нефизические артефакты в результатах вы-

числений. В теории преобразования Фурье этот эффект

известен как
”
алиасинг“. Прямолинейное расширение

вычислительной сетки таким образом, чтобы волновой

пакет не достигал границы в течение требующегося

времени (что также обеспечило бы удовлетворительную

плотность рассчитанных псевдосвязанных состояний),
имеет очевидный недостаток необоснованного увеличе-

ния необходимых вычислительных ресурсов (хотя это

возможно в некоторой степени в рамках алгоритма

картированной сетки Фурье).
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Возможные решения этой проблемы включают введе-

ние поглощающих граничных условий или так называе-

мого оптического потенциала. В первом подходе волно-

вая функция (пакет) на каждом следующем временно́м

шаге умножается на функцию, которая актуализируется

в определенной окрестности границы и уменьшается

по направлению к ней (поглощающую функцию), тем
самым предотвращая достижение пакетом этой границы.

Во втором подходе мнимое отрицательное слагаемое

(или более общее комплексно-значное слагаемое) добав-
ляется к самой потенциальной функции U , гарантируя,

что exp{−(i /~)Uδt} (δt — элементарный временной

шаг в пошаговой схеме) ведет себя аналогично, т. е.

актуализируется в определенной окрестности границы и

уменьшается к ней. Эти подходы практически эквива-

лентны с точностью до операций логарифма или экспо-

ненты, однако метод оптического потенциала несколько

более общий, поскольку поглощающая функция может

быть применена только в том случае, когда динамика

вычисляется пошагово, что не всегда так. Физически

поглощающий барьер сохраняет способность пропускать

и отражать некоторую часть волнового пакета и па-

раметры этого барьера должны быть отрегулированы

таким образом, чтобы коэффициенты пропускания и

отражения оказались минимальными.

Были предложены и проанализированы различные

формы поглощающих функций или оптических потенци-

алов. Представительный обзор соответствующих работ,

опубликованных до 2004 г., предложен в [20]; некоторые
из них [33–39] имеют непосредственное отношение к

нашему исследованию (обратим внимание, что ссылка

на [39] была пропущена в [20]). Несколько примеров

более поздних публикаций на эту тему [22,40–44]. Мы

также хотели бы упомянуть работы [45–48], исследовав-
шие искусственные граничные условия с несколько иных

точек зрения (техника комплексного масштабирования,

техника функций Грина).
Было обнаружено [20,33,34], что свойства поглощаю-

щей функции контролируются единственным управля-

ющим параметром длины λ = 2π~/
√
2mE осцилляции

плоской волны (длины волны де Бройля) с энергией

E. Другими словами, они универсально выражаются

в безразмерных относительных единицах E и λ. Это

наблюдение использовалось во многих работах (напри-
мер, [33,34]), где результаты численных испытаний с

некоторыми оптическими потенциалами для конкретной

модели породили своего рода общие универсальные

рекомендации.

Интересное практически важное обобщение концеп-

ции оптического потенциала было представлено в

нескольких работах [20,36,37]. Если эффективность оп-

тического потенциала оптимальна для определенной

энергии E0, он теряет эффективность для других энер-

гий, особенно для тех, которые заметно ниже E0. Причи-

на такого поведения довольно очевидна: пространствен-

ный диапазон эффективно поглощающего оптического

потенциала не должен быть заметно меньше длины

осцилляции волновой функции, так как в противном

случае волновая функция просто не зарегистрирует

существование этого барьера. С другой стороны, часть

волновой функции в зоне поглощения не имеет ничего

общего с реальной физикой процесса и мы можем

исказить ее любым удобным для нас способом. Эффек-

тивная длина осцилляции низкоэнергетической волно-

вой функции может быть уменьшена путем введения

наряду с чисто мнимым поглощающим потенциалом ве-

щественного слагаемого, обеспечивающего уменьшение

значений потенциала в этой области. Такой оптический

потенциал становится общим комплексно-значным.

2.2. Поглощающая функция и оптический

потенциал тригонометрического типа

В наших программах использованы поглощающие

граничные условия и оптический потенциал, описанные

ниже. Ясно, что любой альтернативный или дополни-

тельный оптический потенциал может быть введен в

любой области координат на этапе построения потен-

циальной функции.

Мы попытались выполнить требование, чтобы функ-

ция была как можно более гладкой в том смысле, что

максимально возможное число производных низшего

порядка в точках сшивки должны быть непрерывны-

ми. Оператор эволюции фактически является сложным

дифференциальным оператором; в работе [34] показано,
что полуклассический коэффициент отражения остается

равным нулю вплоть до порядка приближения ВКБ, рав-

ного максимальному порядку непрерывной производной

на фронте оптического потенциала. Тригонометрические

функции обладают хорошо известными свойствами глад-

кости и их комбинации выглядят перспективными для

обеспечения этого требования.

Мы выбрали поглощающую функцию вида

f kβ(z(r )) =

[

1

2
+

k
∑

n=1

cn cos ((2n− 1)πz(r ))

]β

, (1)

где r — пространственная координата,

z(r ) =
r −min(r )

max(r ) −min(r )
,

если требуется убывание в направлении правой границы,

или

z(r ) =
max(r ) − r

max(r ) −min(r )
,

если требуется убывание в направлении левой границы;

min(r ) и max(r ) обозначают левую и правую точки в

шкале координаты r , где заданные низшие производные

функции (1) обращаются в ноль (см. ниже).

Очевидно, что по крайней мере при β = 1 автомати-

чески обеспечивается равенство нулю всех производных
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Таблица 1. Коэффициенты cn в формулах (1) (комбинациях
k косинусов), обеспечивающие непрерывность производных до

порядка 2k − 1 включительно

k c1 c2 c3 c4

1 1/2 − − −

2 9/16 −1/16 − −

3 75/128 −25/256 3/256 −

4 1225/2048 −245/2048 49/2048 −5/2048

нечетных порядков на краях интервала z ∈ [0, 1]. Произ-

водные четных порядков равны

d2q f k1(z)

dz2q
=

1

2
δq0

+ (−1)q
k
∑

n=1

cn ((2n− 1)π)
2q
cos ((2n− 1)πz(r )) . (2)

Следовательно, все производные порядков до 2k − 1

включительно обращаются в ноль на обоих краях ин-

тервала, если выполнено

k
∑

n=1

cn = 1/2,

k
∑

n=1

cn(2n− 1)2q = 0, (3)

где q = 1, 2, . . . , k − 1.

Практически важные коэффициенты cn, найденные из

решения этих уравнений, представлены в табл. 1. Случаи

k > 4 вряд ли представляют практический интерес из-за

ограниченной точности цифровых вычислений, хотя и

могут быть учтены в наших программах.

При β 6= 1

f kβ(δz) ∼
[

1− (δz)2k
]β ∼ 1− β(δz)2k,

f kβ(1− δz) ∼
[

(δz)2k
]β

= (δz)2kβ ,

и, следовательно, производные до того же порядка

2k − 1 остаются нулевыми на переднем крае, в то время

как на противоположном крае равны нулю производные

до порядка 2kβ − 1; при β > 1 это увеличивает степень

гладкости функции на заднем крае. Использование функ-

ции

f̃ kβ(z) = (1− f kβ(1− z)) (4)

обеспечит выполнение последнего свойства на переднем

крае.

Чтобы обеспечить согласованное преобразование по-

глощающей функции в оптический потенциал и наобо-

рот, параметр β должен быть выражен в виде

β = αE0

δt
~
, (5)

где E0 — некоторая заданная (опорная) энергия, а α —

регулируемый безразмерный коэффициент в мнимом

оптическом потенциале

VOi
kα (r ) = iαE0 ln ( f k1(z(r ))) . (6)

Такая же математика подходит для конструирова-

ния вещественной (понижающей) части комплексно-

значного оптического потенциала. Мы используем

VOr
kγ (r ) = γE0 ( f k1(z(r ) − 1)) , (7)

где γ — регулируемый безразмерный коэффициент. Пол-

ный комплексно-значный оптический потенциал приоб-

ретает вид

VO
kαγ(r ) = VOi

kα (r ) + VOr
kγ (r ). (8)

Свойства гладкости оптического потенциала на перед-

нем крае, наиболее интересные для нас, такие же, как и

у самой поглощающей функции.

Заметим попутно, что функции (1) и (4) могут

использоваться для многих других целей, например,

при численном дифференцировании методом фурье-

преобразования или для гладкого соединения зависи-

мостей способом аналогичным, но в некотором смысле

более общим, чем метод сплайна.

3. Результаты

Ниже представлены результаты численных тестов

поглощающих функций (оптических потенциалов), опи-
санных в разд. 2.2, выполненных с помощью наших

программ метода сетки Фурье ([21] и разд. 4 ниже). Для
этого мы воспользовались моделью простой квантовой

динамики (которая была бы свободной в отсутствие

поглощающей функции), позаимствованной из работы

Vibók и Balint–Kurti [33], а также модифицированной (на
наш взгляд, более практической) аналогичной моделью.

В работе [33] Vibók и Balint–Kurti предложили удоб-

ную численную модель для изучения свойств различных

оптических потенциалов и применили ее к набору таких

потенциалов (степеней и экспонент 1/r ). Рекомендации,
выработанные в [33], далее были приняты многими

исследователями.

В этой модели гауссов волновой пакет со средней

энергией E развивался в поле постоянного (нулевого)
потенциала, пока не достигал поглощающего барьера,

расположенного в ограниченном диапазоне простран-

ственных координат длины lλ0 около центра общего

диапазона (λ0 — длина волны де Бройля, l — за-

данная безразмерная длина зоны поглощения). Пакет

частично отражался от барьера и частично проходил

сквозь него. По истечении времени t, достаточного

для того, чтобы обе части волнового пакета ψ(r, t)
достигли областей, удаленных как от барьера, так и

от границ вычислительной сетки, оценивались коэф-

фициенты отражения R =
∫

{r
−
}
|ψ(r, t)|2 dr и пропуска-

ния T =
∫

{r +}
|ψ(r, t)|2 dr , где {r−} и {r +} обозначают

пространственные области перед барьером и за ним.

Бо́льшая часть тестовых вычислений была выполнена

для гауссова волнового пакета со средней энергией
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E = E0 = 0.1 a.u. и массой m = 1836.18 a.u. (использова-
лись атомные единицы Хартри (a.u.)). Пространствен-

ный диапазон lλ0 зоны поглощения варьировался от

l = 1 до l = 15 и были определены
”
оптимальные“

параметры оптических потенциалов, минимизирующие

сумму (R + T) для этой опорной энергии E0 = 0.1 a.u.

с длиной волны де Бройля λ0.

Часть наших тестов была выполнена с использовани-

ем модели Vibók и Balint–Kurti, но с нашим оптическим

потенциалом, описанным в разд. 2.2. Рисунок 1 иллю-

стрирует эволюцию волнового пакета в этой модели,

рассчитанную с помощью наших программ метода сетки

Фурье (обратим внимание на логарифмическую шкалу

амплитуд волнового пакета). Отраженная и пропущен-

ная части волнового пакета четко различимы.

Наряду с этим мы использовали другую модель (на
наш взгляд, более практическую), в которой разместили

поглощающую область вблизи крайней правой границы

и добавили стенку вблизи крайней левой границы с

максимальной амплитудой 100E, линейно уменьшаю-

щейся в логарифмическом масштабе до нуля в диа-

пазоне первых четырех узлов вычислительной сетки.

Левая стенка имитирует типичное поведение физических

потенциалов взаимодействия атомов в области малых

расстояний и предотвращает проникновение остатков

волнового пакета в левую область координатной сетки,

вместо этого заставляя его отражаться справа. Для

количественной характеристики эффективности погло-

щения в этой модели мы использовали коэффициент

искажения D =
∫

{r} |ψ(r, t)|2 dr , где интеграл охваты-

вал весь диапазон {r} вычислительной сетки (так что

D = (R + T) ≈ R; на практике он неотличим от коэф-

фициента отражения R благодаря очень короткому диа-

пазону r и очень малым амплитудам волнового пакета

за поглощающим барьером). Рисунок 2 иллюстрирует

эволюцию волнового пакета в этой модели, рассчитан-

ную с помощью наших программ метода сетки Фурье,

аналогично рис. 1.

Обратим внимание на тот факт, что многие значения

R, T, D, оцененные подобным образом, настолько малы,

что находятся на пределе вычислительной точности.

Следовательно, они очень чувствительны к вычисли-

тельным деталям (характеристикам сетки, параметрам

исходного гауссиана и т. д.). Мы обнаружили, что из-

менение этих деталей может изменить рассчитанные

значения в два раза или даже больше; это вынудило

выбрать довольно расточительный набор параметров для

обеспечения относительной стабильности наших оценок.

Более конкретно, для каждого волнового пакета со

средней энергией E выбирали сетку с восемью узлами на

осцилляцию стационарной волновой функции с энергией

E. Полуширина гауссиана равнялась семи длинам волн

этой осцилляции. Центр гауссиана при t = 0 располагал-

ся в центре диапазона слева от r = 0, охватывающего

26 полуширин гауссиана. В модели Vibók и Balint–
Kurti длина сетки справа от r = 0 также была равна 26
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Рис. 1. Десятичные логарифмы локальных амплитуд волно-

вого пакета в моменты времени t = 0 и tfin в модели Vibók

и Balint–Kurti [33] с оптическим потенциалом тригонометри-

ческого типа (разд. 2.2) при k = 2, l = 4 и α = 0.853 для

волнового пакета с энергией E = E0 = 0.1 a.u. Поглощающая

область охватывает длину ∼ 1.3 a0 (где a0 — радиус Бора)
справа от r = 0. На вставке показана мнимая часть оптическо-

го потенциала.
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Рис. 2. Десятичные логарифмы локальных амплитуд волново-

го пакета в моменты времени t = 0 и tfin в модели с поглоща-

ющим барьером справа и стенкой слева с оптическим потен-

циалом тригонометрического типа (разд. 2.2) при k = 2, l = 4

и α = 0.853 для волнового пакета с энергией E = E0 = 0.1 a.u.

Поглощающая область охватывает длину ∼ 1.3 a0 (где a0 —

радиус Бора) справа от r = 0.

полуширинам, в то время как в модели с поглощающим

барьером справа и стенкой слева она была ограничена

значением (l + l+)λ0 (определяемая пользователем без-

размерная длина l охватывает область, где z(r ) ∈ [0, 1], а

l+ — длина дополнительной поглощающей зоны за этой

областью — подробности в разд. 4 ниже). Поглощающий

барьер был расположен справа от r = 0 и охватывал

диапазон (l + l+)λ0 в обоих случаях. Время эволюции

tfin предварительно вычислялось как время, требующееся

для перемещения центра свободно эволюционирующего

гауссиана на удвоенное расстояние от его начального

местоположения до r = 0. Еще раз подчеркнем, что

численные оценки, полученные таким образом, следует

рассматривать не как точные количественные результа-

ты, а скорее как тенденции, которые в первую очередь

проявляются в логарифмической шкале.
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Рис. 3. Десятичные логарифмы суммы (R + T) коэффици-

ентов отражения R и пропускания T в модели Vibók и

Balint–Kurti [33] и коэффициента искажения D в модели с

поглощающим барьером справа и стенкой слева в зависимости

от параметра α оптического потенциала тригонометрического

типа (разд. 2.2) при k = 2, l = 4 для волнового пакета с

энергией E = E0 = 0.1 a.u.

В рамках модели Vibók и Balint–Kurti мы выполни-

ли серию вычислений, имитирующих опубликованные

в [33], с целью определения
”
оптимальных“ парамет-

ров оптических потенциалов, обеспечивающих мини-

мальность значений (R + T) для определенной энергии

E = E0. Эти вычисления были выполнены для оптиче-

ского потенциала (6) с k = 1, 2, 3, 4 и l = 1−15, l+ = 0.

Результаты представлены в первых четырех столбцах (l ,
α, R, T) табл. 2. Пятый столбец D — это коэффициент

искажения, рассчитанный с такими же параметрами в

модели с поглощающим барьером справа и стенкой сле-

ва. Последние два столбца — результаты аналогичной

оптимизации, обеспечивающей минимальность значений

коэффициента искажения D в последней модели.

Из этой таблицы видно, что по сравнению с ана-

логичными таблицами в [33] эффективность нашего

оптического потенциала тригонометрического типа в

целом близка к таковой в [33] и несколько лучше при

более длинных l . Результаты для k = 3 почти полностью

превосходят результаты для оптического потенциала

∼ 1/r 4, рекомендованного в [33], хотя, по нашему

мнению, остальные результаты также удовлетворяют

большинству практических нужд.

Рисунок 3 иллюстрирует типичную зависимость ко-

эффициентов R + T (в модели Vibók и Balint–Kurti) и

D (в нашей альтернативной модели) от параметра α

для оптического потенциала (6). Видно, что в области

относительно больших α обе кривые похожи друг на

друга, но расходятся в области малых α. Как следствие,

D-кривая (в нашей альтернативной модели) имеет два

минимума, второй из которых очень близок к минимуму

(R + T)-кривой (в модели Vibók и Balint–Kurti), однако
глобальный минимум расположен в области меньших α.

Обычно интерес представляет диапазон энергий E,
а не одно значение E = E0, и желательно, чтобы эф-

фективность поглощения оставалась высокой во всем

этом диапазоне. Рисунки 4 и 5 показывают коэффициент
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Рис. 4. Десятичные логарифмы коэффициентов искажения D
в модели с поглощающим барьером справа и стенкой слева

в зависимости от энергии волнового пакета, вычисленные с

использованием оптического потенциала тригонометрического

типа (разд. 2.2), для k = 2, l = 4 и α = 0.399, оптимизиро-

ванного в смысле минимизации D при энергии E0 = 0.1 a.u.:

чисто мнимый оптический потенциал при l+ = 0 и потенциал,

скорректированный путем расширения области поглощения

вправо на длину l+ = 1 и путем включения вещественного по-

нижающего слагаемого с глубиной γ = 1. На вставке показан

увеличенный вид крайней левой части графика.
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Рис. 5. Десятичные логарифмы коэффициентов искажения D
в модели с поглощающим барьером справа и стенкой слева

в зависимости от энергии волнового пакета, вычисленные с

использованием оптического потенциала тригонометрического

типа (разд. 2.2), для k = 2, l = 4 и α = 0.853, оптимизирован-

ного в смысле минимизации суммы (R + T) коэффициентов

отражения R и пропускания T при энергии E0 = 0.1 a.u.:

чисто мнимый оптический потенциал при l+ = 0 и потенциал,

скорректированный путем расширения области поглощения

вправо на длину l+ = 1 и путем включения вещественного по-

нижающего слагаемого с глубиной γ = 1. На вставке показан

увеличенный вид крайней левой части графика.

искажения D (во второй модели), вычисленный для

k = 2, l = 4 и для значений α, выбранных согласно

табл. 2 как D-оптимизированное (первый минимум на

рис. 3) и (R + T)-оптимизированное (второй минимум

на рис. 3) для энергии E0 = 0.1 a.u., в диапазоне энер-

гий от E = 0.01 a.u. до E = 1 a.u. (кружки, соединен-

ные сплошными линиями). D-оптимизированная кривая

на рис. 4 демонстрирует лучшую эффективность при

энергиях, равных или меньших E0, в то время как
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Таблица 2. Параметры поглощающей функции оптического потенциала тригонометрического типа (разд. 2.2), оптимизированные
для минимального значения (R + T) (где R — коэффициент отражения, а T — коэффициент пропускания) с использованием

модели Vibók и Balint–Kurti [33], и параметры, оптимизированные для минимального значения коэффициента искажения D в

модели с поглощающим барьером справа и стенкой слева; символ
”
e“ обозначает десятичный порядок

(R + T)-оптимизация D-оптимизация (R + T)-оптимизация D-оптимизация

l α R T D α D α R T D α D

k = 1 k = 2

1 1.17 5.4e-04 7.1e-04 7.3e-04 0.682 3.9e-06 0.697 1.2e-03 2.7e-03 2.6e-03 0.422 9.3e-04

2 2.10 5.6e-10 2.1e-06 2.1e-06 0.552 1.4e-06 0.691 2.6e-06 6.3e-06 6.3e-06 0.376 3.7e-07

3 0.805 7.7e-08 4.6e-07 4.6e-07 0.377 1.4e-07 0.708 4.5e-09 1.9e-08 1.9e-08 0.372 2.8e-10

4 0.638 1.3e-08 9.2e-08 9.2e-08 0.297 2.6e-08 0.853 3.6e-13 7.4e-11 7.4e-11 0.339 4.3e-11

5 0.531 3.3e-09 2.6e-08 2.6e-08 0.250 7.3e-09 0.567 2.0e-12 1.8e-11 1.8e-11 0.299 5.5e-12

6 0.456 1.1e-09 9.3e-09 9.3e-09 0.218 2.6e-09 0.488 2.8e-13 2.9e-12 2.9e-12 0.271 1.0e-12

7 0.401 4.3e-10 3.9e-09 3.9e-09 0.197 1.1e-09 0.427 5.8e-14 6.4e-13 6.4e-13 0.248 2.4e-13

8 0.358 1.9e-10 1.8e-09 1.8e-09 0.180 5.4e-10 0.381 1.4e-14 1.7e-13 1.7e-13 0.228 6.9e-14

9 0.324 9.7e-11 9.3e-10 9.3e-10 0.167 2.9e-10 0.343 4.4e-15 5.4e-14 5.4e-14 0.211 2.3e-14

10 0.297 5.0e-11 5.1e-10 5.1e-10 0.156 1.6e-10 0.313 1.5e-15 1.9e-14 1.9e-14 0.197 8.5e-15

11 0.274 2.8e-11 3.0e-10 3.0e-10 0.147 9.9e-11 0.288 5.6e-16 7.6e-15 7.6e-15 0.185 3.5e-15

12 0.255 1.6e-11 1.8e-10 1.8e-10 0.139 6.2e-11 0.267 2.3e-16 3.3e-15 3.3e-15 0.174 1.5e-15

13 0.238 1.1e-11 1.1e-10 1.1e-10 0.132 4.0e-11 0.249 9.9e-17 1.5e-15 1.5e-15 0.164 7.1e-16

14 0.224 6.6e-12 7.6e-11 7.6e-11 0.126 2.7e-11 0.233 4.9e-17 7.2e-16 7.2e-16 0.156 3.5e-16

15 0.211 4.5e-12 5.1e-11 5.1e-11 0.121 1.9e-11 0.220 2.2e-17 3.7e-16 3.7e-16 0.148 1.8e-16

k = 3 k = 4

1 0.483 2.0e-03 5.0e-03 4.8e-03 0.298 2.8e-03 0.249 3.7e-03 3.2e-03 4.9e-03 0.101 2.0e-03

2 0.468 8.0e-06 1.8e-05 1.8e-05 0.193 2.1e-06 0.325 1.3e-05 2.7e-05 2.6e-05 0.146 1.9e-06

3 0.465 3.5e-08 7.6e-08 7.6e-08 0.215 2.2e-09 0.333 8.8e-08 1.7e-07 1.7e-07 0.164 1.8e-09

4 0.465 1.5e-10 3.3e-10 3.3e-10 0.266 8.4e-12 0.338 5.6e-10 1.1e-09 1.1e-09 0.186 2.7e-11

5 0.468 5.9e-13 1.6e-12 1.6e-12 0.295 5.0e-14 0.341 3.5e-12 7.1e-12 7.1e-12 0.218 2.2e-13

6 0.489 9.4e-16 1.2e-14 1.2e-14 0.306 2.3e-15 0.343 2.2e-14 4.6e-14 4.6e-14 0.237 1.6e-15

7 0.528 4.3e-19 8.0e-16 8.0e-16 0.279 3.3e-16 0.344 1.4e-16 3.0e-16 3.0e-16 0.250 1.2e-17

8 0.391 9.0e-18 1.2e-16 1.2e-16 0.255 5.4e-17 0.346 8.4e-19 2.4e-18 2.4e-18 0.258 1.9e-19

9 0.353 1.6e-18 2.3e-17 2.3e-17 0.236 1.1e-17 0.347 5.2e-21 5.5e-20 5.5e-20 0.254 1.9e-20

10 0.322 3.4e-19 5.3e-18 5.3e-18 0.219 2.7e-18 0.323 4.0e-22 5.6e-21 5.6e-21 0.234 3.1e-21

11 0.296 8.7e-20 1.4e-18 1.4e-18 0.205 7.3e-19 0.300 5.7e-23 9.9e-22 9.9e-22 0.219 5.6e-22

12 0.274 2.5e-20 4.2e-19 4.2e-19 0.192 2.2e-19 0.279 9.9e-24 2.1e-22 2.1e-22 0.204 1.2e-22

13 0.255 7.9e-21 1.4e-19 1.4e-19 0.181 7.6e-20 0.258 2.6e-24 5.0e-23 5.0e-23 0.193 2.9e-23

14 0.238 2.6e-21 5.0e-20 5.0e-20 0.171 2.8e-20 0.240 4.4e-25 1.4e-23 1.3e-23 0.182 7.8e-24

15 0.225 1.1e-21 1.9e-20 1.9e-20 0.163 1.1e-20 0.228 2.7e-25 3.8e-24 3.8e-24 0.171 2.3e-24

(R + T)-оптимизированная кривая на рис. 5 лучше при

более высоких энергиях. Это наблюдение предопределя-

ет выбор между этими значениями α в зависимости от

интересующего диапазона энергий.

Две другие кривые на рис. 4 и 5 иллюстрируют

эффект, вызванный расширением диапазона поглощения

на величину l+ = 1 как это упоминалось выше и более

подробно описано в разд. 4, и эффект, вызванный вклю-

чением вещественного понижающего слагаемого (7) с

γ = 1. Как и ожидалось, механизм l+-расширения в

состоянии уменьшить искажение на несколько порядков

при более высоких энергиях, в то время как веществен-

ное слагаемое уменьшает искажение примерно на один

порядок при более низких энергиях.

Современные спектроскопические эксперименты по

фотоассоциации ультрахолодных атомов через околодис-

социационные резонансы Фешбаха, управляемые маг-

нитным полем [18], имеют дело с очень низкими энер-

гиями или, другими словами, с очень большими длина-

ми волны де Бройля (несколько сотен радиусов Бора

или даже больше). Численные тесты, представленные

в табл. 2, проводились с длинами зоны поглощения

не меньше длины волны де Бройля, что подразумева-

ет использование очень длинных зон поглощения при

численном моделировании таких околодиссоциационных

особенностей. Можно заметить, что эффективность ко-

ротких (l = 1) зон поглощения выше для меньших k, что
делает их более перспективными в таких задачах. Чтобы

выяснить, насколько короткой может быть зона погло-
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Рис. 6. Десятичные логарифмы коэффициентов искажения D
в модели с поглощающим барьером справа и стенкой слева

в зависимости от энергии волнового пакета, вычисленные с

использованием оптического потенциала тригонометрического

типа (разд. 2.2), для k = 1, l = 1 и α, оптимизированного в

смысле минимизации D для энергии E0 = 0.1 a.u. (кружки для

γ = 0 и квадратики для γ = 1), а также (ромбики) для α и γ ,

оптимизированных в смысле минимизации суммы квадратов

равновзвешенных D во всем показанном диапазоне (т. е. по
методу наименьших квадратов).

щения, мы провели следующие вычисления. Для k = 1 и

l = 1 с одинаковой опорной энергией E0 = 0.1 a.u. мы

вычислили коэффициенты искажения D для волновых

пакетов с 10 равномерно распределенными энергиями

в диапазоне от E = 0.01 a.u. до E = 0.1 a.u. и опти-

мизировали параметры α и γ в смысле минимизации

суммы квадратов всех 10 коэффициентов D, т. е. по мето-

ду наименьших квадратов (МНК). Найденные значения

оказались α = 0.311 и γ = 0.432. Результат моделиро-

вания с такими параметрами сопоставлен с результа-

тами вычислений с D-оптимизированным α = 0.682 из

табл. 2 при γ = 0, γ = 1 на рис. 6. МНК-оптимизация

сделала коэффициенты искажений более однородными,

несколько улучшив их в области меньших энергий, но

ухудшив в области более высоких энергий. Для энергий,

заметно меньших, чем показано на рис. 6, мы не смогли

получить достаточно малые коэффициенты искажения, и

значения остались D ∼ 1. Для наименьшего E = 0.01 a.u.

длина зоны поглощения в
√
10 ≈ 3.2 раза короче длины

осцилляции плоской волны. Тем самым можно заклю-

чить, что подходящий выбор параметров функции погло-

щения позволит использовать зону поглощения длиной

до ∼1/3 от длины волны де Бройля с характерной

погрешностью моделирования в несколько процентов.

4. Программная реализация

Вкратце метод сетки Фурье (Fourier grid method) ис-

пользует очевидные простые формы дифференциальных

операторов p (импульс) и K (кинетическая энергия) в

импульсном представлении. Оценки производных, осно-

ванные на фурье-преобразовании, обеспечивают гораздо

более высокую точность, чем конечно-разностные ап-

проксимации, что позволяет использовать существенно

меньшие вычислительные сетки. Обратные преобразо-

вания Фурье K и p из импульсного в координатное

представление могут быть выражены в виде матриц

компактной аналитической формы [21,30].
Суммирование K с матрицей U потенциальной энер-

гии (не исключая случай нескольких взаимодействую-

щих каналов) формирует матрицу гамильтониана H в

координатном сеточном представлении, которая затем

может быть диагонализирована стандартными методами

вычислительной математики или возведена в степень (в
матричном смысле) для формирования оператора эво-

люции T(t) = exp(−iHt/~), позволяющего рассчитать

эволюцию волнового пакета ψ(t) за один временной шаг

t .
Одним из сильнейших преимуществ рассматриваемо-

го метода является его способность работать с неэквиди-

стантными сетками (метод сетки Фурье с картированием

(mapping) [21,30,49]), которые могут быть построены

(
”
оптимизированы“) так, чтобы уменьшить количество

узлов в тех областях, где импульсы волновых пакетов

малы, что делает сетки в целом намного более ком-

пактными. При построении эквидистантных или карти-

рованных сеток подразумевается существование верхней

границы энергии E так, чтобы волновые функции состо-

яний ниже E оказались адекватно представлены на такой

сетке.

В основном наша программная реализация метода

сетки Фурье эксплуатирует обрисованные идеи и реа-

лизует большинство функций, описанных в оригиналь-

ных статьях [26–32]. Наиболее существенное отличие

состоит в том, что интерфейс программ адаптирован для

использования с нашим пакетом Optimizer.

Пакет Optimizer был впервые представлен на кон-

ференции [50], хотя мы использовали более ранние

версии по крайней мере за два десятилетия до это-

го (см. заключительную часть настоящего раздела).
Исходные коды пакета Optimizer и всех прикладных

программ (включая описанные в настоящей статье) на

языке Matlab доступны по адресу [21]. Названный пакет

представляет собой многофункциональный инструмент

для поблочного построения и оптимизации общих мате-

матических и физических моделей. Основным методом

оптимизации (в общем случае нелинейной) является

метод Левенберга-Марквардта [51,52], который основан

на разложении по сингулярным значениям (singular value
decomposition, SVD) [53] локальной конструкционной

матрицы (матрицы Якоби). Пакет поддерживает ряд

средств регуляризации, таких как робастные оценки,

которые можно использовать вместо использующейся

по умолчанию оценки наименьших квадратов, усеченный

SVD (в хемометрике principal value regression, PCR),
регуляризация Тихонова (в хемометрике ridge regression,

RR) и т. д. Поддерживаются параллельные вычисления.

Другие функции и правила подробно описаны в руковод-

ствах, которые также доступны по адресу [21].
Программа метода (картированной) сетки Фурье пол-

ностью написана на языке Matlab. Она способна строить
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матрицу гамильтониана и диагонализировать ее (т. е.
находить собственные энергии и собственные векторы),
используя встроенные функции Matlab

”
eig“ (традици-

онный метод диагонализации) или
”
eigs“ (метод Лан-

цоша [54,55]). Более подробная информация об этих

функциях доступна в справочной системе Matlab и

руководствах по программам. Она также может вы-

числять вращательные константы и парциальные доли

многоканальных компонент для каждого собственного

состояния. Потенциал U(r ) задается в виде вектора

(в одноканальном случае) или матрицы (в многока-

нальном случае) в диабатическом представлении на

пространственной сетке.

Основная программа не включает в себя никаких

средств демпфирования, поэтому оптический потенциал

(при необходимости) должен быть добавлен к потенци-

алу U(r ) перед его передачей в основную программу.

Предусмотрена вспомогательная программа, позволяю-

щая рассчитать и встроить оптический потенциал ти-

па (8) с заданными пользователем параметрами k, λ, γ и

границами диапазона действия оптического потенциала.

В дополнение к области поглощения lλ0 (l — опреде-

ляемый пользователем размер в единицах длины осцил-

ляции плоской волны λ0 = 2π~/
√
2mE0 для некоторой

эталонной энергии E0), соответствующей z ∈ [0, 1] (т. е.
интервал координаты r с границами min(r ) и max(r )
в обозначениях разд. 2.2), мы допускаем возможное

изменение этого диапазона до (l + l+)λ0; при l+ > 0 это

подразумевает включение области с z > 1, в которой в

пошаговой схеме волновая функция умножается на ноль.

Оптимизированная картированная сетка (при необхо-

димости) также строится с помощью отдельной вспо-

могательной программы для любого предопределенного

обертывающего (envelope) потенциала [21,30,49] V(r )
(может отличаться от физического потенциала U(r )).
Другие новшества, отличающие нашу реализацию ме-

тода сетки Фурье от предыдущих, описаны ниже.

В представлении картированной координаты гамиль-

тониан H = K + U преобразуется [21,30,49] в

H̃ = K̃ + U = − ~
2

2m

(

√

dx
dr

[

d
dx

]

√

dx
dr

)2

+ U, (9)

где r — естественная физическая координата, а x —

картированная координата.

В альтернативных реализациях метода картированной

сетки Фурье (например, [30,32]) коммутации оператора

дифференцирования [d/dx] с
√

dx/dr выполняются явно

в аналитическом виде, в результате чего появляется

оператор [d2/dx2] и возникает необходимость расчета

вторых производных d2x/dr2. Мы не видим необходи-

мости в этом, так как матричное выражение (9) лег-

ко вычисляется непосредственно, особенно с помощью

высокоэффективной матричной алгебры Matlab. Кроме

того, при выполнении итерационных оптимизирующих

вычислений нет необходимости пересчитывать матрицу

K̃ кинетической энергии (так же как и картированную

координату) на каждом следующем шаге итерации, а в

многоканальном случае эта матрица одинакова для всех

каналов.

Еще одним нововведением является использование

r -зависимой верхней граничной энергии E при постро-

ении
”
оптимальной“ сетки [21,30,49]. Действительно,

нет формальной причины для сохранения ее значения

постоянным во всей области, и подходящая зависимость

от r в состоянии обеспечить заметное уменьшение

числа узлов пространственной сетки без ущерба для

физически содержательных аспектов. Мы выбрали такую

зависимость в виде

E(r ) = [V(r r ) + dEr ] + [(V(r l ) + dEl)

− (V(r r ) + dEr )] exp

[

−ǫ r − r l

r r − r l

]

, (10)

где r l и r r — левая и правая границы координат-

ной сетки, в предположении V(r l ) > V(r r ) (точнее
V(r l ) + dEl > V(r r ) + dEr ). Параметр ǫ определяет ско-

рость убывания этой функции слева направо; в наших

тестовых вычислениях значение ǫ = 25 часто оказыва-

лось оправданным. Величины dEl и dEr необходимы для

исключения искусственных особенностей на границах.

При dEl = 0 и dEr = 0 все недиагональные граничные

элементы матрицы гамильтониана H̃ в картированном

представлении (9) равны нулю вследствие V(r ) = E, и

формальное нефизическое решение задачи собственных

значений будет таким, в котором граничный элемент

собственного вектора является единственным ненуле-

вым элементом, а собственное значение равно значению

потенциала в этой граничной точке [21]. Малые значения

этих величин (относительно характерного энергетиче-

ского масштаба задачи) не приводят к заметному увели-

чению вычислительной сетки. В малоинтересном случае

V(r l ) + dEl ≤ V(r r ) + dEr в качестве E принимается

постоянное значение V(r r ) + dEr .

При расчетах оптического потенциала возникает сле-

дующее техническое затруднение. В выражении (6) мо-

гут проявиться точки с очень малыми (близкими нулю)
значениями функции f k1(z(r )), натуральные логарифмы

которых стремятся к минус бесконечности. Хотя Matlab

позволяет работать с объектом Inf, некоторые операции

с ним недоступны или не вполне корректны. В част-

ности, собственные значения и собственные векторы

матрицы, содержащей элементы типа Inf, не могут быть

вычислены. Такие величины довольно резко обращаются

в минус бесконечность, так что их конечные значения до

того, как это происходит, остаются вполне разумными.

Чтобы преодолеть указанный недостаток, мы использо-

вали прямую линейную экстраполяцию последних ко-

нечных значений оптического потенциала (6); в случае,

когда это линейное приближение также обращается в

вычислительном смысле в −Inf (хотя мы не сталкива-

лись с такой ситуацией на практике), такие величины

приравниваются последнему вычисленному конечному

значению. Описанная процедура заодно проясняет, как

Оптика и спектроскопия, 2022, том 130, вып. 5



664 В.Б. Совков, Jizhou Wu, and Jie Ma

расширение области поглощения до l + l+ реализуется

на практике в терминах оптического потенциала.

Как только матрица гамильтониана построена про-

граммой (картированной) сетки Фурье, оператор эво-

люции может быть вычислен с помощью встроенной

функции Matlab матричной экспоненты
”
expm“, позво-

ляя далее рассчитать эволюцию волнового пакета ψ(t).
Для этого также предусмотрена отдельная программа.

В работе [30] предлагался алгоритм интерполяции

волновой функции, рассчитанной на некоторой коорди-

натной сетке, в любую желаемую точку. Этот алгоритм

основан на общих свойствах преобразования Фурье и

действительно обладает максимально возможной точ-

ностью. Однако мы хотели бы подчеркнуть, что в

большинстве случаев эта интерполяция не требуется,

поскольку без потери точности алгоритма в целом

все квантово-механические матричные элементы могут

быть аппроксимированы суммами по сетке (аппрокси-
мирующими теоретически идеальные интегралы). Это
ясно из переформулировки бесконечномерной квантово-

механической теории возмущений в терминах конечно-

мерной матрицы гамильтониана, используемой в вычис-

лениях. В частности, именно так в наших программах

рассчитываются вращательные константы и парциаль-

ные доли многоканальных компонент.

В наших предыдущих исследованиях мы регулярно

использовали ранние версии программ, описанных здесь.

Некоторые примеры применения наших программ сетки

Фурье к задачам молекулярной спектроскопии можно

найти, например, в [2,56,57]. В пакет, доступный для

свободного скачивания [21], включена воспроизводимая

тестовая модель, позволяющая адекватно рассчитать

колебательную структуру в неадиабатически смешанном

комплексе состояний A16+
u ∼ b35u димера рубидия в

рамках 3-канальной модели [58].
Основной пакет Optimizer достаточно широко исполь-

зовался в разнообразных приложениях [3,59–90].

5. Выводы

Подводя итог, мы предложили новую поглощающую

функцию/оптический потенциал, образованный комби-

нацией косинусов, для квантово-механических расчетов

спектроскопических и столкновительных свойств двух-

частичной (например, двухатомной) системы. Этот тип

функции способен обеспечить высокую степень гладко-

сти сшивки с физически содержательной областью. Мы

представили программную реализацию (картированно-
го) метода сетки Фурье и описали ее специфические

качества. Численные тесты нового оптического потен-

циала выполнены с использованием нашей программы

сетки Фурье, в них продемонстрирована высокая эффек-

тивность этого оптического потенциала. Численные те-

сты показали, что уменьшение длины зоны поглощения

до ∼1/3 от длины осцилляции стационарной волновой

функции (длины волны де Бройля) при подходящем

выборе параметров оптического потенциала приводит к

характерной погрешности в несколько процентов.
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