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Двухкомпонентное бризерное решение уравнения Хироты
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Уравнение Хироты трансформируется к связанным нелинейным уравнениям Шредингера с использованием

обобщенного пертурбативного метода редукции. Получено решение уравнения Хироты для двухкомпонент-

ного векторного бризера, осциллирующего на суммарной и разностной частотах и суммарных и разностных

волновых числах, которое совпадает с векторным 0π-импульсом самоиндуцированной прозрачности.
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Локализованная в пространстве и во времени нели-

нейная уединенная волна, сохраняющая свою форму

неизменной, является одной из наиболее существенных

характеристик нелинейной среды, в которой она рас-

пространяется. В зависимости от физических условий

и свойств среды могут формироваться различные виды

уединенных волн, среди которых наиболее часто встре-

чаются солитоны или их различные версии. Особый

интерес вызывают уединенные волны малой амплитуды,

к которым относятся бризеры. Солитоны и бризеры яв-

ляются скалярными однокомпонентными нелинейными

волнами, которые встречаются в совершенно различных

областях физики, таких как гидродинамика, акустика,

плазма, оптика, теория поля и др. Нелинейные уеди-

ненные волны являются решениями различных нели-

нейных уравнений, среди которых скалярное нелиней-

ное уравнение Шредингера (НУШ), система уравне-

ней Блоха−Максвелла, уравнение Кортевега−де Фриза,

уравнение синус-Гордона и многие другие. Несмотря на

многообразие уравнений, формы и свойства их решений

являются идентичными. Методы решения нелинейных

дифференциальных уравнений в частных производных

довольно разнообразны [1–3]. Среди этих методов для

получения скалярных однокомпонентных решений нели-

нейных уравнений часто применяется пертурбативный

метод редукции (ПМР) [2]. Этот метод позволяет транс-

формировать довольно широкий класс нелинейных урав-

нений к скалярному НУШ, решения которого хорошо

известны [1].
В некоторых физических ситуациях две скалярные

однокомпонентные волны образуют связанное состояние

и распространяются в среде как одна нелинейная волна.

Такие волны являются решениями связанных (вектор-
ных) НУШ и называются двухкомпонентными вектор-

ными солитонами или двухкомпонентными векторными

бризерами, которые встречаются как для плоских волн,

так и для волноводных и поверхностных мод [4,5].
Специального рассмотрения требует двухкомпонент-

ная волна, которая является связанным состоянием двух

скалярных однокомпонентных бризеров с одинаковой

поляризацией. Один бризер осциллирует на суммарных,

а второй — на разностных частотах и волновых числах.

Форма этой нелинейной волны отличается от профилей

скалярного солитона и скалярного бризера. Впервые

такая волна была исследована в теории оптической

самоиндуцированной прозрачности (СИП), а затем и в

акустической СИП и была названа векторным 0π-им-

пульсом СИП [5,6].
Рассмотрение двухкомпонентных нелинейных волн,

осциллирующих на суммарных и разностных частотах

и волновых числах (СРЧВ), стало возможным после

разработки обобщенного ПМР [5,6], который позво-

ляет трансформировать нелинейные уравнения СИП

к связанным (векторным) НУШ для вспомогательных

функций. Несколько позже было доказано, что с при-

менением обобщенного ПМР такой же двухкомпонент-

ный векторный бризер может формироваться также

для волн совершенно другой физической природы и

для совершенно другого типа уравнений, чем в слу-

чае СИП, а именно для модифицированного уравнения

Бенжамена−Бона−Махони (МББМ). Уравнение МББМ

описывает нелинейные волны в ангармонических твер-

дых телах, плазме, жидкостях, акустических метаматери-

алах, на поверхности диспергирующих сред и т. д. [7,8].
Решениями перечисленных нелинейных уравнений

СИП и МББМ, исследованных обобщенным ПМР, яв-

ляются вещественные функции пространственной ко-

ординаты и времени. Однако при описании некоторых

нелинейных явлений часто встречаются также такие

нелинейные уравнения, которым удовлетворяют ком-

плексные нелинейные функции. К ним относятся скаляр-

ное НУШ, комплексное модифицированное уравнение

Кортевега−де Фриза (КМКФ) и уравнение Хироты [3,9]:

i
∂u
∂t

+ ρ
∂2u
∂z 2

+ δ|u|2u + iσ
∂3u
∂z 3

+ i3α|u|2
∂u
∂z

= 0, (1)

где u(z , t) — комплексная функция пространственной

координаты и времени, α, ρ, σ , δ — действительные
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постоянные, которые удовлетворяют условию

αρ = σ δ. (2)

При выполнении условия α = σ = 0 уравнение Хироты

сводится к скалярному НУШ

i
∂u
∂t

+ ρ
∂2u
∂z 2

+ δ|u|2u = 0. (3)

А когда выполняется условие ρ = δ = 0, уравнение (1)
преобразуется в уравнение КМКФ

∂u
∂t

+ σ
∂3u
∂z 3

+ 3α|u|2
∂u
∂z

= 0. (4)

Иногда уравнение Хироты представляют как

i
∂u
∂t

− α2

(

∂2u
∂z 2

+ 2|u|2u

)

+ iα3

(

∂3u
∂z 3

+ 6|u|2
∂u
∂z

)

= 0,

где α = 2α3, δ = −2α2, ρ = −α2, σ = α3; следовательно,

удовлетворяется условие (2). Уравнения (1), (3) и (4)
встречаются в различных областях физики, во многих

нелинейных системах. В частности, уравнение (1) при

выполнении условия (2) характеризует квазирезонанс-

ное нелинейное взаимодействие лазерного импульса с

системой двухуровневых атомов [10]. Хотя однокомпо-

нентные нелинейные волны этих уравнений исследова-

ны [1,3,9], двухкомпонентный бризер, осциллирующий

на СРЧВ, до сих пор не был рассмотрен. Для изуче-

ния двухкомпонентных волн уравнения (1) рассмотрим

вещественную функцию U(z , t) пространственной коор-

динаты и времени в форме

U = u + u∗, (5)

где комплексная функция u(z , t) является решением

уравнения Хироты (1), u∗ — комплексно-сопряженная

функция u.
Для нелинейных импульсов с длительностью T , удо-

влетворяющих условию

Tω ≫ 1, (6)

используем приближение медленно меняющейся огиба-

ющей, и вещественная функция U(z , t), которая харак-

теризует нелинейный волновой процесс, может быть

представлена в следующей форме [11]:

U(z , t) =
∑

l=±1

ûl(z , t)eil(kz−ωt), (7)

где ûl — медленно меняющаяся комплексная функция,

eil(kz−ωt) — быстроосциллирующая часть, ω и k —

частота и волновое число несущей волны.

Цель настоящей работы — показать, что в случае

применения обобщенного ПМР выражение (5) приоб-

ретает вид двухкомпонентного векторного бризера, ос-

циллирующего на СРЧВ, если справедливы условие (6)

и разложение (7), а амплитуда волны u = û+1ei(kz−ωt)

удовлетворяет уравнению Хироты (1), а также опреде-

лить параметры двухкомпонентной нелинейной волны и

доказать связь между уравнением Хироты (скалярным
НУШ, КМКФ) и связанным (векторным) НУШ для

вспомогательных функций.

Подставляя выражение u = û+1ei(kz−ωt) в уравне-

ние (1) и функцию u∗ = û−1e−i(kz−ωt) в комплексно-

сопряженное уравнение, получаем нелинейное уравне-

ние для медленно меняющейся комплексной функций ûl

il
∂ ûl

∂t
+ ilA

∂ ûl

∂z
+ B

∂2ûl

∂z 2
+ ilσ

∂3ûl

∂z 3
+ D|ûl|

2ûl

+ 3αil|ûl|
2 ∂ ûl

∂z
= 0 (8)

и закон дисперсии импульса в среде

ω = (ρ − σ k)k2, (9)

где A = 2ρk − 3σ k2, B = ρ − 3σ k , D = δ − 3αk , l = ±1.

Для исследования двухкомпонентного решения урав-

нения (8) используем обобщенный ПМР [5,6,8], с помо-

щью которого функцию ûl можно представить как

ûl(z , t) =

∞
∑

α=1

∞
∑

n=−∞

εαYl,n f (α)
l,n (ζl,n, τ ), (10)

где Yl,n = ein(Ql,nz−�l,nt), ζl,n = εQl,n(z − v l,nt),

τ = ε2t, v l,n =
d�l,n

dQl,n
, ε — малый параметр. Такое

разложение позволяет выделить из ûl еще более

медленно меняющиеся вспомогательные функции f (α)
l,n .

Предполагается, что ω ≫ �l,n, k ≫ Ql,n для любых

значений индексов l и n.
Подставляя уравнение (10) в уравнение (8) и прирав-

нивая к нулю члены с одинаковыми степенями ε, после

стандартной процедуры [5,6,8] можем получить связан-

ные НУШ для вспомогательных функции λ± = ε f (1)
+1,±1

в виде

i

(

∂λ±

∂t
+ v±

∂λ±

∂z

)

+ p±

∂2λ±

∂z 2

+
(

q±|λ±|
2 + r±|λ∓|

2
)

λ± = 0, (11)

а также определить связь между осциллирующими пара-

метрами �l,n и Ql,n :

�±1 − AQ±1 ∓ BQ2
±1 + σQ3

±1 = 0, (12)

где

p± = B ∓ 3σQ±1, q± = D ∓ 3αQ±1,

r± = 2D + 3α(Q−1 − Q+1), v± = A ± 2BQ±1 − 3σQ2
±1,

�±1,±1 = �+1, �±1,∓1 = �−1,

Q±1,±1 = Q+1, Q±1,∓1 = Q−1. (13)
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Подставляя решение уравнения (11) в уравнения (10),
(5) и (7), получаем двухкомпонентный векторный бри-

зер, осциллирующий на суммарной ω + �+1(k + Q+1)
и разностной ω −�−1(k − Q−1) частотах (волновых
числах) уравнения Хироты (1) в форме

U(z , t) = R sech

(

t − z
V0

T

)

×
∑

j=±1

Fj cos
[

(k + jQ j + k j)z − (ω + j� j + ω j)t
]

,

(14)

где F+1 = 1, F−1 =
√

p−q+−p+r−
p+q−−p−r+

, R, T и V0 — ам-

плитуда, ширина и скорость двухкомпонентного нели-

нейного импульса, k±1 и ω±1 — действительные по-

стоянные. Предполагаем, что справедливы неравенства

k±1 =
V0−v±
2p±

≪ Q±1, ω± ≪ �±1. Параметры нелиней-

ной волны определяются уравнениями (13), дисперси-

онное соотношение и связь между осциллирующими

параметрами представлены уравнениями (9) и (12).
Более точно решение (14) является решением урав-

нения (5), комплексная амплитуда которого представля-

ет собой решение уравнения Хироты при выполнении

условий (6) и (7). Решение (14) совпадает с векторным

0π-импульсом СИП [5,6].
Суммируя полученные результаты, можно сделать

следующий важный вывод: применение обобщенного

ПМР позволяет получить двухкомпонентные векторные

бризеры, осциллирующие на СРЧВ, для функций со-

вершенно различной физической природы (оптические,
акустические, гидродинамические, плазменные и т. д.)
в разных средах, являющиеся решениями совершенно

различных нелинейных уравнений как в случае веще-

ственных функций для уравнений СИП и МББМ, так и

в случае комплексных функций для уравнения Хироты,

скалярного НУШ и КМКФ.
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