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В дипольном приближении вычислена спектральная плотность энергии излучения осциллятора, движение

которого описывается уравнением с дробным интегро-дифференцированием. Модель дробного осциллятора

может описывать различные типы излучения, в том числе и с неэкспоненциальным законом релаксации. Най-

дена форма спектральной линии излучения. Проведено сравнение полученного результата с классическим

лоренцевским спектром и экспериментальными спектрами излучения монохроматического и люминофорного

светодиодов. Порядок дробного интегро-дифференцирования в модели задает величину уширения спектра

излучения.
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Математическая модель дробного осциллятора (от
англ. fractional oscillator) может конструктивно приме-

няться для описания колебательных процессов как с

медленным, так и с быстрым затуханием [1–17]. Суть
этой модели заключается в том, что закон эволюции

механической или динамической системы задается с

учетом эффекта динамической памяти: считается, что

импульс системы в текущий момент времени t уста-

навливается в результате действия каких-либо сил в

предшествующие моменты времени t′ < t . В наших

работах [11–13] было показано, что степенная функ-

ция памяти учитывает диссипацию энергии колебаний

осциллятора. Уравнение движения такого осциллято-

ра представляет собой дифференциальное уравнение

дробного порядка. При этом обнаружено, что порядок

дробного интегро-дифференцирования взаимосвязан с

добротностью и коэффициентом затухания осциллятора.

Этот вывод качественно и количественно подтвержден в

работах [14–17].

Из классической электродинамики [18] и теории лю-

минесценции [19] известно, что затухающие колебания

в системе, состоящей из положительных и отрицатель-

ных зарядов, например в плазме твердого тела, яв-

ляются причиной уширения спектра соответствующего

дипольного излучения. Закон затухания такого излуче-

ния определяется динамикой возбужденного состояния,

которая формируется в зависимости от конкретных фи-

зико-химических свойств системы и условий внешнего

возбуждения. В связи с этим возникают закономерные

вопросы относительно интенсивности и формы спек-

тральной линии излучения дробного осциллятора, а

также возможного применения этой модели к описанию

реальных излучательных систем. Решению этих актуаль-

ных вопросов посвящена настоящая работа.

Запишем уравнение движения электрона в интеграль-

ной форме

p(t) = p(0) +

t
∫

0

G(t − t′)F(r, t′)dt′, (1)

где p и F — векторы импульса и силы, G — функ-

ция памяти. Выберем функцию памяти в степенном

виде [20,21]:

G(t) =
1

Ŵ(α)

(

τ

t

)1−α

, 0 < α 6 1, (2)

где Ŵ(α) — гамма-функция Эйлера, τ — некоторая

константа процесса. Подставляя (2) в (1), получаем

уравнение движения дробного порядка

dαp(t)
dtα

= τ 1−αF(r, t). (3)

В (3) содержится дробная производная Капуто, которая

по определению при α < 1 есть

dn+αy(t)
dtn+α

=
1

Ŵ(1− α)

t
∫

0

y (n+1)(t′)dt′

(t − t′)α
, n = 0, 1, 2, . . . .

Обширную информацию о дробных операторах и их

применении в различных физических задачах можно

отыскать в работах [22–26]. В отсутствие внешних

полей из (3) следует уравнение одномерного дробного

осциллятора

d1+αx(t)
dt1+α

+ ω1+α
0 x(t) = 0, (4)

где ω0 = 1/τ — частота незатухающих колебаний при

α = 1. Будем предполагать, что движение электрона
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белого“ (b) светодиодов. Штриховые кривые —

эксперимент, сплошные кривые — расчет по формуле (8).

и излучение начинаются в момент t = 0. Аналогично

классическому случаю [18,19] примем начальные усло-

вия x(0) = x0 и x ′(0) = iω0x0, где x0 — комплексная

амплитуда. Тогда решение уравнения (4) запишется в

виде

x(t) = x0

{

E1+α,1

[

−(ω0t)
1+α
]

+ iω0tE1+α,2

[

−(ω0t)
1+α
]}

,

Eβ,µ(z ) =

∞
∑

k=0

z k

Ŵ(βk + µ)
, (5)

где Eβ,µ(z ) — фукция типа Миттаг−Леффлера.

Спектральная плотность энергии дипольного излуче-

ния задается формулой

uω =
q2

3ε0c3
|ẍω |

2, (6)

ẍω =
1

2π

∞
∫

−∞

ẍ(t) exp(iωt)dt, (7)

где q — заряд электрона, с — скорость света в вакууме,

ε0 — электрическая постоянная. В (7) подразумевается,

что x(t) = 0 при t < 0. Из (5)−(7) получаем

uω =
q2ω

2(1+α)
0 |x0|

2

12π2ε0c3

×
(ω + ω0)

2

ω2(1+α) − 2(ωω0)1+α sin(πα/2) + ω
2(1+α)
0

. (8)

Для (8) имеет место условие нормировки

∞
∫

0

uωdω =
q2ω3

0 |x0|
2

12πε0c3(1 + α)

[

tan

(

πα

2

)

(

csc

(

π

1 + α

)

− csc

(

3π

1 + α

)

)

− 2csc

(

2π

1 + α

)

]

,

в котором должно выполняться неравенство

1/2 < α < 1. Выпишем также в наших обозначениях

выражение для спектра лоренцевского типа

uω =
q2�4|x0|

2

12π2ε0c3

1

(ω −�)2 + γ2
, (9)

где γ — коэффициент затухания, � =
√

ω2
0 − γ2 —

частота затухающих колебаний. В режиме слабого за-

тухания ω0 ≫ γ [19]. Для этого режима в (9) можно

принять � ≈ ω0. В предельном случае при α → 1 и

γ → 0, т. е. в отсутствие затухания, формулы (8) и (9)
совпадают.

Дальнейшая задача заключается в том, чтобы срав-

нить между собой спектральные линии, полученные с

помощью выражений (8) и (9), а также провести срав-

нение с какими-либо образцовыми экспериментальными

данными по излучению. Из результатов [11–13] следует,
что согласование между спектральными линиями (8) и

(9) должна обеспечивать приближенная формула

α ≈ 1−
2

πQ
= 1−

4γ

πω0

, (10)

где Q — добротность осциллятора. Численные расчеты

показывают, что при соблюдении (10) удовлетворитель-

ное соответствие между (8) и (9) достигается уже при

Q > 5. При Q > 10 спектральные линии, рассчитанные

по формулам (8) и (9), практически неразличимы.

Следовательно, в режиме слабого затухания влияние

динамической памяти, которая задается формулой (2),
ослабевает и модель дробного осциллятора приблизи-

тельно дает экспоненциальный закон релаксации [11–13].
Математически это выражается в экспоненциальном

убывании осциллирующей функции (5) в области суще-

ствования ее нулей, если значение α близко к едини-

це [27].
В настоящей работе была проведена эксперименталь-

ная проверка модели дробного осциллятора. В качестве
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источников излучения были выбраны SMD-светодиоды.

Измерения спектров излучения светодиодов проводи-

лись с помощью спектрометра HR4000 с волоконным

входом. Экспериментальные спектры излучения моно-

хроматического оранжевого и люминофорного
”
белого“

светодиодов и теоретические расчеты по формуле (8)
продемонстрированы на рисунке. В случае монохрома-

тического оранжевого светодиода спектр был аппрок-

симирован одной спектральной линией (см. рисунок,a).
Тогда как спектр люминофорного

”
белого“ светодиода

(см. рисунок,b) аппроксимировался суммой двух спек-

тральных линий с различными параметрами. Численные

значения рассчитанных параметров для формул (8) и

(10) указаны на рисунке. Можно видеть, что расчеты

успешно воспроизводят основные (верхние) части спек-

тров излучения. Для полупроводниковых светодиодов,

которые можно отнести к высокодобротным излучатель-

ным системам c Q ≫ 1/2, точность описания экспери-

ментальных спектров оказывается такой же, как и в

лоренцевской модели.

В заключение сформулируем основные выводы. Из

сравнения расчетов с экспериментальными данными

следует, что модель дробного осциллятора пригодна для

описания спектральных линий дипольного излучения.

Порядок дробного интегро-дифференцирования в (8)
при α < 1 определяет уширение спектральной линии из-

лучения. Главным достоинством рассмотренной модели

является то, что в ней отсутствует необходимость вво-

дить динамическую (линейно зависящую от скорости)
силу трения в уравнение движения; снижение порядка

дробного интегро-дифференцирования в (4) эффективно

учитывает диссипацию энергии колебаний осциллятора.
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