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Рассматривается пара связанных квантовых волноводов с общей полупрозрачной границей, имеющей

малое отверстие, что приводит к резонансным явлениям при прохождении электрона. С помощью метода

согласования асимптотических разложений получены формулы для первых членов разложений резонансов

(квазисобственных значений) и резонансных состояний. Исследовано влияние геометрии системы и

параметра прозрачности границы на время жизни резонансных состояний.
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Разработка новых наноэлектронных устройств требует

теоретического исследования электронного транспорта

через мезоскопические системы, в частности квантовые

волноводы [1]. При этом особое внимание следует уде-

лять резонансным эффектам при прохождении электро-

на через рассматриваемую систему [2,3]. Одна из при-

чин таких эффектов — локальные возмущения волно-

водов, например связь между несколькими волноводами

через малые отверстия [4,5]. Настоящая работа посвяще-

на анализу задачи о связанных волноводах асимптотиче-

скими методами. Задача о волноводах, связанных через

малые отверстия, в случае граничных условий Дирихле

и Неймана была рассмотрена ранее [4–9]. Однако фи-

зически более осмыслена не полностью непроницаемая

граница, а барьер между волноводами. Простейшей мо-

делью такого барьера является полупрозрачная граница

или, другими словами, потенциал, сосредоточенный на

граничной линии (поверхности). В последнее время

активно развивалась математическая теория таких по-

тенциалов [10–16]. В настоящей работе используется ме-

тод согласования асимптотических разложений решений

краевых задач, предложенный в [17] и развитый впослед-

ствии для волноводов (см., например, [6,7,9,13,18]).

Мы рассматриваем систему из двух двумерных кван-

товых волноводов, соединенных общей полупрозрачной

границей, в которой имеется малое отверстие. Вызы-

ваемые его существованием резонансы мы и рассмат-

риваем. С математической точки зрения резонансные

эффекты связаны с наличием у гамильтониана систе-

мы квазисобственных значений с малыми мнимыми

частями. Цель настоящей работы состоит в том, чтобы

получить главные члены асимптотического разложения

квазисобственного значения по малому параметру —

ширине отверстия в границе. На внешних границах

волноводов предполагается условие Дирихле.

Ширины волноводов равны d+ и d−, причем

мы выбираем следующий диапазон их соотношения:

d+ < d− < 2d+. Это несущественное, чисто техническое

ограничение. Рассматривается оператор Лапласа в поло-

се со следующими граничными условиями:
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Полупрозрачность барьера описывается параметром

α, причем α = 0 означает отсутствие стенки, а α = ∞ —

полностью непрозрачную стенку. Рассматривается воз-

мущение данного оператора, прорезание малого отвер-

стия в границе (рис. 1), которое приводит к появлению

у оператора собственных значений и резонансов (ква-
зисобственных значений), однако как локализованное

возмущение не меняет непрерывный спектр, пороги

которого определяются из условий (1). Мы будем
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Рис. 1. Пара волноводов с общей полупрозрачной стенкой.
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рассматривать асимптотику квазисобственного значения

вблизи второго порогового значения непрерывного спек-

тра λ2 = ν22 (выбрано значение выше первого порога

непрерывного спектра, чтобы в волноводе существовали

решения типа бегущих волн). В этой формуле ν j явля-

ется j-м положительным корнем (они пронумерованы в

порядке возрастания) уравнения

−ν ctg(d+ν) − ν ctg(d−ν) = α. (2)

Асимптотическое разложение ищем в следующем виде:

√
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Здесь a — полуширина отверстия, a0 — величина,

выбранная в качестве единицы длины для асимптотиче-

ских формул, k2
a — искомое квазисобственное значение.

Появление в анзаце (3) логарифма связано с наличием

логарифмических членов в асимптотике функции Грина

(см., например, [6,7,9]). Коэффициенты этого разложения

находятся методом согласования асимптотических раз-

ложений решений краевых задач, которое производится

в малой окрестности отверстия, а именно строятся

окружности радиусов
√

a и 2
√

a с центрами в центре

отверстия. Во внешности малого круга строится внеш-

нее разложение решения, а во внутренности большого

круга — внутреннее разложение решения. В пересече-

нии данных областей производится согласование разло-

жений, из которого и находятся коэффициенты. Особен-

но интересно найти мнимую часть квазисобственного

значения, которая обратно пропорциональна времени

жизни соответствующего квазисвязанного состояния.

Первым коэффициентом, обладающим мнимой частью,

является k40. Коэффициенты находятся последовательно,

поэтому для отыскания мнимой части квазисобственно-

го значения требуется найти и предыдущие коэффици-

енты. Опуская эти весьма длинные выкладки, приведем

лишь результат
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В этой формуле ν является вторым положительным

решением уравнения (2), т. е. отражает зависимость

от α. C1 — нормировочный коэффициент собственных

функций.

Как видно из формулы (4), время жизни резонансного

состояния, которое в главном члене пропорционально

(Imk40)
−1, зависит от трех основных параметров си-

стемы: ширин обоих волноводов и параметра полупро-

зрачности α. Для удобства выберем в качестве единицы

длины ширину верхнего волновода: d+ = 1. Тогда с

учетом принятых нами ограничений d− может меняться

в диапазоне 1 < d− < 2.

Исследуем зависимость (Imk40)
−1 от d− при фик-

сированных значениях α: 0.1, 0.2, 0.5, 1, 2 и 5. Рас-

четы проведены численно с помощью программного
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Рис. 2. Зависимость (Imk40)
−1 от d− (за единицу измерения

по осям взято d+).

комплекса SMath Studio. Из формулы (4) ясно, что при

каждом фиксированном α найдется такое значение d−,

при котором Imk40 = 0. В частности, это будет в том

случае, когда мы имеем не квазисобственное значение, а

собственное. В этих точках, положение которых зависит

от параметра прозрачности барьера α, вычисления не

производились, поэтому бесконечности на рис. 2 не

показаны.

Таким образом, в работе изучен резонанс для дву-

мерных квантовых волноводов, разделенных полупро-

зрачной границей с малым отверстием, и найдена его

асимптотика по ширине отверстия.
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