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Масштабно-инвариантные случайные процессы с большими флуктуациями моделируются системой двух

стохастических нелинейных дифференциальных уравнений, описывающей взаимодействующие фазовые

переходы. Показано, что под действием белого шума возникает критическое состояние, характеризующееся

турбулентным спектром и масштабно-инвариантным распределением амплитуд. Критическому состоянию

соответствует максимум энтропии, свидетельствующий об устойчивости процесса. При внешнем гармо-

ническом воздействии на случайный процесс с турбулентным спектром возникает резонансный отклик

масштабно-инвариантных функций.
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Масштабно-инвариантные процессы с большими

флуктуациями широко распространены в природе. Такие

процессы характеризуются степенными зависимостями

спектральной плотности и амплитудных распределений.

Известным примером масштабно-инвариантного про-

цесса является колмогоровская турбулентность, когда

при течении жидкости появляются пульсации различ-

ных масштабов, подчиняющиеся универсальным законам

подобия [1–3]. Согласно закону Колмогорова−Обухова,

спектральная плотность турбулентных пульсаций зави-

сит от частоты как f −α, где α = 5/3 (
”
закон −5/3“).

Для различных турбулентных течений эксперименталь-

но доказано существование интервалов частот, в ко-

торых выполняется закон Колмогорова−Обухова [4–8].
Но не все случайные процессы со степенным по-

ведением спектральной плотности и амплитудных

распределений можно свести к турбулентности. Во

многих природных и техногенных системах наблю-

даются масштабно-инвариантные флуктуации со спек-

тром мощности, обратно пропорциональным частоте

(1/ f -спектром) [9–12]. Такие флуктуации могут воз-

никать в критических режимах тепломассопереноса с

фазовыми переходами [13].
Экстремальные флуктуации в критических режимах

тепломассопереноса моделируются системой двух нели-

нейных стохастических уравнений, описывающей вза-

имодействие флуктуаций вблизи критического перехо-

да [13–15]. Решением этой системы является эволюция

флуктуаций, часть которых подчиняется классической

статистике (имеет экспоненциальную релаксацию и гаус-

совский
”
хвост“ распределения амплитуд), а другая

часть флуктуаций имеет степенную релаксацию и сте-

пенной
”
хвост“ распределения. Исследование взаимо-

действия больших и малых флуктуаций в критической

области объясняет физическую природу 1/ f -шума и

открывает новые возможности исследования больших

флуктуаций со степенным распределением амплитуд и

их взаимодействия с классическими флуктуациями. Под

действием анизотропного белого шума могут формиро-

ваться случайные процессы с 1/ f α-зависимостью спек-

тров мощности от частоты с различными значениями

показателя α: 0.7 < α < 2 [15]. В настоящей работе

показано, что в системе уравнений, моделирующей

флуктуации при взаимодействующих фазовых перехо-

дах, наряду с критическим состоянием с 1/ f -спектром
существует критический переход, характеризующийся

турбулентным спектром мощности S( f ) ∼ f −5/3. Систе-

ма уравнений в этом случае имеет вид

dϕ
dt

= −ϕψ2 + ψ + ξ(t),

dψ
dt

= −ψϕ2 + 2ϕ, (1)

где ϕ и ψ — динамические переменные (параметры
порядка), ξ — гауссовский, δ — коррелированный шум

с амплитудой σ , который подается только в первое

уравнение. Второе уравнение системы (1) является

управляющим, а первое — подчиненным. Система (1)
описывает случайные блуждания в потенциале взаимо-

действующих докритического и закритического фазовых

переходов и сама имеет критичность при значении

амплитуды белого шума σ (1.3 < σ < 1.5), несколько

большей, чем при моделировании 1/ f -шума. Систе-

ма (1) решалась численным методом. При критиче-

ской интенсивности белого шума в системе происходит

индуцированный шумом переход, а спектр перемен-

ной ϕ имеет вид Sϕ ∼ f −5/3, характерный для закона
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Рис. 1. Спектры мощности переменных ϕ(1) и ψ (2). На

вставке — функции распределения стохастических перемен-

ных: 1 — P(ϕ), 2 — P(ψ).

Колмогорова−Обухова при развитой турбулентности.

Спектр переменной ψ имеет вид Sψ ∼ f −2 при высоких

частотах и горизонтальную полку при низких частотах.

На рис. 1 приведены спектры мощности переменных

ϕ (1) и ψ (2) и соответствующие функции распреде-

ления стохастических переменных. Функция распреде-

ления P(ϕ) имеет степенной
”
хвост“ с зависимостью

P = kϕ−β (2)

(где показатель степени β = 2.5), которая прослеживает-
ся на протяжении 2−3 десятичных порядков величины.

”
Хвост“ распределения P(ψ) при больших амплитудах

имеет гауссовский вид, что дает основание пользоваться

для переменной ψ обычными формулами статистической

механики. Устойчивость процесса будет определяться

максимумом энтропии Гиббса−Шеннона [16]:

H = −

∑

n

Pn logPn. (3)

Проведенный расчет энтропии для квадрата перемен-

ной ψ2(t) показал, что критическому процессу с турбу-

лентным спектром мощности Sϕ ∼ f −5/3 соответствует

максимум зависимости информационной энтропии от

интенсивности шума, что свидетельствует об устойчи-

вости процесса. Критичность индуцированного шумом

перехода, при котором возникает турбулентный спектр

мощности, иллюстрирует рис. 2, на котором показаны за-

висимости функции распределения квадрата переменной

ψ2 при различных значениях амплитуды шума. Кривая 2

на этом рисунке соответствует критическому переходу.

На вставке к рис. 2 в логарифмических координатах

приведены функции распределения квадратов перемен-

ных ϕ (1) и ψ (2) в критическом режиме. Степенной

”
хвост“ функции P(ϕ2) описывается зависимостью (2) с

показателем степени β = 1.5.

При воздействии периодической силы на второе урав-

нение системы (1) был обнаружен нелинейный резонанс-

ный отклик масштабно-инвариантной функции распре-

деления. С учетом гармонического воздействия система

уравнений (1) принимает вид

dϕ
dt

= −ϕψ2 + ψ + ξ(t),

dψ
dt

= −ψϕ2 + 2ϕ + A sin(2π f 0t), (4)

где f 0 и A — частота и амплитуда периодического

воздействия соответственно. Добавление гармоники во

второе уравнение увеличивает энтропию системы и,

как следствие, повышает устойчивость процесса. Зависи-

мость энтропии от амплитуды A при заданной частоте f 0

имеет максимум при некотором критическом значении A
(0.4 < A < 1.4). Такое поведение при частоте f 0 = 0.2

иллюстрирует рис. 3. Периодическая сила вызывает

отклик функции распределения переменной ϕ. С ро-

стом амплитуды A растет коэффициент k в степенных

зависимостях (2) функций распределения. С ростом

амплитуды A коэффициент k растет до некоторого

значения и затем остается приблизительно постоянным.

Такое поведение наблюдается как для функции P(ϕ),
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Рис. 2. Функции распределения квадрата переменной ψ2

при значениях амплитуды шума σ = 1.8 (1), 1.45 (2), 1.2

(3). На вставке в логарифмических координатах приведены

функции распределения квадратов переменных ϕ (1) и ψ (2) в

критическом режиме.
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Рис. 3. Зависимость энтропии H от амплитуды A (1), зависи-
мость k(A) для функции распределения P(ϕ2) (2) и поведение

функции отклика dk/dA (3). Частота f 0 = 0.2.

так и для P(ϕ2). На рис. 3 приведена зависимость k(A)
для функции распределения P(ϕ2) квадрата переменной

ϕ2 (кривая 2). На этом же рисунке показано пове-

дение функции отклика dk/dA (кривая 3). Подобный

резонансный отклик масштабно-инвариантных функций

наблюдался при любых частотах f 0.

Таким образом, в системе уравнений, моделирующей

флуктуации при взаимодействующих фазовых перехо-

дах, наряду с критическим состоянием с 1/ f -спектром
мощности существует критический переход, характери-

зующийся турбулентным спектром S ∼ f −5/3. При внеш-

нем гармоническом воздействии повышается устойчи-

вость и возникает резонансный отклик масштабно-инва-

риантных функций случайного процесса с турбулентным

спектром.
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