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На основе известных математических моделей, описывающих колебания в потоке газа плохо обтекаемого

тела с одной степенью свободы, предложена модель колебаний тела с двумя степенями свободы. Составлены

уравнения поперечных поступательных колебаний и вращательных колебаний упруго закрепленного тела

вокруг оси, перпендикулярной вектору скорости набегающего потока. Методом Крылова−Боголюбова в

первом приближении уравнения сводятся к уравнениям для медленно меняющихся амплитуд и частот

колебаний. Оказалось, что дифференциальные уравнения, выписанные для квадратов безразмерных амплитуд

поступательных и вращательных колебаний, совпадают с известными уравнениями Лотки−Вольтерры, опи-

сывающими конкуренцию между двумя видами животных, питающихся одинаковой пищей. Коэффициенты

уравнений зависят от скорости набегающего потока. Модель верифицирована на примере колебаний макета

сегмента моста в аэродинамической трубе.
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Введение

Плохо обтекаемые упругие или упруго закреплен-

ные тела под действием ветра могут совершать посту-

пательные или вращательные колебания. Источником

колебаний протяженных тел могут быть периодически

сходящие вихри, образующие цепочку Кармана, если

частота вихрей близка к собственной частоте коле-

баний конструкции. В настоящей работе рассматрива-

ются колебания, называемые галопированием [1]. При

этом принимается, что частота периодического схода

вихрей намного превышает собственную частоту коле-

баний. Поэтому аэродинамические силы, возникающие

вследствие схода вихрей, осредняются и не оказывают

влияния на существенно медленный процесс колебания

при галопировании. В большинстве работ, посвящен-

ных колебаниям мостов, неустойчивости, приводящие к

галопированию, рассматривались для определения кри-

тической скорости ветра в соответствии с линейной

динамической теорией [2]. Предполагалось, что при

превышении критической скорости воздушного потока

колебания интенсивно нарастают и неизбежно приводят

к катастрофе. Однако в закритической области мосты

могут совершать колебания с ограниченной амплитудой

из-за аэродинамических нелинейностей, и амплитуды

посткритических колебаний в определенном диапазоне

скоростей ветра могут быть допустимыми [3]. Настоящая

работа посвящена построению математической модели

поступательных и вращательных колебаний плохо об-

текаемого тела и проверке этой модели на примере

колебаний макета сегмента моста, закрепленного на

упругой подвеске в рабочей части аэродинамической

трубы.

Для описания поступательного галопирования плохо

обтекаемого тела в работе [4] предложена квазистаци-

онарная модель. В основе этой модели лежит предпо-

ложение, что аэродинамические силы, действующие на

тело, зависят только от относительной скорости потока

и от углов, описывающих ориентацию тела относи-

тельно вектора скорости воздушного потока. Для по-

перечного обтекания воздушным потоком протяженного

тела, совершающего колебания в направлении, перпен-

дикулярном потоку, нормальная аэродинамическая сила,

действующая в направлении движения, зависит только

от мгновенного угла атаки α. Коэффициент нормальной

аэродинамической силы cy в зависимости от угла атаки

α можно определить в аэродинамической трубе в опытах

с неподвижно закрепленным телом. В работе [4] за-

висимость cy(α) квадратной призмы аппроксимировали

полиномом пятого порядка. Позже [5] было установлено,

что модель работает лучше, если аппроксимировать

зависимость cy(α) полиномом седьмого порядка. Ква-

зистационарная модель широко использовалась в даль-

нейшем для описания поступательного галопирования

прямоугольных цилиндров различных пропорций [6],
цилиндров с треугольным поперечным сечением [7],
ромбовидным поперечным сечением [8], призм конечно-

го удлинения [9].

Модель колебаний упруго закрепленного тела с двумя

степенями свободы разрабатывалась в работах [10,11].
Авторами этих работ была сделаны попытки распро-

странить квазистационарную модель галопирования на
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вращательные колебания двух плохо обтекаемых тел:

квадратной призмы и углового профиля. Трудность при-

менения этих моделей заключается в том, что разные

точки вращающегося тела имеют разную скорость и,

следовательно, мгновенный угол атаки этих точек разли-

чен. Приходится выбирать характерную точку для опре-

деления мгновенного угла атаки, в этом заключается

некоторый произвол.

1. Математическая модель
поступательных и вращательных
колебаний плохо обтекаемого тела

Пусть тело закреплено на упругой подвеске с одной

степенью свободы. В неподвижной системе координат

оно может перемещаться вдоль оси OY , перпендику-

лярной скорости набегающего потока v (рис. 1). Тело
наклонено под углом θ к горизонту.

Скорость тела относительно среды складывается из

двух перпендикулярных векторов. Первый вектор на-

правлен вдоль оси OX , его абсолютная величина равна v .

Второй вектор представляет собой скорость движения

тела вдоль оси OY . Его величина равна ẏ , где y —

координата центра масс тела, точка над символом здесь

и далее обозначает дифференцирование по времени.

Угол атаки α (угол между осью OX и осью скорост-

ной системы координат OXa) и относительная скорость

тела vr будут определяться формулами

α = θ − arctg(ẏ/v),

vr = v
(

1 + (ẏ/v)2
)0.5

≈ v
(

1 + 0.5 (ẏ/v)2
)

.

Далее будем считать углы атаки малыми и пользовать-

ся приближенными выражениями: α = θ − (ẏ/v), vr = v .

Коэффициент cy силы, действующей вдоль оси OY ,
аппроксимируют полиномом степени n по углу атаки α.

Не нарушая общности задачи, примем, что коэффици-

ент A0 при α0 равен нулю, поскольку от величины этого
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Рис. 1. Моделирование поступательного галопирования.

члена зависит только среднее значение координаты

y = y0. Уравнение движения запишется в виде

mÿ + r1ẏ + k1y = (1/2)sρ0v
2

n
∑

i=1

Aiα
i ,

где m — масса тела, r1 — коэфффициент трения в упру-

гой подвеске, k1 — приведенная жесткость подвески,

s — характерная площадь тела, ρ0 — плотность воздуха.

Введем обозначения:

µ1 = −sρ0wA1/(2m), η1 = r1/m,

ω2
1 = k1/m, v1 = η1w/µ1,

где w — характерный размер тела. Поступательное

галопирование может происходить только при условии

A1 < 0 [2], поэтому µ1 > 0. Пусть n = 3, тогда

ÿ + ω2
1y = µ1

v

w
ẏ

[

1−
v1

v
+

A2

A1

ẏ
v
− 2

A2

A1

θ +
A3

A1

(

ẏ
v

)2

− 3
A3

A1

(

ẏ
v

)

θ + 3
A3

A1

θ2

]

− µ1
v2

w

(

θ −
A2

A1

θ2 +
A3

A1

θ3
)

.

(1)
Эксперименты показывают, что колебания при га-

лопировании близки к гармоническим и происходят с

частотой, близкой к собственной частоте конструкции.

Параметр µ1 в правой части уравнения мал.

Для моделирования вращательных колебаний за ос-

нову была взята модель колебаний цилиндра мало-

го удлинения, предложенная в работе [12]. Уравнение
вращательных колебаний тела с моментом инерции Iz

вокруг оси OZ, проходящей через центр масс, имеет вид

Iz θ̈ + r2θ̇ + k2θ = sw2 ρ0v

2
mα̇

(

1− δα2
)

α̇,

где r2 — коэффициент трения в подвеске, k2 —

жесткость упругой подвески, mα̇ — вращательная про-

изводная момента тангажа, δ — параметр, который

определяется в эксперименте с вращательными колеба-

ниями по амплитуде вращательных колебаний, к которой

асимптотически приближается колебательная система

при возрастании скорости потока. При преобразова-

нии уравнения вращательного колебательного движения

нужно продифференцировать выражение для угла атаки

α = θ − (ẏ/v). Из уравнения (1) следует, что ÿ ≈ −ω2
1y .

С использованием обозначений

µ2 = sρ0w
3mα̇/(2Iz ), η2 = r2/Iz ,

ω2
2 = k2/Iz , v2 = η2w/µ2,

уравнение вращательных колебаний примет вид

θ̈ + ω2
2θ = µ2

v

w

[

1− δθ2 − δ

(

ẏ
v

)2

+ 2δθ
ẏ
v

]

×

(

θ̇ +
ω2
1y
v

)

− µ2v2θ̇ /w. (2)
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Система уравнений (1) и (2) описывает два связанных
осциллятора. Нелинейные члены, находящиеся в правых

частях уравнений, умножены на малые параметры µ1
и µ2. Поэтому для решения системы можно применять

метод Крылова−Боголюбова [13]. Предположим, что от-

ношение частот ω1/ω2 не равно единице и не отличается

от единицы на малую величину.

Введем новые переменные амплитуды ρy , ρθ и фа-

зы ψ1, ψ2 колебаний

y = ρy cosψ1, ψ1 = ω1t + ϕ1,

θ = ρθ cosψ2, ψ2 = ω2t + ϕ2.

Амплитуды ρy , ρθ и сдвиги фаз ϕ1, ϕ2 являются

медленными функциями времени. Обозначим правые

части уравнений (1) и (2) µ1 f 1 и µ2 f 2 соответственно.

В первом приближении метода Крылова–Боголюбова
для получения выражений для производных амплитуды

и фазы выполняется осреднение по времени с использо-

ванием формул:

ρ̇y = −

µ1

2πmω1

2πm
∫

0

f 1(ρy cosψ1,−ρyω1 sinψ1, ρθ cosψ2,

− ρθω2 sinψ2) sinψ1 dψ1, (3)

ρ̇θ = −

µ2

2πmω2

2πm
∫

0

f 2(ρy cosψ1,−ρyω1 sinψ1, ρθ cosψ2,

− ρθω2 sinψ2) sinψ2 dψ2, (4)

ρy ψ̇1 = ρyω1 −
µ1

2πmω1

2πm
∫

0

f 1(ρy cosψ1,−ρyω1 sinψ1,

ρθ cosψ2,−ρθω2 sinψ2) cosψ1 dψ1. (5)

ρθψ̇2 = ρθω2 −
µ1

2πmω2

2πm
∫

0

f 2(ρy cosψ1,−ρyω1 sinψ1,

ρθ cosψ2,−ρθω2 sinψ2) cosψ2 dψ2. (6)

Каждая из функции f 1 и f 2 представляет собой сумму

слагаемых, которые состоят из произведений синусов и

косинусов ψ1 и ψ2 в некоторой степени.

После вычисления интегралов в выражениях (3) и (4)
получаем приближенные уравнения для амплитуд посту-

пательных и вращательных колебаний:

ρ̇y =
µ1

2

v

w
ρy

{

1−
v1

v
+

3A3

4A1

[

(ρyω1

v

)2

+ 2ρ2θ

]}

,

ρ̇θ =
µ2

2

v

w
ρθ

{

1−
v2

v
−

δ

4

[

ρ2θ + 2
(ρyω1

v

)2
]}

.

Таким же образом вычислив интегралы в формулах (5)
и (6), можно получить уравнения для фаз колебаний. Од-

нако в дальнейшем уравнения для фаз не понадобятся,

поэтому они не приводятся. Приведя к безразмерному

виду амплитуды поступательных колебаний ρY = ρyω1/v

и используя обозначения b1 = −3A3/(4A1) и b2 = δ/4,

получим

ρ̇Y =
µ1

2

v

w
ρY

[

1−
v1

v
− b1

(

ρ2Y + 2ρ2θ
)

]

,

ρ̇θ =
µ2

2

v

w
ρθ

[

1−
v2

v
− b2

(

ρ2θ + 2ρ2Y
)

]

.

Удобно перейти от уравнений для амплитуд к уравне-

ниям для квадратов амплитуд

ϒ = ρ2Y , 2 = ρ2θ .

Полученные уравнения совпадают с известными урав-

нениями Лотки−Вольтерры [14], полученными для опи-

сания конкуренции между двумя видами животных,

питающихся одинаковой пищей

ϒ̇ = µ1
v

w
ϒ

[

1−
v1

v
− b1 (ϒ+ 22)

]

, (7)

2̇ = µ2
v

w
2

[

1−
v2

v
− b2 (2+ 2ϒ)

]

. (8)

В отличие от оригинальных уравнений Лотки−Воль-

терры коэффициенты в полученных уравнениях (7)
и (8) зависят от скорости набегающего потока. Квад-

рат амплитуды колебаний соответствуют численности

животных.

Система уравнений (7) и (8) симметрична относи-

тельно входящих в систему переменных. Положим для

определенности, что v1 < v2. Для нахождения решений

уравнений, описывающих колебания с установившейся

постоянной амплитудой, нужно приравнять производные

по времени в левой части уравнений нулю. Система пре-

вратится в алгебраическую. Существует 4 стационарных

решения уравнений

1. ϒ = 0, 2 = 0.

2. ϒ = (v − v1)/(b1v), 2 = 0.

3. ϒ = 0, 2 = (v − v2)/(b2v).
4. ϒ = [2b1(v − v2) − b2(v − v1)]/(3b1b2v),

2 = [2b2(v − v1) − b1(v − v2)]/(3b1b2v).
Для определения устойчивости решений используем

линеаризованные уравнения в окрестности решений:

(

ϒ̇

2̇

)

=
v

w
×

(

µ1 (1−v1/v−2b1ϒ−2b12) − µ12b1ϒ

−µ22b22 µ2 (1−v2/v−2b2ϒ−2b22)

)

×

(

1ϒ

12

)

.

Составим характеристическое уравнение для определе-

ния собственных чисел матрицы Якоби:
∣

∣

∣

∣

µ1 (1−v1/v−2b1ϒ−2b12)−λ − µ12b1ϒ

−µ22b22 µ2 (1−v2/v−2b2ϒ−2b22)−λ

∣

∣

∣

∣

= 0.
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Отрицательные значения собственных чисел указывают

на устойчивость решения. Решение неустойчиво, если

хотя бы одно собственное число положительно.

Собственные числа матрицы для решения 1:

λ1 = µ1(v − v1)/v, λ2 = µ2(v − v2)/v.

Решение устойчиво в диапазоне v < v1.

Собственные числа матрицы для решения 2:

λ1 = −µ1(v − v1)/v,

λ2 = µ2/v [v − v2 − 2(b2/b1)(v − v1)] .

Если b2/b1 > 1/2, решение устойчиво в диапазоне

v > v1. Если b2/b1 < 1/2, решение устойчиво в диапа-

зоне v1 < v < v3, где v3 = v2 + 2b2(v2 − v1)/(b1 − 2b2).
Собственные числа матрицы для решения 3:

λ1 = (µ1/v) [v − v1 − 2(b1/b2)(v − v2)] ,

λ2 = −µ2(v − v2)/v.

Если b2/b1 < 2, решение устойчиво в диапазоне v > v4,

где v4 = (v1b2 − 2v2b1)/(b2 − 2b1) = v2 + b2(v2 − v1)
/(2b1 − b2), иначе решение неустойчиво.

Решение 4 существует в диапазоне v4 < v < v3. При-

менение критерия Рауса−Гурвица позволяет установить,

что оно неустойчиво.

Рассмотрим последовательность смены режимов с

постоянной амплитудой колебаний, которую дает по-

строенная модель, при изменении скорости воздушного

потока, если коэффициенты удовлетворяют условию

b2/b1 < 1/2. Пока скорость набегающего потока не пре-

вышает критической скорости возникновения поступа-

тельных колебаний v < v1, колебания отсутствуют. При

увеличении скорости потока от v1 до v3 существуют

поступательные колебания, которые при превышении

верхней границы v3 сменяются вращательными. При

последующем уменьшении скорости обратный переход к

поступательным колебаниям осуществляется при скоро-

сти потока v4 < v3. При дальнейшем уменьшении ско-

рости колебания прекращаются при скорости, которая

равна скорости возникновения колебаний v1. Таким об-

разом, модель предсказывает гистерезис при увеличении

и уменьшении скорости воздушного потока.

Для некоторых тел лучшие предсказания для ам-

плитуд галопирования дает аппроксимация коэффици-

ента нормальной силы cy полиномом более высокого

порядка. Например, для призмы с квадратным попе-

речным сечением установлено, что лучшие результаты

дает аппроксимация cy полиномом седьмого порядка [5]
по степеням угла атаки. При этом установлено, что

может существовать еще один гистерезис в области

критической скорости возникновения поступательных

колебаний.

Пусть n = 7. Тогда метод Крылова−Боголюбова в пер-

вом приближении дает вместо системы уравнений (7)

и (8) следующую систему

ϒ̇ = µ1
v

w
ϒ

[

1−
v1

v
+

3A3

4A1

(ϒ+ 22)

+
5A5

8A1

(ϒ2 + 6ϒ2+ 322)

+
35A7

64A1

(ϒ3 + 12ϒ22+ 18ϒ22 + 423)

]

, (9)

2̇ = µ2
v

w
2

[

1−
v2

v
− b2 (2+ 2ϒ)

]

. (10)

Удобно отыскивать установившиеся колебательные

режимы тела на упругой подвеске, решая систему

обыкновенных дифференциальных уравнений (9) и (10)
численно. Мы использовали для решения системы метод

Рунге−Кутты четвертого порядка.

2. Экспериментальная проверка
математической модели

Изложенная выше математическая модель проверя-

лась в аэродинамической трубе АТ-12 Санкт-Петербургс-

кого университета на примере испытаний модели сег-

мента моста. Модель моста имела ширину w = 110mm

и длину L = 780mm. Мост представляет собой три

балки круглого сечения, соединенные перемычками и

покрытые настилом. Схема конструкции моста представ-

лена на рис. 2.

Все эксперименты проводились в присутствии конце-

вых шайб круглой формы, имеющих диаметр 200mm.

Назначение концевых шайб — исключение перетекания

воздушного потока через торцы модели. Было показано,

что в случае моделирования вращательных колебаний

толстой пластины соотношение сторон пластины L/w
должно быть больше пяти [15]. Пропорции нашей моде-

ли удовлетворяют этому требованию.

Коэффициенты Ai (i = 0, 1, . . . , 7) в разложении cy

по степеням угла атаки α определялись по результатам

измерения лобового сопротивления и подъемной силы,

действующих на модель, неподвижно закрепленную в

рабочей части аэродинамической трубы. График зави-

симости cy (α) приведен на рис. 3. По оси абсцисс

отложено отклонение от угла атаки α0 = 0.1 rad. Ось OY

w

L

Рис. 2. Схема испытываемого сегмента моста.
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Рис. 3. Экспериментальная зависимость cy от угла атаки α и

ее аппроксимация полиномом 7-го порядка.
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Рис. 4. Схема эксперимента. 1 — модель, 2 — концевые

шайбы, 3 — сопло аэродинамической трубы, 4 — пружины,

5 — полупроводниковые тензопреобразователи, 6 — PC-ос-

циллограф, 7 — компьютер.

перпендикулярна вектору скорости набегающего потока,

если угол атаки α = α0.

Коэффициенты разложения приводятся ниже:

(A0, A1, . . . , A7) = (0.253,−1.501,−16.96, 303,−120,

− 12 066, 10 726, 185 574).

Схема эксперимента по колебанию сегмента моста при-

ведена на рис. 4. Модель закреплена в рабочей части

аэродинамической трубы с помощью восьми стальных

пружин и проволочных тяг, соединяющих пружины с

моделью. Установленная таким образом модель могла

перемещаться с шестью степенями свободы, однако в

эксперименте наблюдались только поступательные ко-

лебания вдоль вертикальной оси OY и вращательные

колебания вокруг оси OZ.

Два полупроводниковых тензопреобразователя С-50

регистрируют натяжение двух нижних пружин. PC-

осциллограф Velleman-PCS500 преобразует аналоговые

выходные сигналы тензопреобразователей в цифровые и

передает их на управляющий компьютер. Частота счи-

тывания показаний составляет 1250Hz. Длительность

записи показаний равна 3.3 s.

Процедура калибровки и последующая обработка ре-

зультатов позволяют связать амплитуды колебаний вы-

ходного напряжения тензопреобразователей с амплиту-

дами вращательных и поступательных колебаний сег-

мента моста.

Установившиеся колебания сегмента моста имели ме-

сто при небольших положительных значениях угла ата-

ки α. Далее мы приводим результаты по измерению ам-

плитуд колебаний при угле атаки, который в отсутствие

колебаний был равен α0 = 0.1 rad. По мере увеличения

скорости потока модель проходит через два различных

режима колебаний. При малых скоростях возникают по-

ступательные колебания с частотой 2Hz в вертикальном

направлении. Затем эти колебания сменяются враща-

тельными колебаниями вокруг оси, проходящей через

плоскость симметрии модели. Частота поступательных

колебаний намного меньше частоты вращательных коле-

баний 7.5Hz. Диапазоны существования двух режимов

колебаний перекрываются.

На рис. 5 приведены зависимости безразмерных ам-

плитуд колебаний, полученные в эксперименте и в

результате численного расчета, проведенного методом

Рунге−Кутты. В качестве исходных данных в расчете

задавались следующие величины

v1 = 4.2m/s, v2 = 13.5m/s, b2 = 3.5.

Коэффициенты разложения cy по степеням угла атаки α,

используемые в расчете, приведены выше.
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Рис. 5. Зависимости безразмерных амплитуд поступатель-

ных ρY и вращательных ρθ колебаний от скорости набегающего

потока: 1 — ρY , эксперимент; 2 — ρθ , эксперимен; 3 — ρY ,

расчет; 4 — ρθ , расчет; 5 — ρY , расчет по простой модели.

Журнал технической физики, 2021, том 91, вып. 5
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Параметр b1 простой модели, учитывающей в раз-

ложении cy по степеням угла атаки α только члены

не выше третьего порядка малости, составил 110.5.

Правая граница области гистерезиса v3, рассчитанная

по простой модели, равна 14.13m/s. Левая граница

v4 = 13.65m/s. В более сложной модели значения гра-

ниц области гистерезиса отличаются от границ простой

модели не более, чем на 0.1m/s.

Таким образом, картина смены режимов колебаний

качественно описывается предложенной математической

моделью. Некоторое количественное расхождение ре-

зультатов, предсказываемых моделью, и эксперимен-

тальных данных можно объяснить погрешностями экс-

перимента и несовершенством модели, описывающей

вращательные колебания.

Заключение

Предложена математическая модель, описывающая

поступательные и вращательные колебания плохо обте-

каемого тела в потоке газа. За основу модели посту-

пательного галопирования была взята известная квази-

стационарная модель, за основу моделирования враща-

тельных колебаний принята модель колебаний цилиндра

малого удлинения. При моделировании учитывается, что

мгновенный угол атаки складывается из наклона тела

и угла, тангенс которого равен отношению вертикаль-

ной скорости тела к горизонтальной скорости тела

относительно среды. При аппроксимации зависимости

коэффициента нормальной силы полиномом третьего

порядка уравнения движения тела сводятся к диффе-

ренциальным уравнениям, совпадающим с уравнения-

ми Лотки−Вольтерры, первоначально полученными для

описания конкуренции двух видов животных, питаю-

щихся одинаковой пищей. Предсказания модели под-

тверждены в эксперименте в аэродинамической трубе.

Модель правильно описывает смену режимов колебаний,

включая гистерезис, связанный с увеличением и после-

дующим уменьшением скорости воздушного потока.
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