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1. Введение

После пионерской работы [1] большое внимание в

нелинейной теории уделяется интегрируемым нелокаль-

ным моделям [2–11]. Этот интерес возник из линейной

теории [12], где было показано, что гамильтонианы, ком-

мутирующие с композицией операторов пространствен-

ного отражения (P) и инверсии по времени (T) могут

обладать действительным спектром. Т. е. эрмитовость не

является, необходимым условием вещественнозначности

спектра. Однако, в то время как PT-симметричные

локальные модели нашли широкое применение в раз-

личных областях физики [13–25], их нелинейные и одно-

временно нелокальные аналоги испытывают сложности

в физической интерпретации. Это вызвано тем, что

в рамках указанных нелокальных уравнений динами-

ка рассматриваемой физической величины R в точке

P(r0, t0) зависит от значения R в пространственно- и/или

временно-зеркальной точке Pmir = P(±r0,±t0). Наруше-

ние принципа локальности придает качественно иные

свойства нелокальным нелинейным моделям, отсутству-

ющие в классических моделях, в которых динамика R
определяется самой окрестностью точки P . Некоторые
физические аспекты таких уравнений представлены в

работах [26–28].
С другой стороны, большинство классических инте-

грируемых нелинейных уравнений могут быть рассмот-

рены как некоторое приближение при описании дина-

мики колебаний цепочки частиц (атомов) при наличии

нелинейного взаимодействия. Например, нелинейные

волны акустического типа в таких моделях описываются

в рамках уравнений Буссинеска или Кортевега-де Фри-

за и их модификаций [29–31]. Волны же оптического

типа — нелинейным уравнением уравнением Клейна–
Гордона, где нелинейность определяется потенциалом

взаимодействия. С учетом выше сказанного, для постро-

ения нелокальной математической модели, в данной ра-

боте рассматривается классическая моноатомная цепоч-

ка с нелокальным взаимодействием. Эта простая механи-

ческая модель вносит некоторую ясность в понимании

физики нелокального взаимодействия. Как известно, в

таких моделях существуют состояния, которые обладают

быстрыми внутренними колебаниями. К ним также отно-

сятся солитоны огибающей. Динамические свойства их

сильно зависят от потенциала взаимодействия. Рассмат-

ривая континуальный предел данной модели, методом

многих масштабов получено нелокальное нелинейное

уравнение, описывающее эволюцию огибающей. Данное

уравнение допускает широкий класс солитоноподобных

решений. Они представляют собой суперпозицию клас-

сических гармонических и нелинейных волн, что крайне

необычно для нелинейных локальных моделей.

2. Гамильтониан

Простая модель, описывающая колебания в цепочке

однотипных частиц, взаимодействующих с ближайши-

ми соседями, в присутствии зеркально- нелокального

взаимодействия задается потенциалом U = Ungh + Umir.

Динамика продольных колебаний в такой модели опи-

сывается стандартным гамильтонианом

H = K + U

=
∑

n

[
mq̇2

n

2
+ Ungh(qn+1 − qn) +

1

2
Umir (qn − q−n)

]
,

(1)

где m, qn — масса и координата n-ой частицы. Пусть

d — межатомное расстояние в состоянии равновесия.

Будем рассматривать соизмеримое расположение ча-

стиц, т. е. стационарное состояние будет соответство-

вать абсолютному минимуму потенциальной энергии.

Потенциал Umir(r) при этом периодический с периодом

d . Возможная реализация такой цепочки представлена

на рис. 1. Важно отметить, что Umir не является внеш-

ним потенциалом, как например, в модели Френкеля–
Канторова [31]. В предположении, что смещение un
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Рис. 1. Схематический рисунок цепочки частиц (атомов),
взаимодействующих через два типа пружин. Каждая частица

гармонически связана с ближайшими соседями: F i,i+1
ngh ∼ 1i,i+1

и ангармонически с зеркальной частицей F i,−i
mir ∼ 1i,−i ± 13

i,−i ,

где 1i, j = qi − q j .
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Рис. 2. (a) Распространение локализованного начального

возмущения в модели (3). Для наглядности отображено по-

перечное отклонение un . (b) Акустическая и оптическая ветви

дисперсионного соотношения. Значение wmin =
√

2β2 соответ-

ствует минимальной оптической частоте.

мало по сравнению с расстоянием между частицами

потенциальная энергия системы представима как

U =
∑

n

[
U ′′

ngh(d)

2
(un+1 − un)

2 +
U ′′

mir(2nd)

4
(un − u−n)

2

+
U (4)
mir(2nd)

48
(un − u−n)

4

]
. (2)

Здесь учтено для Ungh(r) гармоническое приближение, a

для Umir(r) нелинейность четвертого порядка. Уравнение

движения дискретной цепи принимает вид

ün = α2(un−1 − 2un + un+1)

− β2(un − u−n) + γ(un − u−n)
3, (3)

где α2 = U ′′

ngh(d)/m, β2 = U ′′

mir(d)/m и γ = −U (4)
mir(d)/6m.

Последние два слагаемых в данном уравнении учи-

тывают нелокальное взаимодействие. В общем случае

потенциала коэффициент ангармонизма γ может быть

как отрицательным, так и положительным. Очевидно,

что любое возмущение для un распространиться на

un±1, и что более важно на u−n. Для наглядности на

рис. 2, a приведены результаты численного моделирова-

ния динамики начального возмущения локализованного

в окрестности узла n = 100.

Линейный случай. При γ = 0 предложенная модель

является линейной. Очевидно, что при этом уравне-

ние (3) допускает только стоячие волны

un = Aei(knd−w±t) ± Aei(−knd−w±t) + c. c., (4a)

w2
+ = 4α2 sin2

kd
2
, w2

− = 2β2 + w2
+. (4b)

Т. е. уравнение (3) допускает два дисперсионных соот-

ношения, не смотря на то, что цепочка является мо-

ноатомной. Ветви колебаний представлены на рис. 2, b.

Наличие двух ветвей обусловлено наличием двух ви-

дов взаимодействия между частицами. Ветвь w = w+

соответствует акустическому типу колебаний — un и

u−n колеблются в фазе, а ветвь w = w− является оп-

тической — колебания зеркально симметричных частиц

происходят в противофазе.

3. Уравнение волны огибающей

Рассмотрим распространение нелинейных волн огиба-

ющей в данной модели. Наиболее просто описать эти

нелинейные моды в континуальном приближении це-

почки. Для этого воспользуемся непрерывной моделью

для (3). Предполагая x = nd и переходя к пределу d → 0

имеем непрерывный аналог уравнения (3)

∂2u(x , t)
∂t2

= α̃2 ∂
2u(x , t)
∂x2

− β21+ γ13, (5)

где 1 = u(x , t) − u(−x , t) и α̃ = dα.
Как видно, приведенное выше уравнение не учитывает

эффекты, обусловленные дискретностью цепочки [32].

Для описания динамики огибающей волновых па-

кетов в рамках (5) воспользуемся методом мно-

гих масштабов. Представим решение в виде ряда

u = εu1 + ε2u2 + ε3u3 + · · · , причем ui являются функ-

циями двух пространственных x i = εi x , i = 0, 1, и трех
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ts = εs t, s = 0, 2 временных переменных. Выделив чле-

ны одинаковых порядков малости по ε в первом порядке

получим

L̂u1 = 0, L̂ =
∂2

∂t20
− α̃2 ∂

2

∂x2
0

+ β2(1−P), (6)

где L̂ — оператор, соответствующий линейной части (5).
Решение уравнения (6) выберем в виде квазигармони-

ческой волны с амплитудой, зависящей от медленных

переменных

u1 = A(x1, t1, t2)
[
eiθ − eiθP

]
+ c. c., (7)

где f P(x , t) = f (−x , t) – инверсия всех пространствен-

ных переменных функции f . Так как в (5) возможны

только стоячие волны, рассматривается именно моду-

ляция стоячих волн. Благодаря тому, что (5) как и (3)
допускает два дисперсионных соотношения,

ω2
1 = α̃2k2, ω2

2 = 2β2 + α̃2k2, (8)

высокочастотную составляющую можно выбрать двумя

способами θ(x0, t0) = kx0 − ω jt0, где ω j и k связа-

ны дисперсионными соотношениями (8). Однако при

ω = ω1 рассматривая цепочка в континуальном пределе

представляет недиспергирующую среду. Поэтому далее

рассмотрим только случай ω = ω2.

Члены порядка ε2 приводят к уравнению

L̂u2=2α̃2 ∂u1

∂x0∂x1

− 2
∂u1

∂t0∂t1
=2i

(
ω
∂A
∂t1

+ α̃2k
∂A
∂x1

)
eiθ

+ 2i

(
−ω ∂A

∂t1
+ α̃2k

∂A
∂x1

)
eiθP + c. c. (9)

Поскольку действие оператора L̂ на функцию eiθ − eiθP

дает нуль, решение уравнения (9) носит секулярный

характер. Способ избежать этого состоит в том, чтобы

приравнять к нулю члены, стоящие в правой части.

Объединяя эти условия очевидно получим

∂2A

∂t21
− v2g

∂2A

∂x2
1

= 0, (10)

где групповая скорость определена как vg = dw/dk .
Таким образом, в первом приближении возмущения

огибающей распространяются с групповой скоростью.

При этом имеются две характеристики. Графически это

продемонстрировано на рис. 2. Теперь (9) принимает вид
L̂u2 = 0, следовательно, можно положить u2 = 0.

И наконец для членов порядка ε3 получаем

L̂u3 =

(
∂2A

∂t21
− 2iω

∂A
∂t2

− α̃2 ∂A2

∂x2
1

+ 9γ(A + AP)
∣∣A + AP

∣∣2
)[

eiθ − eiθP
]

+ 4+ c. c. (11)

где 4 содержит только гармоники высших порядков.

Из-за громоздкости явное выражение для 4 не приведе-

но. Во избежание секулярности положим коэффициенты

равным нулю. С учетом (10), получим

i
∂A
∂t2

+
ω′′

2

∂2A

∂x2
1

+
9γ

2ω

(
A + AP

) ∣∣A + AP
∣∣2 = 0, (12)

где ω′′ = d2ω/dk2 = 2α̃2β2/ω3. Данное уравнение опи-

сывает динамику комплексной огибающей в рамках мо-

дели (3). Заметим, что нелинейный член одновременно

является и нелокальным.

4. Солитонные решения

Уравнение (12) можно записать в новый переменных

t2 → τ , x1 →
√
ω′′/2 ξ и A →

√
2ω/9 |γ|ψ, что дает

i
∂ψ

∂τ
+
∂2ψ

∂ξ2
+ σ

(
ψ + ψP

) ∣∣ψ + ψP
∣∣2 = 0, (13)

где σ = ±1 и ψP = ψ(−ξ, τ ). Данное уравнение допус-

кает представление в виде системы нелинейного и ли-

нейного уравнений Шрёдингера для свободной частицы

i∂τ s + ∂ξξs + 2σ s |s |2 = 0, (14a)

i ∂τ r + ∂ξξ r = 0, (14b)

где s = ψ + ψP и r = ψ − ψP. Далее, в рамках данной

статьи ограничимся случаем σ = 1. Решение линейного

уравнения (14b) представим в виде

r = 2I(ξ, τ ) =

∫

R

ρ(µ) sin(µξ)e−iµ2τ dµ, (15)

где ρ произвольная интегрируемая функция.

Известно, что нелинейное уравнение Шрёдингера вло-

жимо в спектральную задачу Захарова–Шабата

∂ξ9 = J93+ Q9, (16a)

∂τ9 = 2J932 + 2Q93+
(
JQ2 − J∂ξQ

)
9, (16b)

Q =

(
0 is

is 0

)
, J =

(
i 0

0 −i

)
, 3 =

(
λ 0

0 λ

)

и решения могут быть получены методом Дарбу пре-

образований [33]. Если для выбранного затравочного

решения s [0] имеются N собственных функций 9l

9i =

(
φ2l−1 φ2l

ϕ2l−1 ϕ2l

)
, 3l =

(
λ2l−1 0

0 λ2l

)
, l = 1, N,

(17)

где λ2l = λ2l−1, ϕ2l−1 = −φ2l , ϕ2l = φ2l−1, то результат

после N-ой итерации дается как

s [N] = s [0] − 2
11

12

, (18)
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где

11 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λN
1 ϕ1 λN

2 ϕ2 . . . λN
2Nϕ2N

λN−1
1 ϕ1 λN−1

2 ϕ2 . . . λN−1
2N ϕ2N

. . . . . . . . . . . .

ϕ1 ϕ2 . . . ϕ2N

λN−2
1 φ1 λN−2

2 φ2 . . . λN−2
2N φ2N

. . . . . . . . . . . .

φ1 φ2 . . . φ2N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

12 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λN−1
1 φ1 λN−1

2 φ2 . . . λN−1
2N φ2N

. . . . . . . . . . . .

φ1 φ2 . . . φ2N

λN−1
1 ϕ1 λN−1

2 ϕ2 . . . λN−1
2N ϕ2N

. . . . . . . . . . . .

ϕ1 ϕ2 . . . ϕ2N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

Однако в данном случае необходимо s = sP, что накла-

дывает некоторые ограничения.

Светлые солитоны: случай нулевых граничных

условий для s(ξ, τ ). При s [0] = 0 из уравнений

(16), (17) элементы собственной матрицы 9 j могут быть

построены с использованием

φ j = A je
iλ j ξ+2iλ2j (τ−τ0), j = 1, 2N. (19)

Пусть имеется набор амплитуд и собственных значений

A = {A1, A2, . . . , A2m−1, A2m, A2m+1, . . . , A2N} ,

L = {λ1, λ2, . . . , λ2m−1, λ2m, λ2m+1, . . . , λ2N} ,
где m четно (может равняться N). Тогда достаточным

условием четности s будет являться

(I) λ(2p+1)R = −λ(2p−1)R, λ(2p+1)I = ±λ(2p−1)I,

A2p = sign(λ(2p−1)I)A2p−1, p = 1, m − 1;

(II) λ(2q+1)R = 0, |A2q+2| = |A2q+1|, q = m, N − 1,

где индексы R, I соответствуют действительной и мни-

мой частям. При этом собственные значения λ1, . . . , λ2m

соответствуют зеркально симметрично распространя-

ющимся солитонам, a λ2m+1, . . . , λ2N — связанным,

периодически сталкивающимся состояниям. Параметр

τ0 соответствует моменту времени их взаимодействия.

И наконец ψ(ξ, τ ) может быть представлено как

ψ(ξ, τ ) = I(ξ, τ ) − 11

12

, (20)

Например односолитонное решение при ρ(η) = δ(η − 1),
где δ функция Дирака может быть представлено как

ψ(ξ, τ ) = sin(ξ)e−iτ + Bsech(2λIξ)e
4iλ2I (τ−τ0),

где B = iλIA1/A2. Таким образом, уравнение (13) допус-

кает как солитонные решения, так и не распадающиеся

0

0

10

5
| |y 2

–5

5
x –1

0

1

2

3

t

Рис. 3. Динамика трехсолитонного решения уравнения (13)
при ρ(η) = 0.2δ(η − 2). Параметры выбраны согласно (I)
и (II): A1 = e2i , A2 = −e−2i , A3 = 3ei , A4 = 3e−i , A5 = 2e4i ,

A6 = −2e3i , λ1 = −0.4− i , λ3 = 0.4 + i , λ5 = 1.2i .

волновые пакеты. Это вызвано тем, что в исходной реше-
точной модели присутствуют два типа связей: линейная
и нелинейная. Для наглядности на рис. 3. представлено

трехсолитонное решение, однако явное выражение для
краткости опущено.

Бризеры: ненулевые граничные условия для
s(ξ, τ ). Более интересные состояния могут быть полу-
чены при периодическом затравочном решении. Пресле-
дуя цель получения пространственно-четного решения,

затравочное решение выберем виде

s [0] = Ae2iA2(τ−τ0), (21)

Без ограничения общности можно можно A действитель-
ным. Соответствующие φ1 и ϕ1 могут быть найдены
из (16). Рассмотрим три случая для корней характе-

ристического уравнения λ2 + A2 + µ2 = 0. Отметим, что
если µ является корнем, то таковым являться и −µ
Солитон Перегрина. Если корни характеристическо-

го уравнения равны нулю µ = 0, т. е. λ1 = ±iA, то

φ1 =

[
ξ + 2(τ − τ0)λ1 −

i
2λ1

]
eiA2(τ−τ0)

ϕ1 =
1

2A

[
−2λ1ξ + 4A2(τ − τ0) − i

]
e−iA2(τ−τ0)

Отсюда

ψ = I(ξ, τ ) +

[
−1

2
+

2 + 8iA2(τ − τ0)

4A2ξ2 + 16A4(τ − τ0)2 + 1

]
s [0],

(22)

На рис. 4, a представлено данное решение. Пик плот-

ности относительно осциллирующего фона локализован
как в пространстве (в окрестности ξ = 0) так и во
времени (в окрестности τ = τ0). Такого рода решения
как известно, описывают

”
волны-убийцы“ в нелинейной

теории [34–36].
Ахмедиева бризер. В случае µ 6= 0, собственные

функции могут быть представлены как

φ1 =

[
e̺ +

iλ1 − µ

A
e−̺

]
e−iA2(τ−τ0), (23a)

ϕ1 =

[
ie−̺ − λ1 + iµ

A
e̺
]

eiA2(τ−τ0), (23b)

где введено обозначение ̺ = 2µξ + 4λ1µ(τ − τ0).
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Рис. 4. Бризерные состояния уравнения (13) при

ρ(η) = 0.6δ(η − 2), A = 1.5 и τ0 = 2. (a) Солитон Перегрина:

µ = 0. (b) Ахмедиева бризер при µ = i и λ1 =
√
5i/2.

(c) Солитон Кузнецова–Ма при µ = 1 и λ1 =
√
13i/2.

Ахмедиева бризер соответствует случаю µ = iµI и

решение может быть представлено как

ψ = I(ξ, τ ) +

[
−1

2
+

µI cosh ϑ + iλ1A sinh ϑ

A cosh ϑ − λ1I cos(2ξµI)

µI

A

]
s [0],

(24)

где ϑ = 4µIλ1I(τ − τ0). Отметим, что при A2 ≤ µ2
I ре-

шение вырождается в плоскую волну. Данное решение

отображено на рис. 4, b и является локализованным во

времени в окрестности τ = τ0.

Солитон Кузнецова−Ма. Данное решение соответ-

ствует случаю µ = µR . Решение может быть представ-

лено как

ψ = I(ξ, τ ) +

[
−1

2
+

µR cos ϑ + iλ1IA sinϑ

A cos ϑ − λ1I cosh(2ξµR)

µR

A

]
s [0],

(25)

где ϑ = 4µRλ1I(τ − τ0). Оно представляет локализован-

ное в пространстве состояние (см. рис. 4, c).
Стоит отметить, что (13) допускает бризерные реше-

ния более высоких порядков [34–39]. Общего решения

бегущего бризера модель не допускает, так как не об-

ладает трансляционной симметрией, что в свою очередь

вызвано симметрией уравнения (13) относительно про-

странственного отражения ξ → −ξ . Легко также заме-

тить, что бризерные решения обладают осциллирующей

фоновой плотностью, что связано с интерференцией

s [0](τ ) и I(ξ, τ ). Такого рода картина для фоновой плот-

ности обнаруживается и в ряде других моделей [40–43].

5. Заключение

Таким образом, рассмотрев цепочку с необычной

нелокальной связью между зеркально симметричными

частицами, получен новый тип нелокального нелинейно-

го уравнения. Решения полученного уравнения предста-

вимы в виде ψ =
”
linear wave“ +

”
soliton“, т. е. представ-

ляют собой суперпозицию линейных и нелинейных волн.

При этом линейная волна должна быть пространст-

венно-нечетной, а солитонная часть пространственно-

четной. Т. е. двигающиеся солитоны могут возникать в

такой среде только парами, что присуще многим нело-

кальным моделям [1,6]. Такого рода суперпозиции не

могут возникать в классических локальных нелинейных

моделях.

Стоит отметить, что такое взаимодействие между

частицами, которые не находятся в непосредственной

окрестности, не является математической абстракцией.

Не сложно сопоставить исходной механической моде-

ли физически реализуемую нелинейную электрическую

цепь. Нелокальное взаимодействие здесь может быть

достигнуто с помощью
”
нелокальных“ нелинейных эле-

ментов, соединяющие не соседние узлы цепочки. Иссле-

дования распространения сигнала в аналогичных локаль-

ных цепочках являлись одними из первых, которые поз-

волили экспериментально наблюдать солитоны и прове-

рить фундаментальные свойства солитонов [44–46].
В настоящей работе мы ограничились только

”
фо-

кусирующим“ случаем σ = 1. Построение точных со-

литонных решений при дефокусирующей нелинейности

σ = −1 также представляет интерес. В данном случае,

солитонная часть представляется темными солитонами.

Более того интересен случай когда, взаимодействие

между ближайшими соседями носит ангармонический

характер. Эти и другие вопросы будут рассмотрены в

следующей работе.
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