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Развита методика приближенного расчета характеристик рассеяния, основанная на использовании метода

диаграммных уравнений (МДУ). Получены явные формулы для интегральных характеристик рассеяния,

применимые для тонких диэлектрических цилиндров довольно произвольного поперечного сечения. При-

менимость полученных соотношений проанализирована на примерах рассеяния на эллиптическом цилиндре,

на цилиндре, поперечное сечение которого имеет форму суперэллипса, многоугольника и многолистника.

Как показывают приведенные результаты, полученные приближенные соотношения обладают достаточной

точностью в широком диапазоне параметров задачи.
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Введение

Рассеяние электромагнитных волн малыми частицами

является одной из ключевых задач теории дифракции.

С момента появления первых работ, посвященных этой

тематике, и вплоть до настоящего время наиболее ис-

пользуемой математической моделью, применяемой при

решении задачи о рассеянии на малых телах, остается

дипольное приближение (приближение Релея) [1]. В из-

вестных монографиях [2–4] данный подход достаточно

подробно изложен для частных случаев рассеяния на

шарах и эллипсоидах, когда решение вспомогательной

электростатической задачи можно получить в явном ви-

де. Отметим, что решение задачи в электростатическом

приближении в общем само по себе является довольно

сложной проблемой. Существующие методы ее решения

имеют ряд принципиальных ограничений [5]. В настоя-

щей работе развит подход, основанный на использовании

метода диаграммных уравнений (МДУ). Данный подход

изложен в работах [6–10]. Было показано, что МДУ

обладает важными преимуществами перед многими аль-

тернативными методиками (см. например [11,12]) и

весьма эффективен при решении широкого класса задач.

При построении нового подхода к анализу рассеяния на

малых телах нами была использована установленная в

указанных выше работах высокая скорость сходимости

МДУ. Действительно, как показано в предыдущих ра-

ботах авторов настоящей работы, для решения задачи

рассеяния на импедансных телах, характерный размер

которых сопоставим с длиной волны первичного поля,

достаточно учесть, в зависимости от поляризации пада-

ющего поля, от одного до трех слагаемых в разложе-

нии диаграммы рассеяния [13–17]. Это обстоятельство

дало возможность получить явные формулы для ин-

тегральных характеристик рассеяния, применимые для

импедансных рассеивателей сложной формы. В настоя-

щей работе данный подход распространен на задачу о

рассеянии плоской волны на магнитодиэлектрическом

цилиндре сложной формы поперечного сечения.

Основные соотношения и результаты

Пусть на магнитодиэлектрический цилиндр с направ-

ляющей S, задаваемой в полярных координатах (r, ϕ)
соотношением

r = ρ(ϕ) (1)

и образующей, параллельной оси Oz , падает электро-

магнитная волна, описываемая функцией u(0)(r), не

зависящей от координаты вдоль оси цилиндра (оси z )
(рис. 1). В случае, когда электрический вектор падающей

волны коллинеарен оси цилиндра (E-поляризация), мы
обозначим буквой u величину Ez , а в случае H-поляри-

зации буквой будем обозначать величину Hz . Полагаем,
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Рис. 1. Геометрия задачи.

что зависимость от времени пропорциональна exp(iω),
где ω = ck , k = 2π/λ, а λ и c — длина волны и

скорость света в вакууме соответственно. На границе

рассеивателя будут иметь место следующие условия

сопряжения:

u(i)
∣∣∣
S

= u
∣∣∣
S
,

∂u(i)

∂n

∣∣∣∣
S

= χ
∂u
∂n

∣∣∣∣
S

, (2)

где u(i) — поле внутри цилиндра, u = u(0) + u(1) — поле

вне цилиндра, u(1) — рассеянное цилиндром поле, χ = µ

в случае E-поляризации и χ = ε в случае H-поляризации,

ε, µ — относительные диэлектрическая и магнитная

проницаемости материала цилиндра, ∂n — дифференци-

рование в направлении внешней (по отношению к обла-

сти внутри S) нормали. Рассмотрим рассеяние плоской

волны, распространяющейся под углом θ + π к оси x
(рис. 1). В этом случае падающее поле u(0)(r) имеет вид

u(0) = exp[ikr cos(ϕ − θ)]. (3)

Будем использовать следующие представления полей

u(1) и u(i), полученные в рамках подхода, изложенного

в [6–10]:

u(1) =
1

π

π/2+i∞∫

−π/2−i∞

g(ϕ + ψ) exp(−ikr cosψ)dψ, (4)

u(i) =

m=∞∑

m=−∞

bmJm

(
k(i)r

)
exp(imϕ). (5)

В соотношения (4) и (5) k(i) = k
√
εµ, Jm(x) — функ-

ция Бесселя [18],

g(α) =
i
4

∫

S

{(
∂u
∂n′

− u
∂

∂n′

)
exp

[
ikr ′ cos(α − ϕ′)

]}
∣∣∣∣∣
S

dS

(6)

— диаграмма рассеяния цилиндра, а

bm =
i
4

∫

S

{(
u(i) ∂

∂n′
−
∂u(i)

∂n′

)
H(2)

m

(
k(i)r ′

)

× exp(−imϕ′)

}∣∣∣∣
S

}
dS, (7)

причем H(2)
m — функция Ганкеля второго рода [18].

Заменив в представлении (6) величины u на u(i),

а в (7) величины u(i) на u в соответствии с гра-

ничными условиями (2), получим следующую систему

интегрально-алгебраических уравнений:

g(a) =
1

4

2π∫

0

∞∑

n=−∞

bn exp(inϕ)

{
1

χ

[
k(i)ρ(ϕ)J′

n

(
k(i)ρ(ϕ

)

− in
ρ′(ϕ)

ρ(ϕ)
J′

n

(
k(i)ρ(ϕ)

)

− ik
[
ρ(ϕ) cos(α − ϕ) − ρ′(ϕ) sin(α − ϕ)

]

× Jn

(
k(i)ρ(ϕ)

) }
exp

[
ikρ(ϕ) cos(α − ϕ)

]
dϕ,

(8)

bn = b(0)
n +

i
4π

2π∫

0

π/2+i∞∫

−π/2−i∞

{[
k(i)ρ(ϕ)H(2)

n
′
(

k(i)ρ(ϕ)
)

+ in
ρ′(ϕ)

ρ(ϕ)
H(2)

n

(
k(i)ρ(ϕ)

)]

+ iχ
[
kρ(ϕ) cosψ − kρ′(ϕ) sinψ

]

× H(2)
n

(
k(i)ρ(ϕ)

)}
g(ϕ + ψ)

× exp
[
−ikρ(ϕ) cos(ψ) − inϕ

]
dψdϕ,

(9)
причем

b(0)
n =

i
4

2π∫

0

{
u(0)(ρ(ϕ), ϕ)

[
k(i)ρ(ϕ)H(2)

n
′(

k(i)ρ(ϕ)
)

+ in
ρ′(ϕ)

ρ(ϕ)
H(2)

n

(
k(i)ρ(ϕ)

)]

− χ

[
ρ(ϕ)

∂u(0)

∂r
−
ρ′(ϕ)

ρ(ϕ)

∂u(0)

∂ϕ

] ∣∣∣∣
r=ρ(ϕ)

× H(2)
n

(
k(i)ρ(ϕ)

)}
exp(−inϕ)dϕ. (10)

С целью алгебраизации системы (8)−(9) воспользуем-
ся разложением диаграммы в ряд Фурье:

g(ϕ) =

∞∑

m=−∞

am exp(imϕ). (11)
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Рис. 2. Зависимость нормированного сечения рассеяния плос-

кой E-поляризованной волны на эллиптическом диэлектриче-

ском цилиндре от ka . Сплошная кривая — точное решение.

Кружки — приближенное решение, даваемое соотношени-

ем (19). Кривые 1−3 получены при a/b = 1, 2, 4 соответ-

ственно.

Подставив (11) в (8)−(9), получим алгебраическую

систему вида

am =

∞∑

n=−∞

G(ab)
mn bn, (12)

bm = b(0)
m +

∞∑

n=−∞

G(ba)
mn an, (13)

причем

G(ab)
mn =

im+1

4

2π∫

0

{
Jm(ρe(ϕ))

χ

[
ρi(ϕ)J′

n(ρi(ϕ))

− in
ρ′

i

ρi(ϕ)
Jn(ρi(ϕ))

]
− Jn(ρi(ϕ))

[
ρe(ϕ)J′

m(ρe(ϕ))

+ im
ρ′e(ϕ)

ρe(ϕ)
Jm(ρe(ϕ))

]}
exp[i(n − m)ϕ]dϕ,

(14)

G(ba)
mn =

(−i)n+1

4

2π∫

0

{
χH2

m(ρe(ϕ))

[
ρeH(2)

n
′
(ρe(ϕ))

− in
ρ′e(ϕ)

ρe(ϕ)
H(2)

n (ρi(ϕ))

]
− H(2)

n (ρe(ϕ))

[
ρi(ϕ)H(2)

m (ρi(ϕ))

+ im
ρ′i(ϕ)

ρi(ϕ)
H(2)

m (ρi(ϕ))

]}
exp[i(n − m)ϕ]dϕ,

(15)
где

ρi(ϕ) = k
√
εµρ(ϕ), ρe(ϕ) = kρ(ϕ). (16)

Используя метод редукции, из системы (12), (13)
можно перейти к следующим уравнениям:

am = a (0)
m +

n=na−1∑

n=−Na+1

anGmn,

m = 0,±1,±2, . . . ,±(Na − 1), (17)

где

a (0)
m =

Nb−1∑

n=−Nb+1

G(ab)
mn b(0)

n Gmn =

Nb−1∑

l=−Nb+1

G(ab)
ml G(ba)

ml . (18)

Отметим, что система уравнений (18) формально

совпадает c системой уравнений, полученных при ана-

лизе рассеяния на идеально проводящем и импедансном

цилиндрах [13–17].
Перейдем к анализу рассеяния E-поляризованной вол-

ны. При расчетах во всех случаях полагали ε = 2.25,

µ = 1. Как показывают приведенные ниже результаты,

при малых по сравнению с длиной волны характерных

размерах рассеивателя (вплоть до ka ∼ 1) в случае E-
поляризации в разложениях (5) и (11) достаточно учесть

лишь одно слагаемое. В этом случае для коэффициента

в (11) получаем

a0 =
a (0)
0

1− G00

. (19)

В качестве первого примера использования получен-

ных выше соотношений на рис. 2 показана зависи-

мость нормированного сечения рассеяния плоской E-
поляризованной волны на эллиптическом диэлектри-

ческом цилиндре от ka . Сплошная кривая — точное
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Рис. 3. Зависимость нормированного сечения рассеяния

плоской E-поляризованной волны на суперэллиптическом ди-

электрическом цилиндре от ka . Сплошная кривая — точ-

ное решение. Кружки — приближенное решение, даваемое

соотношением (19). Кривые 1−3 получены при qs = 2, 4, 8

соответственно и при a/b = 2.
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Рис. 4. Зависимость нормированного полного сечения рас-

сеяния E-поляризованной плоской волны на диэлектрическом

цилиндре, поперечное сечение которого является правильным

многоугольником, от нормированного волнового числа ka при

θ = π/4. Сплошная кривая — точное решение. Кружки —

приближенное решение, даваемое соотношением (19). Кривые
1−3 получены при ns = 3, 4, 12 соответственно.

решение. Кружки — приближенное решение, даваемое

соотношением (19). Здесь и во всех рассмотренных ниже

примерах под точным решением понимается решение,

полученное с помощью МДУ, в котором число слагае-

мых в разложениях (5) и (11) таково, что относительная

точность выполнения оптической теоремы [1–3] не хуже

чем 10−5−10−7 . Как демонстрируют приведенные на

данном рисунке результаты, приближенное решение об-

ладает весьма высокой точностью в широком диапазоне

значений ka и a/b, где a и b — длины полуосей

эллипса, лежащих на осях x и y соответственно. Как

показали результаты расчетов, относительная погреш-

ность вычисления нормированного сечения рассеяния

при использовании приближенного подхода составляет

при a/b = 2 около 10−2 при ka = 1 и меньше чем 10−4

при ka = 10−1.

На рис. 3 показана зависимость нормированного се-

чения рассеяния плоской E-поляризованной волны на

суперэллиптическом диэлектрическом цилиндре от ka .
Форма поперечного сечения цилиндра в этом случае

определяется формулой:

∣∣∣
x
a

∣∣∣
qs

+
∣∣∣
y
b

∣∣∣
qs

= 1. (20)

Сплошная кривая — точное решение. Кружки — при-

ближенное решение, даваемое соотношением (19). Как
и в предыдущем примере, приближенное явное решение

дает очень хорошую точность даже для достаточно

больших значениий параметра a s . Как и в предыдущем

случае, относительная погрешность расчета нормиро-

ванного сечения рассеяния при использовании прибли-

женной формулы (19) составляет приблизительно 10−2

при ka = 1 и меньше чем 10−3 при ka = 10−1. Отметим,

что в рассматриваемом случае относительная погреш-

ность лишь незначительно зависит от параметра qs .

На рис. 4 представлены результаты расчета рассеяния

плоской E-поляризованной волны на идеально проводя-

щем цилиндре, поперечное сечение которого является

правильным выпуклым многоугольником, имеющим ns

сторон. При расчетах полагали, что радиус описанной

вокруг многоугольника окружности равен a . Необходи-
мо отметить, что в этом случае контур поперечного

сечения рассеивателя не является гладким. Таким об-

разом, как показывают приведенные на данном рисунке

результаты, формула (19) так же, как и в предыдущих

примерах, приводит к удовлетворительным результатам

и для рассеивателей с нерегулярной границей.

Как показывает анализ соотношений (12)−(18), в

случае H-поляризации первые три слагаемых в раз-

ложении диаграммы (11) имеют одинаковый порядок

малости по параметру ka . При этом в разложении

внутреннего поля (5) достаточно учесть лишь одно

слагаемое. Поэтому для получения корректных резуль-

татов необходимо учитывать эти слагаемые. Численные

расчеты продемонстрировали справедливость данного

положения.

Выражения для коэффициентов разложения диаграм-

мы в рассматриваемом приближении имеют вид

am =
1m

1
, m = −1, 0, 1, (21)
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Рис. 5. Зависимость нормированного сечения рассеяния плос-

кой H-поляризованной волны на эллиптическом диэлектриче-

ском цилиндре от ka . Сплошная кривая — точное решение.

Кружки — приближенное решение, даваемое соотношениями

(21)−(25). Кривые 1−3 получены при a/b = 1, 2, 4 соответ-

ственно.
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Рис. 6. Зависимость нормированного сечения рассеяния

плоской H-поляризованной волны на суперэллиптическом ди-

электрическом цилиндре от ka . Сплошная кривая — точное

решение. Кружки — приближенное решение, даваемое соот-

ношениями (21)−(25). Кривые 1−3 получены при qs = 2, 4, 8

соответственно и при a/b = 2.

1 = G−1,−1G0,0G1,1 − G0,1G1,0G−1,−1 − G−1,1G1,−1G0,0

− G−1,0G0,−1G1,1 − G−1,0G0,1G1,−1 − G−1,1G0,−1G1,0,

(22)

1−1 = a (0)
−1

(
G0,0G1,1 − G1,0G0,1

)

+ a (0)
0

(
G−1,0G1,1 + G1,0G−1,1

)

+ a (0)
1

(
G−1,1G0,0 + G−1,0G0,−1

)
, (23)

10 = a (0)
−1

(
G0,−1G1,1 + G1,−1G0,1

)

+ a (0)
0

(
G−1,−1G1,1 + G1,−1G−1,1

)

+ a (0)
1

(
G0,1G−1,−1 + G0,−1G−1,−1

)
, (24)

11 = a (0)
−1

(
G1,−1G0,0 + G0,−1G0,1

)

+ a (0)
0

(
G1,0G−1,−1 + G1,−1G−1,0

)

+ a (0)
1

(
G−1,−1G0,0 − G0,−1G−1,0

)
, (25)

где Gql = 1− Gq,l , q, l = 0± 1.

В качестве первого примера использования получен-

ных выше соотношений была рассмотрена задача рассея-

ния плоской H-поляризованной волны на эллиптическом

диэлектрическом цилиндре. На рис. 5 показана зависи-

мость нормированного сечения рассеяния от ka . Сплош-

ная кривая — точное решение. Кружки — приближенное

решение, даваемое соотношениями (21)−(25). Как и в

ранее рассмотренном случае E-поляризованной волны,

приближенное явное решение обладает весьма высокой

точностью в широком диапазоне параметров задачи.

Отметим, что погрешность решения для данной поля-

ризации увеличивается с ростом a/b несколько быст-

рее, чем для E-поляризованной волны. Так, например,

при ka = 10−1 и a/b = 1 погрешность приближенного

решения составляет 10−6 и увеличивается до приблизи-

тельно 10−3 при a/b = 2.

На рис. 6 показана зависимость нормированного

сечения рассеяния плоской H-поляризованной вол-

ны на суперэллиптическом диэлектрическом цилиндре

от ka . Сплошная кривая — точное решение. Круж-

ки — приближенное решение, даваемое соотношения-

ми (21)−(25). Как следует из приведенных результа-

тов, приближенное решение дает вполне достаточную

для большинства практических применений точность

в широком диапазоне изменения параметра qs . Это

обстоятельство делает данный подход перспективным

и при анализе рассеяния на диэлектрических полосках

конечной толщины. Отметим, что в отличие от E-
поляризации в данном случае зависимость относитель-

ной погрешности от параметра qs существенно более

сильная. Так, например, при ka = 1 и qs = 1 относитель-

ная погрешность вычисления нормированного сечения

рассеяния при помощи формул (21)−(25) составляет

около 10−2, однако увеличивается в несколько раз

при qs = 4. По-видимому, это обусловлено тем, что

при qs → ∞ суперэллиптический цилиндр переходит

в цилиндр прямоугольного поперечного сечения, для

которого решение для данной поляризации имеет более

ks
p

s
/2

10–10

10–8

10–2

10–4

10–6

ka

1
3

110–110–2

2

Рис. 7. Зависимость нормированного сечения рассеяния плос-

кой H-поляризованной волны на диэлектрическом цилиндре,

поперечное сечение которого является правильным много-

угольником, от нормированного волнового числа ka при

θ = π/4. Сплошная кривая — точное решение. Кружки —

приближенное решение, даваемое соотношениями (21)−(25).
Кривые 1−3 — решение, полученное при ns = 3, 4, 12 соот-

ветственно.
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ks

p
s
/2
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1

110–110–2
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10–7

10–1

10–3

10–5

Рис. 8. Зависимость нормированного полного сечения рассея-

ния плоской волны на диэлектрическом цилиндре, поперечное

сечение которого является двулистником, от нормированного

волнового числа ka при θ = π/4. Кривые 1−2 — точные реше-

ния, полученные с помощью МДУ для H- и E-поляризованных
волн соответственно, кружки — приближенное решение.

сильную особенность вблизи ребер, чем в случае E-
поляризации.

На рис. 7 представлены результаты для правильно-

го выпуклого многоугольника. Здесь, как это видно

из рисунка, точность явного решения и в случае H-

поляризации даже для тела с нерегулярной границей

весьма высока.

На рис. 8 показана зависимость нормированного пол-

ного сечения рассеяния плоской волны на диэлектриче-

ском цилиндре, поперечное сечение которого является

многолистником:

ρ(ϕ) = ã(1 + τ cos qϕ), q = 1, 2, 3 . . . , (27)

от нормированного волнового числа ka (a = ã(1 + τ )).

Рассмотрен частный случай двулистника (q = 2).

Заключение

Как показывают приведенные выше результаты, МДУ

позволяет получить явные выражения для характеристик

рассеянного поля, имеющие достаточную для практи-

ки точность вплоть до a/λ ≃ 0.3 (a — характерный

размер рассеивателя). Отметим, что к несомненным

достоинствам следует отнести и то, что в отличие от

подхода, изложенного в [5,19–21], применение МДУ

не предполагает решения вспомогательных статических

задач, в частности не требуется вычисления тензора

поляризуемости частицы.
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