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Рассмотрена контактная задача цилиндрического индентора и градиентной среды с учетом адгезионных сил

между поверхностями контактирующих тел. Найдено аналитическое решение задачи для случая градиентной

среды со степенной зависимостью упругого модуля от нормальной координаты. Подробно описан случай

несжимаемых сред со значением коэффициента Пуассона 1/2. Показано, что в этом случае поведение

системы может качественным образом отличаться от случая однородных сред. Рассмотрено влияние

шероховатости поверхности, которая моделируется в виде аксиально-симметричной
”
волнистости“. Отдельно

рассмотрен контакт параболического индентора и градиентной среды, показаны отличия от случая цилиндра.
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Введение

Адгезия играет большую роль в технике, биологии

и медицине [1], в связи с чем проводится активное

изучение адгезионного контакта [2–6]. В частности, в

последнее время большое значение уделяется изучению

механических свойств градиентных сред различной при-

роды. В таких средах параметры материала изменяются

по его толщине. Если закон изменения параметров

задается аналитически, то становится возможным ре-

шать стандартные задачи теории упругости, получая при

этом практически важные нетривиальные результаты.

В частности, градиентные среды, в которых модуль

упругости увеличивает свое значение с глубиной (имеет
малое значение на поверхности объекта), используются
для создания защитных шлемов, защитных накладок на

суставы, бронежилетов, и т. д. Такие защитные средства

позволяют более плавно во времени поглощать кинети-

ческую энергию объекта при механическом воздействии

на них извне. Подобная ситуация будет наблюдаться и

для случая, когда модуль упругости с глубиной уменьша-

ется, только в этом случае начальная деформация прихо-

дится на внутреннюю поверхность защитного средства.

В описанных применениях должна либо присутствовать

вязкая диссипация энергии, либо защитные средства при

превышении критических напряжений должны дефор-

мироваться и частично разрушаться, чтобы при этом

поглотить как можно большее количество кинетической

энергии. Однако существует большое количество при-

менений и для упругих градиентных сред. Например,

их можно использовать для построения нелинейных

механических осцилляторов со сложным поведением,

поскольку здесь жесткость контакта всегда зависит от

глубины индентирования даже в случае, когда площадь

контакта остается постоянной величиной (например, при
индентировании цилиндрического штемпеля).

Градиентные среды можно создавать послойно, напы-

ляя покрытия с различными свойствами. Тогда свойства

среды на границах раздела будут изменяться скачкооб-

разно. Однако существуют такие материалы, свойства

которых изменяются непрерывным образом. Примером

этого служит костная ткань. Другой природный при-

мер — адгезионная система лапы геккона, свойства

которой за счет существующей иерархии также изме-

няются с глубиной [7,8].

В недавней работе [5] было проведено изучение адге-

зии между жестким индентором, имеющим задающийся

функцией произвольный профиль, и полупространством,

которое представляет среду с градиентными свойствами.

А именно рассмотрена ситуация, в которой модуль

упругости E является функцией глубины индентирова-
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Рис. 1. Иллюстрация замены трехмерного профиля f (r ) эквивалентным упругим основанием, состоящим из невзаимодействую-

щих пружин.

ния z. В этом случае зависимость модуля упругости от

глубины индентирования имеет стандартный вид [5,9,10]:

E(z) = E0

(
z
c0

)k

, (1)

где E0 — характерный модуль упругости, а c0 —

характерная длина.

В [5] рассматривается диапазон значений показателя

степени 0 < k < 1, поскольку полученное там решение

определено только в этом интервале значений k. Однако
для несжимаемых сред (коэффициент Пуассона ν = 1/2)
получаемое решение при k > 1 формально определено

до k < 3. Механические свойства градиентных сред со

столь высоким показателем степени ранее уже рассмат-

ривались в работе [11]. Настоящая работа посвящена по-

дробному изучению адгезионного контакта градиентных

сред на примерах цилиндрического и параболического

инденторов, в том числе с учетом шероховатостей в

области контакта.

Адгезионный контакт между цилиндром
и полупространством

Для описания адгезии между несжимаемым инденто-

ром и упругим градиентным полупространством будем

использовать метод редукции размерности (method of

dimensionality reduction — MDR), который позволя-

ет точно описывать контактные задачи между акси-

ально симметричными телами с односвязным контак-

том [12,13]. Причем метод MDR успешно применяется

для описания квазистатических и динамических кон-

тактов [14,15]. В недавних работах [9,10] метод MDR

был обобщен на случай градиентных сред, свойства

которых задаются выписанным выше соотношением (1).
В рамках метода сначала необходимо получить эквива-

лентный одномерный профиль индентора g(x), который

рассчитывается согласно обобщенному преобразованию

Абеля [9,14,16]

g (x) = |x|1−k

|x|∫

0

f ′ (r )√
(x2 − r 2)1−k

dr, (2)

где f (r ) — радиальная функция, описывающая трех-

мерный профиль (рис. 1). Далее необходимо предста-

вить упругое полупространство в виде одномерного

упругого основания, состоящего из независимых пру-

жин с нормальной жесткостью kz = cW(x)1x (1x —

шаг дискретизации либо расстояние между пружинами).
Функция cW(x) определяется выражением [9,10]

cW(x) =
h(k, ν)

1− ν2
E(|x|) =

h(k, ν)

1− ν2
E0

( |x|
c0

)k

, (3)

где ν — коэффициент Пуассона, а функция h(k, ν)
определяется группой соотношений [5,10]

h (k, ν) =
2 (1 + k) cos

(
kπ
2

)
Ŵ

(
1 + k

2

)
√
πC (k, ν) β (k, ν) sin

(
β(k,ν)π

2

)
Ŵ

(
1+k
2

) ,

C (k, ν) =
21+kŴ

(
3+k+β(k,ν)

2

)
Ŵ

(
3+k−β(k,ν)

2

)

πŴ (2+k)
,

β (k, ν) =

√
(1 + k)

(
1− kν

1− ν

)
. (4)

Коэффициент h(k, ν) для несжимаемых

сред (ν = 1/2), которые будут рассматриваться

в дальнейшем, может с достаточно необходимой

точностью быть аппроксимирован соотношением [11]

h(k, ν = 1/2) ≈ 1.3666 · sin(0.9010 · k + 0.4997)

+ 0.4727 · sin(1.8884 · k + 0.7664). (5)
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Рис. 2. Зависимость коэффициента h(k, ν) от показателя

степени k при заданном значении коэффициента Пуассо-

на ν = 1/2.

Сравнение аппроксимации (5) с функцией h(k, ν) (4)
при ν = 1/2 представлено на рис. 2.

Начнем с рассмотрения адгезионного контакта меж-

ду цилиндрическим штемпелем с плоским основанием

и градиентной средой, действуя в рамках описанного

выше метода редукции размерности. При этом профиль

цилиндра удобно представить в виде зависимости

f (r ) = r

(
r
a0

)N

, (6)

где r — радиальная координата, a0 — радиус цилиндра,

а показатель степени N → ∞. Применение преобразо-

вания (2) к выражению (6) приводит к одномерной

функции

g(x) =
(N + 1)xN+1

2aN
0 Ŵ

(
1 + N+k

2

)Ŵ
(
1 + k
2

)
Ŵ

(
N + 1

2

)
. (7)

В работе [10] показано, что условие равновесия крайних

пружин (рис. 1) в адгезионном контакте для градиент-

ных сред дается формулой

1lmax(a) =

√
2π1γa1−kck

0

E∗h(k, ν)
, (8)

где 1γ — поверхностная энергия (работа адгезии на

единицу площади), a — радиус контакта, а эффек-

тивный модуль упругости E∗ задается выражением

E∗ = E0/(1− ν2). Стоит отметить, что формула (8)
справедлива для любой формы аксиально-симметричных

тел, находящихся в односвязном контакте с полупро-

странством. В случае цилиндра, для которого g(x)
задается функцией (7), глубина индентирования может

быть определена из выражения

d(a) ≡ g(a)− 1lmax(a) =
(N + 1)aN+1

2aN
0 Ŵ

(
1 + N+k

2

)

× Ŵ

(
1 + k
2

)
Ŵ

(
N + 1

2

)
−

√
2π1γa1−kck

0

E∗h(k, ν)
. (9)

Действующая при этом нормальная сила FN(a) опреде-

ляется как сумма сил от всех пружин, находящихся в

контакте [9,10]:

FN(a) = 2

a∫

0

cW(x) [d − g(x)] dx, (10)

что немедленно приводит к результату

FN(a) =
E∗h(k, ν)(N + 1)2

ck
0(1 + k)(2 + k + N)Ŵ

(
1 + N+k

2

) Ŵ

(
1 + k
2

)

× Ŵ

(
N + 1

2

)
a2+k+N

aN
0

−
√

8πa3+k1γh(k, ν)E∗

(1 + k)2ck
0

.

(11)
Критическое значение нормальной силы FA, при ко-

торой происходит разрушение контакта (контакт ста-

новится неустойчивым), соответствует отрицательному

значению глубины индентирования d = −1lmax(a). Это
выражение при использовании (10) приводит к резуль-

тату [10]

FA =

√
8πa3+k

0 1γh(k, ν)E∗

(1 + k)2ck
0

. (12)

Для дальнейшего анализа с целью уменьшения ко-

личества параметров решение задачи (9), (11) удобно

представить в безразмерных переменных. Как едини-

цы измерения логично выбрать критические значения

глубины индентирования 1lmax(a0) (8) и нормальной

силы FA (12). Решение адгезионной задачи (9), (11) при

использовании безразмерных переменных

F̃N =
FN

FA
, d̃ =

d
1lmax(a0)

, ã =
a
a0

,

1̃γ =
2π1γ

E∗h(k, ν)a0

, c̃0 =
c0

a0

(13)

будет иметь вид

d̃(ã) =
(N + 1)(ã)N+1

2Ŵ
(
1 + N+k

2

) √
c̃k
01̃γ

Ŵ

(
1 + k
2

)
Ŵ

(
N + 1

2

)

−
√

(ã)1−k, (14)

F̃N(ã) =
(N + 1)2(ã)2+k+N

2(2 + k + N)Ŵ
(
1 + N+k

2

) √
c̃k
01̃γ

× Ŵ

(
1 + k
2

)
Ŵ

(
N + 1

2

)
−

√
(ã)3+k. (15)

Похожие выражения для произвольной аксиально сим-

метричной геометрии контакта получены в работе [5],
однако в указанной работе проводится подробное изу-

чение случая параболического индентора и отсутствует

описание особенностей адгезионных процессов для ци-

линдрического индентора. Анализируя выражения (14)
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Рис. 3. Зависимости модуля упругости от глубины индентиро-

вания E(z) (1) для различных значений показателя k.

и (15) при различных значениях показателя k стоит

помнить, что единицы измерения (13) также содержат

параметр k. Поэтому на представленных далее гра-

фиках в безразмерных переменных сравнивая любые

две зависимости при различных k, мы только можем

сказать как изменяется нормальная сила по сравнению

с ее критическим значением. Для того чтобы сравнивать

кривые друг с другом при различных k, а именно

делать вывод о том, приводит изменение параметра k
к увеличению или уменьшению нормальной силы либо

прочности контакта, необходимо представить результа-

ты в размерных значениях.

Величина параметра k в выражении (1) выбирается

из расчета того, что функция h(k, ν) (4) должна быть

положительной. Эта функция для значений коэффи-

циента Пуассона 0 ≤ ν < 1/2 положительна в обла-

сти 0 ≤ k < 1. При k = 1 функция h(k, ν) принимает ну-
левое значение, что, согласно (3), соответствует нулевой
жесткости среды, вне зависимости от глубины инденти-

рования. При дальнейшем росте k функция меняет знак,

а жесткость при этом становится отрицательной, что не

имеет физического смысла. Однако для несжимаемых

сред при ν = 1/2 функция h(k, ν) положительна в более

широкой области 0 ≤ k < 3. В этом случае представ-

ляется возможным описать нетривиальное поведение,

что является основной целью настоящей работы, по-

скольку случай 0 ≤ k < 1 уже был подробно рассмотрен

в работе [5] на примере параболического индентора.

Стоит отметить, что при ν = 1/2 в области k > 1 функ-

ция β(k, 1/2) =
√
1− k2 становится мнимой величиной,

однако h(k, ν) вне зависимости от типа значений β(k, ν)
всегда действительна.

На рис. 3 показана зависимость модуля упруго-

сти E(z) (1) для различных значений параметра k.
Значение k = 0 соответствует случаю постоянной жест-

кости E(z) = E0. При описании градиентных сред ранее

рассматривалась ситуация 0 < k < 1 [5,9,10], когда в

начале индентирования наблюдается бесконечное на-

растание модуля упругости dE/dz|z→0 → ∞. В случае

существенно более мягких материалов (k > 1) ситуа-

ция принципиально меняется, поскольку dE/dz|z→0 → 0.

Выше мы указали, что для несжимаемой среды ν = 1/2

может быть рассмотрен диапазон значений 0 ≤ k < 3, в

котором функция h(k, ν) (4) сохраняет положительный

знак, поэтому для исследования поведения системы в

максимально широком диапазоне значений параметра k
в дальнейшем будем полагать ν = 1/2, хотя в без-

размерных переменных (13) решение рассматриваемой

контактной задачи (14), (15) не зависит от значения

функции h(k, ν). Однако при этом всегда стоит пони-

мать, что случай k > 1 реализуется только при ν = 1/2,

поскольку в противоположном случае среда становится

неустойчивой, а решение дает физически неправильные

результаты, поскольку соответствует отрицательному

значению контактной жесткости.

Зависимости нормальной силы F̃N и радиуса кон-

такта ã от глубины индентирования d̃, рассчитанные

по формулам (14) и (15), показаны на рис. 4. На

этом рисунке легко видеть прямую, соответствующую

зависимости силы от глубины индентирования в той

области, в которой размер контакта не изменяется. Это,

во-первых, положительные значения d̃, соответствую-

щие вдавливанию, а также область отрицательных значе-

ний до начала потери устойчивости пружин на границе

контакта. Из рисунка следует, что при k < 1 (для k < 1

справедливы ситуации с произвольным значением коэф-

фициента Пуассона ν) адгезионный контакт разрушается

сразу, как только расстояние между полупространством

и поверхностью цилиндра |d| превышает критическое

значение 1lmax(a0) (8) (a0 — радиус цилиндра). В этом

случае при бо́льших значениях величины удаления рав-

новесных состояний не существует.

В области вдавливания цилиндра и при удалении

от полупространства вплоть до критической величи-

ны |d| < 1lmax(a0) согласно рисунку реализуется ли-

нейный участок зависимости F̃N(d̃), поскольку в случае

цилиндра при этом сохраняется постоянное значение

площади контакта a = a0. Из рис. 4 следует, что в

случае k > 1 (реализуемо только для ν = 1/2) после

достижения критического расстояния |d| > 1lmax(a0) и

дальнейшем удалении цилиндра от полупространства ра-

диус контакта уменьшается монотонно, асимптотически

приближаясь к нулевому значению с удалением цилин-

дра. Это означает, что при контролируемом удалении

цилиндра будет происходить постепенное уменьшение

размера контакта и величины нормальной силы.

Отдельного внимания заслуживает предельный слу-

чай k = 1, в котором функция β(k, 1/2) =
√
1− k2 = 0.
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значений показателя k = 0, 0.5, 0.8, 1.0, 1.2, 1.7, 2.2, 2.99 при параметрах 1̃γ = 0.05, c̃0 = 0.2 и N = 1000; b — зависимости

радиуса контакта ã от глубины индентирования d̃, соответствующие кривым, приведенным на рис. 4, a. Направление увеличения

показателя k на обоих рисунках показано стрелкой.
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Рис. 5. a — зависимости нормальной силы FN от глубины индентирования d при параметрах a0 = 0.5 · 10−3 m, E∗ = 0.2 · 106 Pa,

c0 = 10−4 m, 1γ = 0.7958 J/m2; b — зависимости радиуса контакта a от глубины индентирования d, соответствующие кривым

на рис. 5, a. Кривые на обоих рисунках соответствуют параметрам k = 1.1, 2.0, 2.5, 2.7, 2.9, 2.95, увеличение параметра k показано

стрелкой.

При этом в определении функции h(k, 1/2) (4) появ-

ляется неопределенность cos(kπ/2)/
√
1− k2, которая,

однако, в точке k = 1 дает значение 1, а значение функ-

ции h(1, 1/2) = π/2, поэтому факт неопределенности не

вызывает противоречий. Из рис. 4 видно, что при k = 1

реализуется ситуация, в которой отрыв цилиндра также

происходит в случае |d| > 1lmax(a0).
Таким образом, значение k = 1 разграничивает фи-

зически качественно различное поведение: если k < 1,

контакт при выполнении условия |d| > 1lmax(a0) разру-

шается мгновенно, а в случае k > 1 при превышении

удалением |d| максимального значения |d| > 1lmax(a0)
происходит монотонное уменьшение радиуса контакта a
с дальнейшим ростом |d| (рис. 4, b).
Из рис. 4 можно было бы сделать вывод о том, что

с увеличением значения k для отрыва цилиндра нужно

прикладывать бо́льшие силы, однако это утверждение

является неочевидным, поскольку, как мы указали выше,

единицы измерения содержат показатель k. В этом

случае для сравнивания величин прикладываемой силы

необходимо анализировать зависимости FN(d) в раз-

мерных значениях. Для проведения такого сравнения

приведем аналогичные зависимости, но уже в размерном

виде. В качестве параметров выберем радиус цилиндра

a0 = 0.5 · 10−3 m и модуль упругости E∗ = 0.2 · 106 Pa.
Поскольку мы хотим построить зависимости, которые

полностью соответствовали бы параметрам рис. 4, недо-

стающие размерные параметры 1γ и c0 необходимо

определить из соотношений (13), которые устанавли-

вают связь между размерными и безразмерными пара-

метрами. Используя уже выбранные нами размерные

величины и параметры, при которых построен рис. 4,
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Рис. 6. Зависимости нормальной силы F̃N,s от глубины индентирования d̃s, задающиеся соотношениями (17) и (18) при

параметрах рис. 4 и h̃ = 0.005: a — λ̃ = 0.2, k = 0 и k = 0.8; b — k = 0.8 (λ̃ = 0.134 для кривой 1 и λ̃ = 0.172 для кривой 2).
Штриховыми линями для сравнения показано решение задачи при тех же параметрах, но при h̃ = 0 (плоский цилиндр).

будем иметь c0 = 10−4 m и 1γ ≈ 0.7958 J/m2. Полу-

ченные при этих параметрах зависимости для k > 1

показаны на рис. 5, который демонстрирует более

сложное поведение, чем зависимости в безразмерных

параметрах на рис. 4. Интересным здесь является то,

что с увеличением показателя k разрушение контакта

начинается при меньших силах, однако эти меньшие

критические значения силы соответствуют бо́льшим

значениям глубины индентирования |d|. Затем с увеличе-

нием удаления индентора от полупространства |d| ситу-
ация изменяется — бо́льшим k соответствуют бо́льшие

значения нормальной силы |FN|, т. е. в рассматриваемом

случае при выбранных параметрах система показывает

сложную нелинейную зависимость критических величин

от параметра k. Однако при этом не стоит забывать,

что мы построили рис. 5 при фиксированных параметрах

модели и при их изменении картина может существенно

отличаться. Для выяснения всех особенностей поведения

системы при изменении параметра k необходимо прово-

дить полный многопараметрический анализ, который не

является целью настоящей работы. Однако при необхо-

димости такой анализ может быть проведен используя

записанные выше аналитические соотношения.

Особый интерес представляет случай, в котором

поверхности контактирующих тел имеют шероховато-

сти [17–19]. В рамках метода MDR может быть рас-

смотрен только контакт аксиально симметричных тел,

поэтому в роли шероховатости целесообразно выбрать

радиально симметричную функцию. В [5,20] проведено

такое исследование на примере параболоида, шерохова-

тость которого задавалась функцией

f s(r ) = h

[
1− cos

(
2πr
λ

)]
, (16)

значения которой прибавлялись к изначальному профи-

лю f (r ), определенному функцией типа (6). В выра-

жении (16) h — амплитуда, λ — длина волны, r —

радиальная координата. Исследуем здесь влияние таким

образом определенной
”
шероховатости“ для цилиндра.

Если к изначальному профилю f (r ) (6) прибавить

функцию f s(r ) (16) и произвести все описанные выше

вычисления, то решение задачи адгезии цилиндра с

полупространством принимает вид

d̃s(ã)= d̃(ã)+
(ã)1−

k
2 · π 3−k

2 · h̃

(λ̃)1−
k
2

√
c̃k
01̃γ

· H

(
k
2
,
2πã

λ̃

)
Ŵ

(
1+k
2

)
,

(17)

F̃N,s(ã)= F̃N(ã) +
(1+k) · π 1−k

2 · h̃

2

√
c̃k
01̃γ

× Ŵ

(
1 + k
2

)
(λ̃)

k
2 (ã)1+

k
2

×
[

2πã

(k + 1)λ̃
· H

(
k
2
,
2πã

λ̃

)
− H

(
1 +

k
2
,
2πã

λ̃

)]
. (18)

В (17), (18) введена функция Струве H(n, x) [13,21]

H(n, x) =

∞∑

m=0

(−1)m

Ŵ
(
m+ 3

2

)
Ŵ

(
m+ n + 3

2

)
(x
2

)2m+n+1

и появляются две дополнительные безразмерные пере-

менные λ̃ = λ/a0 и h̃ = h/a0. Функции d̃(ã) и F̃N(ã),
как и ранее, определяются соотношениями (14) и (15).
Решение (17), (18) при фиксированных параметрах по-

казано на рис. 6. Из рис. 6, a следует, что в случае k < 1,

несмотря на волнистую поверхность цилиндра, так же

как и для плоского цилиндра (рис. 4), разрушение

контакта происходит, когда расстояние |ds| превышает

критическое значение. Однако при наличии волнисто-

сти, как следует из рисунка, для отрыва цилиндра от

поверхности необходимо приложить большее значение

нормальной силы FN,s. Стоит отметить, что с ростом
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Рис. 7. Зависимости нормальной силы F̃N,s от глубины

индентирования d̃s, задающиеся соотношениями (17) и (18)
при параметрах рис. 6, a; группы кривых 1–3 соответствуют

значениям k = 1, 1.5, 2.5. Штрихом показаны аналогичные

зависимости при отсутствии волнистости (h̃ = 0).

значения показателя k влияние волнистости (шерохо-

ватости) уменьшается, что видно из сравнения кривых

на рис. 6, a. Причем при наличии волнистости нулевой

глубине индентирования d̃ = 0 соответствует ненулевое

значение нормальной силы F̃N,s.

На рис. 6, a показана ситуация, когда контакт ста-

новится неустойчивым при достижении величиной |ds|
некоторого максимального значения, после чего проис-

ходит отрыв цилиндра. Однако в зависимости от соот-

ношения длины волны λ и радиуса цилиндра a0 (у нас

это отношение задается величиной безразмерного пара-

метра λ̃ = λ/a0) на краях цилиндра будут реализоваться

геометрические особенности, которые качественно вли-

яют на адгезионное поведение при удалении цилиндра

от полупространства. Для выяснения этих особенностей

на рис. 6 дополнительно показаны половинные сече-

ния профилей цилиндра, которые представляют сум-

му функций f (r ) + f s(r ) в диапазоне r ∈ [0, a0). Так,
на рис. 6, b выделено две ситуации. Рассмотрим сначала

ситуацию, отвечающую профилю под номером 1 на

рисунке. Здесь, согласно кривой 1, уменьшение радиуса

контакта начинается раньше, чем в случае гладкого

цилиндра (зависимость F̃N,s(d̃s) раньше отклоняется

от линейного участка зависимости, что соответствует

уменьшению радиуса контакта). Далее при превышении

величиной |ds| критической величины происходит пол-

ное разрушение контакта. В другом выделенном случае

(профиль под номером 2) при увеличении расстояния

между цилиндром и полупространством существует две

критические точки — первый раз контактный радиус

резко уменьшается, что приводит к снижению абсолют-

ного значения нормальной силы F̃N,s, но после этого

появляется другая устойчивая конфигурация контакта,

для разрушения которой необходимо снова отдалять

цилиндр от полупространства. При превышении величи-

ной |ds| второго критического значения контакт исчезает

полностью. В работе [5], в которой изучался контакт
параболического индентора и полупространства, таких

устойчивых конфигураций контакта может быть несколь-

ко, и их количество увеличивается с уменьшением дли-

ны волны λ. В случае же цилиндра, как нами показано

выше, возможны только две ситуации — либо контакт

исчезает сразу при превышении расстоянием |ds| кри-

тического значения, либо реализуются два критических
значения |ds|.
Более интересная ситуация возникает при значении

параметра k > 1, соответствующие зависимости F̃N,s(d̃s)
показаны на рис. 7. Кривые 1 на этом рисунке по-

строены при значении показателя k = 1, при котором

при достижении расстоянием |ds| критического значения
реализуется ситуация

”
безразличного равновесия“, по-

скольку все экстремумы функции F̃N,s(d̃s), соответству-
ющие устойчивым конфигурациям контакта, находятся

на единственной прямой d̃s = −1. При увеличении пока-

зателя k (кривые 2) реализуется ситуация, когда радиус

контакта при увеличении |ds| уменьшается скачкообраз-
но, поскольку существует несколько устойчивых кон-

фигураций, что для случая параболического индентора

справедливо также и в области k < 1, как это показано

в работе [5]. Однако если показатель k превышает

некоторое критическое значение (группа кривых 3),
радиус контакта при достижении величиной |ds| крити-
ческого значения уменьшается монотонно. В последнем

случае конфигурация контакта для всех стационарных

значений d̃s становится устойчивой.

Адгезионный контакт
между параболоидом
и полупространством

Хотя случай параболического индентора был подроб-

но рассмотрен в работе [5], в ней проведено исследова-

ние для диапазона значений k < 1. Выясним здесь, какие

особенности в поведение адгезионного контакта вносит

ситуация k > 1, справедливая при ν = 1/2. Параболи-

ческий индентор с наличием аксиально-симметричных
волнистых

”
шероховатостей“ описывается функцией

f p(r ) =
r 2

2R
+ h

[
1− cos

(
2πr
λ

)]
, (19)

где R — радиус индентора. После введения безразмер-

ных параметров

F̃N,p =
FN,p

F0

, d̃p =
dp

d0

, ã =
a
a0

,

λ̃ =
λ

a0

, h̃ =
h
d0

, c̃0 =
c0

a0

,

где [3,13]

F0 =
3

2
πR1γ, a0 =

(
9πR21γ

8E∗

)1/3

,

d0 =

(
3π2R1γ2

64E∗2

)1/3

,
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Рис. 8. Зависимости нормальной силы F̃N,p от глубины индентирования d̃p, задающиеся соотношениями (20) и (21) при

параметрах ν = 1/2, h̃ = 0.1, λ̃ = 0.1, c̃0 = 0.2: a — k = 0 и k = 1; b — k = 1.2 и k = 2.3. Штриховыми линиями показаны

те же зависимости, только при отсутствии шероховатостей (h̃ = 0).

использование функции (19) приводит к решению

d̃p(ã) =
3(ã)2

1 + k
− 4

√
(ã)1−k(c̃0)k

h(k, ν)

+ π
3−k
2

(
ã

λ̃

)1− k
2

h̃Ŵ

(
1 + k
2

)
H

(
k
2
,
2πã

λ̃

)
, (20)

F̃N,p(ã) =
3h(k, ν)(ã)3+k

c̃k
0(1 + k)2(3 + k)

− 2

√
(ã)3+kh(k, ν)

(1 + k)2c̃k
0

+
h(k, ν)

4c̃k
0

Ŵ

(
1 + k
2

)
π

1−k
2 (λ̃)

k
2 (ã)1+

k
2 h̃

×
[

2πã

(k + 1)λ̃
H

(
k
2
,
2πã

λ̃

)
− H

(
1 +

k
2
,
2πã

λ̃

)]
. (21)

Заметим, что в решении для цилиндра (17), (18) нор-

мальная сила F̃N и глубина индентирования d̃ измерены

в максимальных величинах FA (12) и 1lmax(a0) (8), соот-
ветствующих возникновению неустойчивости контакта

для плоского цилиндра при произвольном значении

показателя k. Этот факт на показанных выше зависи-

мостях F̃N(d̃) приводит к тому, что отрыв плоского

цилиндра (h̃ = 0), либо уменьшение радиуса контакта

всегда начинается в точке (−1,−1). Для параболоида

мы нормировали величины на стандартные значения, ис-

пользуемые в теории JKR [3]. Такие единицы измерения

имеют определенные преимущества — поскольку они

не содержат параметр k, можно однозначно сравнивать

поведение системы при его различных значениях, ос-

новываясь непосредственно на безразмерных зависимо-

стях F̃N(d̃).
На рис. 8, a показано решение задачи для двух

значений k = 0 и k = 1. Мы не будем останавливаться

на описании особенностей такого поведения, поскольку

оно было подробно описано в работе [5]. Однако стоит

отметить, что в предельном случае k = 1 в отсутствие

шероховатостей (h̃ = 0) решение F̃N,p(d̃p) становится

устойчивым на всем диапазоне глубин индентирова-

ния d̃p. Это приводит к тому, что радиус контакта

при увеличении расстояния |dp| между параболическим

индентором и полупространством уменьшается посте-

пенно, вплоть до нулевого значения. Подобная ситуа-

ция наблюдается и в случае k > 1 (рис. 8, b), с тем

отличием, что при k > 1 с увеличением d̃p нормальная

сила и радиус контакта к нулевым значениям с ро-

стом |dp| приближаются асимптотически. Как это видно

из рис. 8, с ростом показателя k влияние шероховатости

уменьшается, что подтверждает сделанные ранее выводы

для цилиндрического индентора. При необходимости

исследование, проведенное в настоящей работе, можно

обобщить на случай произвольной аксиально симмет-

ричной геометрии контакта с произвольной радиально

симметричной функцией, задающей шероховатость. Для

этого достаточно выбрать соответствующие выражения

для f (r ) и f s(r ), после чего произвести описанные выше

вычисления.

Заключение

В работе проведено аналитическое решение контакт-

ной задачи цилиндрического и параболического инденто-

ра с полупространством, представляющим градиентную

среду, для которой модуль упругости увеличивается с

глубиной индентирования. Решение получено в безраз-

мерных переменных, поэтому все кривые (зависимости
нормальной силы от глубины индентирования) явля-

ются универсальными. При этом дополнительно про-

веден учет волнистости (
”
шероховатости“) контактной

поверхности, которая задается радиальной функцией.

Показано, что с ростом показателя степени, задающего

градиентность, влияние неровностей поверхностей на

свойства адгезионного контакта уменьшается. Изучена
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ситуация, в которой с ростом удаления индентора от

полупространства контакт монотонно и асимптотически

приближается к нулевому значению. Причем это реали-

зуемо как для параболического, так и для цилиндриче-

ского индентора. Такое поведение возможно только для

несжимаемых сред (коэффициент Пуассона 1/2), для

которых показатель степени k, задающий градиентные

свойства среды, может принимать значения больше

единицы.

Таким образом, высокий показатель степени k гра-

диентности среды может привести к качественному

изменению адгезионного поведения как гладких, так и

шероховатых контактов. Так, для гладких цилиндриче-

ских контактов значение k = 1 разграничивает случаи

мгновенного, неустойчивого разрушения контакта от

постепенного, непрерывного. Соответственно, при высо-

ких степенях градиентности резко повышается работа

разрушения адгезионного контакта.
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