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Рассмотрены общие не зависящие от сечения рассеяния свойства ядер интеграла обратных столкно-

вений, а также ядер интегральных операторов, возникающих при разложении интеграла столкновений

по сферическим гармоникам. Полученные ранее рекуррентные соотношения между ядрами обобщены на

случай взаимодействия частиц разных масс. Показано, что найденные свойства обеспечивают аддитивную
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Введение

Основной трудностью при численном решении ки-

нетического уравнения Больцмана, даже на современ-

ном уровне развития вычислительной техники, оста-

ется расчет интеграла столкновений, который требу-

ет пятикратного интегрирования по сложной области.

Широко известным подходом к решению этой задачи

является моментный метод, в котором кинетическое

уравнение раскладывается по функциям Барнетта [1–3].
При этом расчет интеграла столкновений сводится к

алгебраическим операциям с числовыми константами —

матричными элементами интеграла столкновений. Было

установлено [4,5], что между матричными элементами

существуют связи, которые позволяют последовательно

находить их с помощью рекуррентной процедуры [6–9].

При использовании моментного метода возникают

ограничения на сходимость функции распределения

(ФР), которые можно устранить, раскладывая лишь

угловую зависимость ФР и кинетического уравнения

по сферическим гармоникам. В этом случае интеграл

столкновений заменяется набором более простых инте-

гральных операторов, ядра которых представляют собой

проекции ядра интеграла столкновений на сферические

гармоники и зависят лишь от модулей скоростей взаимо-

действующих частиц. Эти ядра полностью определяются

сечением взаимодействия частиц и могут использоваться

по аналогии с матричными элементами интеграла столк-

новений.

Использование предварительно рассчитанных ядер ин-

теграла столкновений существенно облегчает процесс

численного решения уравнения Больцмана. В то же вре-

мя построение ядер интеграла столкновений представ-

ляет собой самостоятельную сложную задачу. Исследо-

ванию и построению этих ядер посвящен ряд наших

предыдущих работ. В работах [10,11] показано, что в

случае взаимодействия частиц одного сорта ядра инте-

грала столкновений, так же как и матричные элементы,

связаны рекуррентными соотношениями. В работе [12]
предложена рекуррентная процедура построения ядер

с последовательно возрастающими индексами (индексы
ядер соответствуют индексам сферических гармоник, на

которые проецируется интеграл столкновений).
Часто интеграл столкновений может быть разделен

на интегралы прямых и обратных столкновений, опи-

сывающие приход частиц в рассматриваемый элемент

фазового объема и уход из него. В работе [13] мы

изучили ряд свойств ядер интеграла прямых столк-

новений. В настоящей работе исследуются некоторые

общие свойства ядер, которые являются отражением

симметрии парных столкновений и законов сохранения

при взаимодействии частиц. Некоторые из этих свойств

в изотропном случае были рассмотрены в работе [14].
Мы также обобщим полученные в [10] соотношения

между ядрами на случай взаимодействия частиц разных

сортов. Будет показано, что полученные свойства ядер

обеспечивают выполнение законов сохранения числа

частиц, импульса и энергии.

Рассмотрим газ, состоящий из частиц разных сортов.

Скорость изменения числа частиц сорта a в единице

фазового объема за счет взаимодействия с частицами

сорта b можно записать в виде

(

∂na f a

∂t

)
∣

∣

∣

∣

(a,b)

col

= na nb Î( f a , f b). (1)

Здесь f a , f b — нормированные на единицу функции

распределения частиц сортов a и b, na , nb — их концен-

трации, Î( f a , f b) — интеграл столкновений. Как извест-

но, при произвольном степенном потенциале взаимо-

действия сечение рассеяния обладает неинтегрируемой
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особенностью при нулевом угле рассеяния. Тем не менее

для всех степенных потенциалов жестче кулоновского

интеграл столкновений конечен, и вклад в него от

малых углов рассеяния мал [15]. Поэтому интеграл

столкновений с точностью до малой поправки может

быть представлен в виде разности интегралов обратных

(Î+( f a , f b)) и прямых (Î−( f a , f b)) столкновений

Î( f a , f b) = Î+( f a , f b) − Î−( f a , f b). (2)

При вычислении Î+( f a , f b), Î−( f a , f b) интегрирование

проводится до некоторого малого угла рассеяния. Диф-

ференциальное сечение при этом полагается равным

нулю в малой окрестности нулевого угла рассеяния, и

полное сечение можно считать конечным.

Интеграл столкновений представляет собой билиней-

ный интегральный оператор и может быть записан

в виде

Î( f a , f b) =

∫∫

G(v, v1, v2) f a(v1) f b(v2)dv1dv2, (3)

где ядро G(v, v1, v2) зависит от векторных скоростей и

в соответствии с (2) может быть представлено как раз-

ность ядер интегралов обратных G+(v, v1, v2) и прямых

G−(v, v1, v2) столкновений:

G(v, v1, v2) = G+(v, v1, v2) − G−(v, v1, v2). (4)

Перейдем в (1) к безразмерным переменным, выби-

рая, как в [13,16], в качестве масштабов концентра-

ции и скорости средние концентрации n0
a , n0

b и теп-

ловые скорости vTa =
√
2kT/ma , vTb =

√
2kT/mb ча-

стиц сортов a и b, а в качестве масштаба време-

ни — обратную частоту столкновений τ ab
T = lab/vTa , где

lab =
(√

2n0
b6

ab
e f f (T )

)

−1
— длина свободного пробега.

Здесь T — средняя температура газа, ma , mb — массы

частиц a и b, эффективное сечение 6ab
e f f (T ) определя-

ется как сечение для такого газа из твердых шаров,

вязкость которого равна вязкости газа с данным молеку-

лярным потенциалом. Приведенные в [17,18] выражения
для вязкости газа из твердых шаров и газа, в котором

взаимодействие описывается степенным потенциалом с

показателем степени κ, ϕab(r) = α(dab/2r)κ , дают

6ab
e f f (T ) = π(dab)

2

(

A2(κ + 1)Ŵ(4 − 2/κ)

8

)(

kT
ακ

)

−2/κ

.

Здесь Ŵ(z ) — гамма-функция, а коэффициенты A2(κ + 1)
приведены в [17,18].
Определим безразмерные скорости

ca = (va − u)/vTa , c1a = (v1a − u)/vTa ,

c2b = (v2b − u)/vTb , (5)

где u — средняя скорость газа. Безразмерные ФР и ядро

интеграла столкновений определятся соотношениями

f̃ a(ca ) = f a(cavTa + u)(vTa )
3,

f̃ b(cb) = f b(cbvTb + u)(vTb)
3,

G̃(ca , c1a , c2b) = (vTa )
3τ ab

T n0
b G(va , v1a , v2b)

= (vTa )
3τ ab

T n0
b G(cavTa + u, c1avTa + u, c2bvTb + u).

Ниже будем опускать тильду и использовать для безраз-

мерного ядра и безразмерных функций распределения

обозначения G(c, c1, c2) и f a(ca), f b(cb).
При разложении по сферическим гармоникам инте-

грал столкновений заменяется набором более простых

интегральных операторов, ядра которых зависят лишь

от модулей скоростей. Как показано в [4,11], эти ядра

пропорциональны ядрам Gl
l1,l2

(ca , c1a , c2b), представля-
ющим собой проекцию G(ca , c1a , c2b) на полиномы Ле-

жандра P l(cos ϑ):

Gl
l1,l2(ca , c1a , c2b) =

1

2π‖P l‖2
∫∫∫

G(ca , c1a , c2b)

× P l(cos ϑ)P l1(cos ϑ1)P l2(cos ϑ2)d�d�1d�2. (6)

Здесь ϑ, ϑ1, ϑ2 — зенитные углы скоростей ca , c1a , c2b

в сферической системе координат с фиксированной

осью z . Согласно обобщенной теореме Гекке (ОТГ) [4],
эти ядра отличны от нуля лишь при комбинациях индек-

сов, удовлетворяющих условиям: |l1 − l2| ≤ l ≤ l1 + l2,
l + l1 + l2 — четное число. В дальнейшем без потери

общности будем рассматривать осесимметричный слу-

чай. С использованием ядер Gl
l1,l2

(ca , c1a , c2b) интеграл

столкновений (3) запишется в виде

(vTa )
3τ ab

T n0
b Î( f a , f b) =

∑

l,l1,l2

P l(xa )

∞
∫

0

∞
∫

0

Gl
l1,l2 (ca , c1a , c2b)

× f a
l1(ca1) f b

l2(cb2)(ca1)
2dca1(cb2)

2dcb2, (7)

где f a
l (ca), f b

l (cb) — коэффициенты разложения ФР

f a(ca), f b(cb) по полиномам Лежандра.

Свойства симметрии ядер в случае
взаимодействия частиц одного сорта

Рассмотрим свойства ядер в случае, когда взаимодей-

ствуют частицы одного сорта. При этом индексы сорта

частиц в обозначении величин будем опускать. Для

вывода свойств ядер в этом случае удобно использовать

введенную в [19] функцию W (v1, v2|v, v′), описывающую

вероятность того, что частицы со скоростями v1, v2
после столкновения приобретают скорости v, v′. Соглас-

но [19], W (v1, v2|v, v′) имеет вид

W (v1, v2|v, v′)=σ

(

|v1−v2|, arccos
(

(

(v1−v2)(v−v
′)
)

|v1 − v2||v− v′|

)

)

× δ

(

v1 + v2 − v− v
′

2

)

δ

(

(v1 − v2)
2 − (v− v

′)2

2

)

. (8)

Здесь сечение рассеяния σ (g, θ) зависит от моду-

ля относительной скорости сталкивающихся частиц
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g = |v1 − v2| и угла рассеяния θ = arccos
( ((v1−v2)(v−v

′))
|v1−v2||v−v′|

)

(т. е. угла между относительными скоростями до и

после взаимодействия). Дельта-функции обеспечивают

выполнение законов сохранения энергии и импульса при

столкновении. Для перехода к безразмерным перемен-

ным умножим (3) на (vT )3τT n0 и используем (5). Введем
безразмерную функцию (vT )6τT n0W (c1vT + u, c2vT +
+u|cvT + u, c′vT + u), для которой оставим обозначение

W (c1, c2|c, c′). Ядра G+(c, c1, c2), G−(c, c1, c2) связаны с

W (c1, c2|c, c′) соотношениями

G+(c, c1, c2) =

∫

W (c1, c2|c, c′)dc′, (9)

G−(c, c1, c2) = δ(c1 − c)

∫∫

W (c1, c2|c′1, c′2)dc′2dc′1.
(10)

Ядро интеграла прямых столкновений G−(c, c1, c2) по-

дробно проанализировано в работе [13], поэтому ос-

новное внимание сосредоточим на свойствах ядра

G+(c, c1, c2). Явное выражение для G+(c, c1, c2) приве-

дено в нашей работе [20]

G+(c, c1, c2) =
8√

26e f f (T )
σ

(

|c1 − c2|vT ,

arccos

(

((c1 − c2)(2c − c1 − c2))

|c1 − c2||2c − c1 − c2|

)

)

× δ(|c1 − c2| − |2c− c1 − c2|)
|c1 − c2|

. (11)

Парные столкновения одинаковых частиц обладают

некоторыми свойствами симметрии, что может быть

использовано для получения общих свойств ядер ин-

теграла столкновений, не зависящих от вида сечения

рассеяния. Выводу таких свойств и посвящен этот раздел

настоящей работы.

Прежде всего, частицы 1 и 2 можно переставить

местами, при этом поменяются местами скорости c1, c2
и c, c′. Поэтому для любого сечения рассеяния справед-

ливо равенство

W (c2, c1|c′, c) = W (c1, c2|c, c′). (12)

Интегрируя это соотношение по c, c′, найдем

∫

G+(c, c2, c1)dc =

∫

G+(c, c1, c2)dc. (13)

Соответственно для ядер, зависящих от модулей скоро-

сти, имеем

∫

G0+

i,i (c, c2, c1)c
2dc =

∫

G0+

i,i (c, c1, c2)c
2dc, (14)

для любых значений индекса i . Здесь учтено, что

dc = c2dcd�, и интегрирование по углам вследствие

ортогональности полиномов Лежандра оставляет лишь

проекцию ядра на P0. В силу ОТГ, нижние индексы

ненулевых ядер равны.

Свойство (12) позволяет найти еще два набора со-

отношений для ядер. Действительно, используя закон

сохранения импульса c1 + c2 = c + c
′, можно записать

(c1 + c2)W (c1, c2|c, c′) = (c + c
′)W (c1, c2|c, c′).

С учетом (12) это соотношение можно переписать

в виде

c1W (c1, c2|c, c′) + c2W (c2, c1|c′, c) = cW (c1, c2|c, c′)

+ c
′W (c2, c1|c′, c). (15)

Интегрируя (15) по c, c′, найдем

c1

∫

G+(c, c1, c2)d�c2dc + c2

∫

G+(c, c2, c1)d�c2dc

=

∫

cG+(c, c1, c2)d�c2dc +

∫

cG+(c, c2, c1)d�c2dc.

Спроектируем это равенство на ось z , умножим его

на P i(cos ϑ1)P j(cos ϑ2) и проинтегрируем по d�1d�2.

В результате получим

c1

∫

cos ϑ1P i(cos ϑ1)Pj(cos ϑ2)G
+(c, c1, c2)d�d�1d�2c

2dc

+ c2

∫

P i(cos ϑ1) cos ϑ2Pj(cos ϑ2)G
+(c, c2, c1)d�d�1d�2

× c2dc =

∫

cP1(cos ϑ)P i(cos ϑ1)P j(cos ϑ2)G
+(c, c1, c2)

× d�d�1d�2c2dc +

∫

cP1(cos ϑ)P i(cos ϑ1)P j(cos ϑ2)

× G+(c, c2, c1)d�d�1d�2c
2dc.

Учитывая, что

xP i(x) =
i + 1

2i + 1
P i+1(x) +

i
2i + 1

P i−1(x)

и выполняя интегрирование, найдем

∫

c3
(

G1+
i, j (c, c1, c2) + G1+

j,i (c, c2, c1)
)

dc

= c2

j + 1

2 j + 1

∫

G0+
j+1,i(c, c2, c1)c

2dc

+ c2

j
2 j + 1

∫

G0+
j−1,i(c, c2, c1)c

2dc

+ c1

i + 1

2i + 1

∫

G0+
i+1, j(c, c1, c2)c

2dc

+ c1

i
2i + 1

∫

G0+
i−1, j(c, c1, c2)c

2dc.
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Согласно ОТГ, ядра будут ненулевыми только в том слу-

чае, когда индексы различаются на единицу, |i − j| = 1.

Поэтому из последнего соотношения имеем
∫

c3
(

G1+
i,i+1(c, c1, c2) + G1+

i+1,i(c, c2, c1)
)

dc

= c2

i + 1

2i + 3

∫

G0+
i,i (c, c2, c1)c

2dc

+ c1

i + 1

2i + 1

∫

G0+
i+1,i+1(c, c1, c2)c

2dc,

∫

c3
(

G1+
i,i+1(c, c2, c1) + G1+

i+1,i(c, c1, c2)
)

dc

= c1

i + 1

2i + 3

∫

G0+
i,i (c, c1, c2)c

2dc

+ c2

i + 1

2i + 1

∫

G0+
i+1,i+1(c, c2, c1)c

2dc. (16)

Используем теперь закон сохранения энергии

c2
1 + c2

2 = c2 + c ′2 совместно с (12). Это дает

c2
1W (c1, c2|c, c′) + c2

2W (c2, c1|c′, c) = c2W (c1, c2|c, c′)

+ c ′2W (c2, c1|c′, c).
Интегрирование этого соотношения по c, c′ приводит к

равенству

c2
1

∫

G+(c, c1, c2)d�c2dc + c2
2

∫

G+(c, c2, c1)d�c2dc

=

∫

c2G+(c, c1, c2)d�c2dc +

∫

c2G+(c, c2, c1)d�c2dc.

(17)

Умножая (17) на P i(cos ϑ1)P j(cos ϑ2), интегрируя по

d�1d�2 и используя ОТГ, получим

c2
1

∫

G0+
i,i (c, c1, c2)c

2dc + c2
2

∫

G0+
i,i (c, c2, c1)c

2dc

=

∫

(

G0+
i,i (c, c1, c2) + G0+

i,i (c, c2, c1)
)

c4dc. (18)

Используем теперь другое свойство симметрии функ-

ции W (c1, c2|c, c′). Учитывая закон сохранения импульса

в столкновении, можно считать, что частица со ско-

ростью c2 после столкновения приобретает скорость

c1 + c2 − c, а частица со скоростью c1 — скорость c. Это

отражается в том, что выражение W (c2, c1|c1 + c2 − c, c′)

в качестве второго сомножителя содержит δ
(

c−c
′

2

)

.

В то же время W (c1, c2|c, c′) содержит δ
(

c1+c2−c−c
′

2

)

.

Полагая c
′ = c в первом случае и c

′ = c1 + c2 − c во

втором, найдем, что коэффициенты при δ-функциях

совпадают и равны

vT τT n0σ

(

|c1−c2|vT , arccos

(

((c1−c2)(2c − c1−c2))

|c1−c2||2c − c1 − c2|

)

)

× δ

(

(c1 − c2)
2 − (2c − c1 − c2)

2

2

)

.

Поэтому с учетом (9) имеем

G+(c, c1, c2) = G+(c1 + c2 − c, c2, c1). (19)

Проинтегрируем это равенство по направлениям ско-

ростей c, c2, c1. Слева получим 4πG0+
0,0(c, c1, c2). При

интегрировании G+(c1 + c2 − c, c2, c1) по направлению

� скорости c в качестве оси сферической координатной

системы выберем направление вектора c1 + c2 . Тогда

если азимутальный угол � равен ϕ, то азимутальный

угол вектора c1 + c2 − c будет равен ϕ−π. Из простых

геометрических соображений ясно, что

c cos ϑ = |c1 + c2| − |c1 + c2 − c| cos ϑ ′, (20)

где ϑ и ϑ ′ — зенитные углы векторов � и c1 + c2 − c

соответственно. Поскольку в силу закона сохранения

энергии (c1 + c2 − c)2 = c2
1 + c2

2 − c2, то

G+(c1 + c2 − c, c2, c1) =

= G+
(

(c2
1 + c2

2 − c2)1/2, cos ϑ ′, ϕ − π, c2, c1
)

.

Поэтому

∫∫∫

G+(c1 + c2 − c, c2, c1)d�d�1d�2

=

∫∫∫∫

G+
(

(c2
1 + c2

2 − c2)1/2, cos ϑ ′, ϕ − π, c2, c1
)

× d cos ϑdϕd�1d�2 =

∫∫∫∫

G+
(

(c2
1 + c2

2 − c2)1/2,

cos ϑ ′, ϕ, c2, c1
)

d cos ϑ ′dϕ
(c2

1 + c2
2 − c2)1/2

c
d�1d�2

= 4π
(c2

1 + c2
2 − c2)1/2

c
G0+

0,0

(

(c2
1 + c2

2 − c2)1/2, c2, c1

)

.

(21)
Таким образом:

cG0+
0,0(c, c1, c2) = (c2

1 + c2
2 − c2)1/2

× G0+
0,0

(

(c2
1 + c2

2 − c2)1/2, c2, c1

)

. (22)

Такой же результат был получен в работе [14], где

рассматривалось кинетическое уравнение в изотропном

случае. При этом в качестве независимой переменной

вместо скорости использовалась энергия. Легко видеть,

что аналогичное равенство можно получить для всех

индексов i :

cG0+
i,i (c, c1, c2) = (c2

1 + c2
2 − c2)1/2

× G0+
i,i

(

(c2
1 + c2

2 − c2)1/2, c2, c1

)

. (23)

Отметим, что из (23) следует соотношение (18).
Действительно, левую часть (18) можно представить

Журнал технической физики, 2019, том 89, вып. 10



1486 Л.А. Бакалейников, Е.Ю. Флегонтова, Э.А. Тропп

в виде

c2
1

∫

G0+
ii (c ′, c1, c2)(c

′)2dc ′+c2
2

∫

G0+
ii (c ′, c2, c1)(c

′)2dc ′

=
1

2

∫

(c2
1 + c2

2 − c2)G0+
ii (c, c1, c2)c

2dc

+
1

2

∫

(c2
1 + c2

2 − c2)G0+
ii (c, c2, c1)c

2dc

+
1

2

∫

c2G0+
ii (c, c1, c2)c

2dc +
1

2

∫

c2G0+
ii (c, c2, c1)c

2dc.

(24)

Здесь учтена симметрия G0+
ii (c ′, c1, c2)(c ′)2dc ′ отно-

сительно перестановки c1 и c2. Для преобразова-

ния первых членов в правой части (24) использу-

ем свойство (23) и проведем замену переменной

c ′ = (c2
1 + c2

2 − c2)1/2. Для первого члена это дает

1

2

∫

(c2
1 + c2

2 − c2)G0+
ii (c, c1, c2)c

2dc

=
1

2

∫

(c2
1 + c2

2 − c2)3/2G0+
ii

(

(c2
1 + c2

2 − c2)1/2, c2, c1

)

cdc

=
1

2

∫

(c ′)3G0+
ii (c ′, c2, c1)c

′dc ′.

Второй член приводится к такому же виду с точностью

до перестановки c1 и c2, поэтому вся правая часть (24)
равна

∫

c4G0+
ii (c, c2, c1)dc +

∫

c4G0+
ii (c, c1, c2)dc , что и

означает справедливость (18).
Можно показать, что использование законов сохране-

ния импульса и энергии совместно с рассматриваемым

случаем симметрии не приводит к появлению новых

соотношений для ядер.

Используем теперь принцип детального равновесия,

согласно которому

W (c1, c2|c, c′) = W (c, c′|c1, c2). (25)

Если учесть, что величина относительной скорости не

меняется при взаимодействии, то это равенство оче-

видно из (8). Используя (8) по аналогии с выводом

свойства (19), найдем, что

∫

W (c, c′|c1, c2)dc′ =

∫

W (c, c1 + c2 − c|c1, c′)dc′.

Отсюда с учетом (25) имеем

G+(c, c1, c2) = G+(c1, c, c1 + c2 − c). (26)

Как и раньше, проинтегрируем это равенство по на-

правлениям скоростей c, c1, c2 и примем во внима-

ние, что вследствие сохранения энергии длина вектора

c1 + c2 − c есть (c2
1 + c2

2 − c2)1/2 . При интегрировании

по �2 в качестве оси сферической координатной систе-

мы выберем направление вектора c−c1. Выразим сфе-

рические координаты (ϑ ′

2, ϕ
′

2) вектора c1 + c2 − c через

сферические координаты (ϑ2, ϕ2) вектора c2: ϕ
′

2 = ϕ2,

cos ϑ ′

2 =
c2 cos ϑ2 − |c− c1|

|c1 + c2 − c| .

Интеграл от правой части (26) можно привести к виду

∫∫∫

G+(c1, c, c1 + c2 − c)d�d�1d�2

=

∫∫∫∫

G+
(

c1, c, (c
2
1 + c2

2 − c2)1/2, cos ϑ ′

2, ϕ2

)

d cos ϑ2

× dϕ2d�d�1 =

∫∫∫∫

G+
(

c1, c, (c
2
1 + c2

2 − c2)1/2,

cos ϑ ′

2, ϕ2

)

d cos ϑ ′

2dϕ2

(c2
1 + c2

2 − c2)1/2

c2

d�d�1

= 4π
(c2

1+c2
2−c2)1/2

c2

G0+
0,0

(

c1, c, (c2
1+c2

2 − c2)1/2
)

. (27)

Все выкладки остаются справедливыми, если умно-

жить (26) на полиномы Лежандра от cos ϑ и cosϑ1.

С учетом ОТГ для произвольных значений индексов i
имеем

c2Gi+
i,0(c, c1, c2) = (c2

1 + c2
2 − c2)1/2

× Gi+
i,0

(

c1, c, (c2
1 + c2

2 − c2)1/2
)

. (28)

И в этом случае использование законов сохранения

импульса и энергии совместно с (18) не дает новых

соотношений для ядер.

Отметим еще связь между ядрами интегралов прямых

и обратных столкновений. Как видно из (9), (10):

G−(c, c1, c2) = δ(c1 − c)

∫

G+(c′, c1, c2)dc
′. (29)

Умножим теперь (29) на

1

2π‖P l‖2
P l(cos ϑ)P l1(cos ϑ1)P l2(cos ϑ2)

и проинтегрируем по d�d�1d�2

Gl−
l1l2

(c, c1, c2) =
1

2π‖P l‖2
∫∫∫

G−(c, c1, c2)

× P l(cos ϑ)P l1(cos ϑ1)P l2(cos ϑ2)d�d�1d�2

=
1

2π‖P l‖2
∫∫∫

(
∫

G+(c′, c1, c2)dc
′

)

× P l(cos ϑ)P l1(cos ϑ1)P l2(cos ϑ2)δ(c1 − c)d�d�1d�2.

(30)
Запишем δ-функцию под интегралом в виде

δ(c1 − c) =
δ(c1 − c)

c2
δ(cos ϑ1 − cos ϑ)δ(ϕ1 − ϕ).
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Интегрирование по �1 дает в правой части (30)

δ(c1 − c)

c2

1

2π‖P l‖2
∫∫∫

(
∫

G+(c′, c, c2)c
′2dc ′

)

× P l(cos ϑ)P l1(cos ϑ)P l2(cos ϑ2)d�′d�d�2. (31)

Ясно, что произведение P l(cos θ)P l1(cos θ) может быть

представлено в виде линейной комбинации полиномов

Лежандра с индексами, не превосходящими l + l1:

P l(x)P l1(x) =

l+l1
∑

k=0

C l
l1kPk(x),

C l
l1k =

1

‖Pk‖2

1
∫

−1

P l(x)P l1(x)Pk(x)dx . (32)

Поэтому

Gl−
l1l2

(c, c1, c2)=
δ(c1−c)

c2

l+l1
∑

k=0

C l
l1k

∫

G0+
kl2

(c ′, c, c2)(c
′)2dc ′.

(33)

Поскольку в силу ОТГ среди ядер G0+
kl2

(c ′, c, c2) лишь

ядро G0+
l2l2

(c ′, c, c2) отлично от нуля, то

Gl−
l1l2

(c, c1, c2) =
δ(c1 − c)

c2
C l

l1 l2

∫

G0+
l2l2

(c ′, c, c2)(c
′)2dc ′.

(34)

Константы C l
l1l2

отличны от нуля лишь при выполнении

условий l1 ≤ l + l2, l2 ≤ l + l1, l ≤ l1 + l2, т. е. формула
для ядра интеграла прямых столкновений согласуется

с ОТГ.

Отметим, наконец, что, как видно из (11), для сечений

рассеяния, симметричных относительно π/2 (т. е. при
выполнении условия σ (θ) = σ (π − θ)) ядра обладают

дополнительным свойством симметрии — они оказыва-

ются симметричными относительно перестановки аргу-

ментов c1 и c2 (поскольку arccos x = π − arccos(−x)):

G+(c, c2, c1) = G+(c, c1, c2). (35)

При этом, естественно, выполняются равенства

Gl+
l2l1

(c, c2, c1) = Gl+
l1l2

(c, c1, c2). (36)

Соотношения (35), (36) справедливы, в частности, для

изотропного рассеяния.

Основное соотношение для ядер
интеграла столкновений в случае
взаимодействия частиц разных масс

В работе [10] были получены связи между ядрами ин-

теграла столкновений для случая взаимодействия частиц

одинаковых масс. В этом разделе обобщим этот резуль-

тат на случай частиц разных масс. Так же как и в [10],

рассматриваем ФР в двух различных системах отсчета

(базисах), движущихся с различными скоростями u0, u1
вдоль выделенной оси z . Пусть ca , cb — безразмерные

скорости частиц в базисе u0. Тогда скорости в базисе u1

будут

c
′

a = ca − u1 − u0

vTa

, c
′

b = cb −
u1 − u0

vTb

. (37)

Учитывая, что f i(ci) = f ′

i(c
′

i ), i = a, b, разложим ФР

частиц a и b в базисах u0 и u1 по полиномам Лежандра

∞
∑

l=0

f a
l (ca)P l(xa) =

∞
∑

λ=0

Fa
λ (c ′

a)P l(x
′

a), (38)

∞
∑

l=0

f b
l (cb)P l(xb) =

∞
∑

λ=0

Fb
λ (c ′

b)P l(x
′

b). (39)

Здесь xa =cosϑa , xb =cos ϑb, x ′

a =cos ϑ ′

a , x ′

b = cos ϑ ′

b —

косинусы углов между осью z и векторами скоростей

ca , cb, c
′

a , c
′

b , а скорости удовлетворяют соотношениям

c2
a = c2

a z
+ c2

aρ
, c ′2

a = c ′2
a z

+ c ′2
aρ
,

c2
b = c2

bz
+ c2

bρ
, c ′2

b = c ′2
bz

+ c ′2
bρ
, (40)

c ′

a z
= ca z − χa , ca z = ca xa , c ′

a z
= c ′

ax ′

a ,

c ′

bz
= cbz − χb, cbz = cbxb, c ′

bz
= c ′

bx ′

b, (41)

χa =
|u1 − u0|

vTa

, χb =
|u1 − u0|

vTb

. (42)

Скалярно умножая (40), (41) на полиномы Лежандра

в базисе u1, т. е. на Pλ(x ′

a), Pλ(x ′

b) соответственно,

получим

Fa
λ (c ′

a) =

∞
∑

l=0

9̂a
λ,l(χa , c ′

a) f a
l (ca),

Fb
λ (c ′

b) =

∞
∑

l=0

9̂b
λ,l(χb, c ′

b) f b
l (cb),

где операторы перехода 9̂a
λ,l(χa , c ′

a), 9̂
b
λ,l(χb, c ′

b) задают-

ся формулами

9̂a
λ,l(χa , c ′

a) f a
l (ca) =

1

πλ

1
∫

−1

Pλ(x
′

a )P l(xa) f a
l (ca)dx ′

a ,

(43)

9̂b
λ,l(χb, c ′

b) f b
l (cb) =

1

πλ

1
∫

−1

Pλ(x
′

b)P l(xb) f b
l (cb)dx ′

b. (44)

Здесь πλ = 2
2λ+1

— квадрат нормы полинома Лежандра

Pλ(x). Для обратных операторов 9̂a
l,λ , 9̂

b
l,λ имеем

9̂a
l,λ(−χa , ca)F

a
λ (c ′

a) =
1

πl

1
∫

−1

P l(xa )Pλ(x
′

a)F
a
λ (c ′

a)dxa ,

(45)

Журнал технической физики, 2019, том 89, вып. 10



1488 Л.А. Бакалейников, Е.Ю. Флегонтова, Э.А. Тропп

9̂b
l,λ(−χb, cb)F

b
λ (c ′

b) =
1

πl

1
∫

−1

P l(xb)Pλ(x
′

b)F
b
λ (c ′

b)dxb.

(46)

Действуя так же как в [10], для коэффициентов разложе-

ния безразмерного интеграла столкновений по Pλ(x ′

a) в

базисе u1 с учетом (7), (43), (45), (46) получим

∞
∫

0

∞
∫

0

Gλ
λ1,λ2

(c ′

a , c ′

1a , c ′

2b)F
a
λ1

(c ′

a1)F
b
λ2

(c ′

b2)(c
′

a1)
2dc ′

a1(c
′

b2)
2

× dc ′

b2 =
∑

l,l1 ,l2

∞
∫

0

∞
∫

0

9̂a
λ,l(χa , c ′

a)G
l
l1l2(ca , ca1, cb2)

×
∑

λ1λ2

9̂a
l1λ1(−χa , ca1)F

a
λ1

(c ′

a1)9̂
b
l2λ2(−χb, cb2)

× Fb
λ2

(c ′

b2)(ca1)
2dca1(cb2)

2dcb2.

Используя произвольность функций распределения Fa
λ1
,

Fb
λ2
после ряда преобразований, аналогичных описанным

в [10], найдемa

Gλ
λ1λ2

(c ′

a , c ′

a1, c ′

b2) =
∑

l,l1 ,l2

9̂a
λl(χa , c ′

a)
πλ1

πl1
9̂a

λ1l1(χa , c ′

a1)
πλ2

πl2

× 9̂b
λ2l2(χb, c ′

b2)G
l
l1l2(ca , ca1, cb2).

Учтем теперь, что χb =
√

mb/maχa , и продифференциру-

ем это соотношение по χa . При этом слева будет нуль,

а справа возникнут производные только от операторов

перехода. Полагая χa = 0, найдем

∑

l

d9̂a
λl(χa , c ′

a)

dχa

∣

∣

∣

∣

χa=0

Gl
λ1λ2

(ca , c ′

a1, c ′

b2)

+
∑

l1

πλ1

πl1

d8̂a
λ1l1

(χa , c ′

a1)

dχa

∣

∣

∣

∣

χa=0

Gλ
l1λ2(ca , ca1, cb2)

+

√

mb

ma

∑

l2

πλ2

πl2

d9̂a
λ2l2

(χb, c ′

b2)

dχb

∣

∣

∣

∣

χa=0

Gλ
λ1l2(c

′

a , c ′

a1, cb2)=0.

(47)

В [10] было показано, что производная от оператора

перехода имеет вид

d9̂a
λl(χa , c ′

a)

dχa

∣

∣

∣

∣

χa=0

= δl,λ−1B̂ (1)
λ (ca) + δl,λ+1B̂2

λ(ca),

B̂ (1)
λ (ca) =

1

2λ − 1

(

d
dca

− λ − 1

ca

)

,

B̂ (2)
λ (ca) =

λ + 1

2λ + 3

(

d
dca

+
λ + 2

ca

)

. (48)

Подставляя это выражение и аналогичное ему для

d9̂a
λ2l2

(χb, c ′

b2)

dχb

∣

∣

∣

∣

χa=0

в (47), заменяя λ на l, c ′

a на ca , c ′

b на cb, окончательно

получим

B̂ (1)
l (ca)G

l−1
l1l2

(ca , ca1, cb2) + B̂ (2)
l (ca)G

l+1
l1l2

(ca , ca1, cb2)

+ B̂ (3)
l1

(ca1)G
l
l1+1,l2(ca , ca1, cb2)

+ B̂ (4)
l1

(ca1)G
l
l1−1,l2(ca , ca1, cb2)

+

√

mb

ma

(

B̂ (3)
l2

(cb2)G
l
l1,l2+1(ca , ca1, cb2)

+ B̂ (4)
l2

(cb2)G
l
l1,l2−1(ca , ca1, cb2)

)

= 0. (49)

Здесь B̂ (1)
l (ca), B̂ (2)

l (ca) задаются формулами (48),

B̂ (3)
l (ca) =

l + 1

2l + 1

(

d
dca

+
l + 2

ca

)

,

B̂ (4)
l (ca) =

1

2l + 1

(

d
dca

− l − 1

ca

)

.

Таким образом, как и в случае одинаковых частиц,

связи (49) можно рассматривать как рекуррентные со-

отношения, позволяющие построить любое нелинейное

ядро, если известно ядро G0
0,0(ca , ca1, cb2). Отметим,

что связи (49) могут быть получены и с помощью

соотношений между матричными элементами интеграла

столкновений в случае частиц разных масс. Эти со-

отношения приведены в [8]. Используя представление

ядер через матричные элементы, соотношения между

матричными элементами и рекуррентные соотношения

между полиномами Сонина можно получить (49).

Инварианты интеграла столкновений
и свойства ядер

Рассмотрим законы сохранения для газа, состоящего

из частиц разных сортов. Уравнение Больцмана для

компонента газовой смеси в отсутствие внешних сил

можно записать в форме
(

∂

∂t
+ va

∂

∂r

)

na(r, t) f a(va , r, t) =
∑

b

nanb Î( f a , f b).

Число частиц сорта сохраняется при взаимодействии с

частицами любого другого сорта, поэтому интеграл по

скоростям va от Î( f a , f b) равен нулю. В безразмерных

переменных это условие запишется в виде
∫∫∫

G(ca , ca1, cb2) f a(ca1) f b(cb2)dca1dcb2dca = 0.

Интегрируя по скоростям ca разложение интеграла

столкновений (7), находим

∑

l1l2

∞
∫

0

∞
∫

0

∞
∫

0

G0
l1l2(ca , ca1, cb2) f a

l1(ca1) f b
l2(cb2)(ca1)

2

× dca1(cb2)
2dcb2(ca)

2dca = 0. (50)
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Поскольку в соответствии с ОТГ ядра G0
l1l2

отличны от

нуля лишь при равенстве нижних индексов, то вслед-

ствие произвольности ФР частиц сортов a и b должно

выполняться условие

∞
∫

0

G0
l1l1(ca , ca1, cb2)(ca)

2dca = 0. (51)

Для однокомпонентного газа соотношение (50) с учетом
ОТГ переходит в

∑

l1

∞
∫

0

∞
∫

0

∞
∫

0

G0
l1l1(c, c1, c2) f l1(c1) f l1(c2)(c1)

2

× dc1(c2)
2dc2(c)2dc = 0.

Вследствие произвольности f l1(c) получим

∞
∫

0

G0
l1l1(c, c1, c2)(c)2dc +

∞
∫

0

G0
l1l1(c, c2, c1)(c)2dc = 0.

Свойство (14) позволяет утверждать, что (51) должно

выполняться и в случае однокомпонентного газа.

Законы сохранения энергии и импульса не выполня-

ются для каждой компоненты по отдельности. Поэтому

рассмотрим однокомпонентный газ. Закон сохранения

энергии с учетом (7) запишется

∑

l1,l2

∞
∫

0

∞
∫

0

∞
∫

0

G0
l1l2(c, c1, c2) f l1(c1) f l2(c2)(c1)

2

× dc1(c2)
2dc2(c)4dc = 0.

Поэтому, в силу произвольности ФР и справедливости

ОТГ, ядра должны удовлетворять соотношениям

∞
∫

0

G0
l1l1(c, c1, c2)(c)4dc +

∞
∫

0

G0
l1l1(c, c2, c1)(c)4dc = 0.

(52)

Закон сохранения импульса рассмотрим в осесиммет-

ричном случае. Для этого умножаем (7) на cz = c cos θ
и интегрируем по d3c . Это дает

∑

l1,l2

∞
∫

0

∞
∫

0

∞
∫

0

G1
l1l2(c, c1, c2) f l1(c1) f l2(c2)(c1)

2

× dc1(c2)
2dc2(c)3dc = 0.

С учетом ОТГ и произвольности ФР получаем, что ядра

должны удовлетворять условиям

∞
∫

0

G1
l1,l1+1(c, c1, c2)(c)3dc+

∞
∫

0

G1
l1+1,l1(c, c2, c1)(c)3dc =0.

(53)

Отметим, что свойства ядер, полученные в первом

разделе, гарантируют выполнение условий (51)−(53).
Так, интегрируя (34), при l = 0 легко получить
∫

G0−
l1l1

(c, c1, c2)c
2dc = C0

l1l1

∫

G0+
l1l1

(c ′, c1, c2)(c
′)2dc ′

=

∫

G0+
l1l1

(c ′, c1, c2)(c
′)2dc ′

в полном соответствии с (51). Для доказательства

справедливости (52) опять используем (34). Подстанов-

ка (34) при l = 0 в (52) дает
∫

G0−
l1l1

(c, c1, c2)c
4dc +

∫

G0−
l1l1

(c, c2, c1)c
4dc

= c2
1

∫

G0+
l1l1

(c ′, c1, c2)(c
′)2dc ′

+ c2
2

∫

G0+
l1l1

(c ′, c2, c1)(c
′)2dc ′. (54)

Согласно (18), выражение в правой части равно
∫

(

G0+
l1l1

(c, c1, c2) + G0+
l1l1

(c, c2, c1)
)

c4dc,

что и означает выполнение (52).
Соотношение (34) при l = 1 позволяет получить и

условие (53). Действительно,

G1−
l1,l1+1(c, c1, c2) =

δ(c1 − c)

c2
1

C1
l1,l1+1

×
∫

G0+
l1+1,l1+1(c

′, c, c2)(c
′)2dc ′,

G1−
l1+1,l1

(c, c2, c1) =
δ(c2 − c)

c2
2

C1
l1+1,l1

×
∫

G0+
l1,l1

(c ′, c, c1)(c
′)2dc ′.

Умножая эти равенства на c3 и интегрируя по c , найдем
∫

(

G1−
l1,l1+1(c, c1, c2) + G1−

l1+1,l1
(c, c2, c1)

)

c3dc

= c1C
1
l1,l1+1

∫

G0+
l1+1,l1+1(c

′, c1, c2)(c
′)2dc ′

+ c2C
1
l1+1,l1

∫

G0+
l1,l1

(c ′, c2, c1)(c
′)2dc ′.

Поскольку

C1
l,l+1 =

l + 1

2l + 1
, C1

l+1,l =
l + 1

2l + 3
,

правая часть этого соотношения совпадает с правой

частью (16), и, следовательно:
∫

(

G1−
l1,l1+1(c, c1, c2) + G1−

l1+1,l1
(c, c2, c1)

)

c3dc

=

∫

c3
(

G1+
l1,l1+1(c, c1, c2) + G1+

l1+1,l1
(c, c2, c1)

)

dc,

т. е. (53) выполняется.
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Заключение

Исследованы общие свойства ядер интегральных опе-

раторов, представляющих собой проекции интеграла

столкновений на полиномы Лежандра. Показано, что

из симметрии парных столкновений, из законов сохра-

нения энергии и импульса в парном столкновении и

из принципа детального равновесия следует ряд со-

отношений между ядрами, которые справедливы для

любого сечения рассеяния. В случае симметричных се-

чений рассеяния появляются дополнительные свойства,

которые могут быть использованы при расчете ядер.

Ранее нами были получены соотношения между ядрами

с разными индексами (индексы ядер соответствуют ин-

дексам полиномов Лежандра, на которые проецируется

интеграл столкновений) в случае взаимодействия частиц

с равными массами, и на их основе была построена

процедура последовательного определения ядер. Эти со-

отношения обобщены на случай взаимодействия частиц

с разными массами. Показано, что полученные свойства

ядер обеспечивают аддитивную инвариантность энергии,

импульса и числа частиц.
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