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1. Введение

Вопрос о спине основного состояния взаимодейству-
ющих электронов представляет собой фундаментальную
проблему в квантовой физике небольшого числа ча-
стиц, имеющую большое значение для создания спин-
поляризованных состояний и для реализации спиновых
кубитов на квантовых точках [1,2]. Спиновое состоя-
ние локализованных электронов определяется балансом
зависящих от спина компонентов энергии системы, к
которым прежде всего относится обменное взаимодей-
ствие, но и не только оно, так как прямое взаимодей-
ствие, взаимодействие с потенциалом, формирующим
связанные состояния, и кинетическая энергия также
зависят от спина. Наибольший интерес вызывает модель-
ная система двух электронов. В этом случае имеется
четкий результат, который связывают с именем Вигнера.
Согласно теореме Вигнера, основное состояние явля-
ется синглетом при любом парном взаимодействии, не
зависящем от спина [3]. Поэтому синглет-триплетный
переход возможен только при наличии магнитного поля.
Другой не менее известный классический результат
относится к системе достаточно большого количества
электронов. Это полуэмпирическое правило Хунда [4,5],
согласно которому наименьшей энергией обладает со-
стояние с наибольшим спином. Вопрос о том, при каком
количестве электронов это правило применимо, не име-
ет определенного ответа, но известно, что в случае двух
электронов оно несправедливо. Тем не менее триплетное
состояние все же удается сделать основным, если двух-
электронная система связана с близко расположенной
дополнительной квантовой точкой, содержащей большое
количество электронов. Электроны в большой квантовой
точке служат посредниками, благодаря которым уве-
личивается обменное взаимодействие рассматриваемых
электронов [6,7].

Такие выводы сделаны для систем с обычным спек-

тром. Однако применительно к современным топологи-

чески нетривиальным электронным системам проблема

спина основного состояния и синглет-триплетных пе-

реходов мало исследована. Мы изучили ее для двух

электронов в системах с двухзонным спектром в то-
пологической и тривиальной фазах в двумерных (2D)
системах [8]. Было установлено, что в топологической

фазе теорема Вигнера при определенных условиях на-

рушается и основное состояние двух электронов может

стать поляризованным триплетом.

В настоящей работе изучены эффекты, обусловленные

спин-орбитальным взаимодействием (СОВ), связанным
c пространственной асимметрией, в двойной квантовой

яме в 2D топологическом изоляторе (ТИ). Показано, что

СОВ приводит к значительной перестройке триплетных
состояний, но при несильном СОВ сохраняются четко

выраженные переходы между измененными синглетным

и триплетными состояниями. Интересно, что поляризо-

ванные триплеты расщепляются на два состояния и со-

ответственно имеются два таких перехода, причем анти-

кроссинг происходит только при пересечении одного из

триплетных уровней с синглетом. Исследована спиновая

структура состояний в изолированной квантовой яме и

в двухъямной структуре и обсуждена природа синглет-

триплетного перехода.

2. Модель двойной квантовой ямы

Электроны в двойной квантовой яме в 2D ТИ описы-

ваются гамильтонианом

H = HTI + VA(|r − RA|) + VB(|r− RB |), (1)

где HTI — гамильтониан электрона в ТИ, который мы

представим в виде суммы стандартного гамильтониана
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HBHZ модели BHZ [9] и гамильтониана СОВ HSOI:

HTI = HBHZ + HSOI. (2)

Гамильтониан модели BHZ в безразмерной форме имеет

вид

HBHZ =

(

h(k̂) 0

0 h∗(−k̂)

)

, (3)

где h(k̂) = (µ − k̂2)τ̂z + a(k̂x τ̂x + k̂y τ̂y ), τ̂i — матрицы

Паули для псевдоспина, энергия нормирована на мас-

совый член в гамильтониане |M|, а импульс на
√

|M/B |,
µ = M/|M|, a = A/

√

|MB |. Здесь величины A,M и B —

параметры модели BHZ [9]. Параметр µ определяет

топологическую (µ = −1) и тривиальную (µ = 1) фазы.

В этой работе мы приняли во внимание СОВ, обу-

словленное пространственной асимметрией с учетом

асимметрии как в объеме [10], так и на интерфейсе [11].
Оба вида СОВ приводят к качественно близким резуль-

татам в спектрах, но образующиеся спиновые текстуры

различаются направлением спинов. В первом случае

гамильтониан СОВ записывается в виде

HSOI = 1τ̂y ⊕ σ̂y , (4)

где 1 — постоянная СОВ.

Потенциалы квантовых ям VA и VB для простоты бу-

дем считать одинаковыми, VA = VB = V , а векторами RA

и RB обозначим положение ям.

Состояния двух взаимодействующих электронов опи-

сываются гамильтонианом

H(1, 2) = H(1) ⊕ H(2) + U(1, 2)I16, (5)

где H(1) и H(2) — приведенные выше одночастич-

ные гамильтонианы электронов, обозначенных 1 и 2,

U(1, 2) — потенциал парного взаимодействия, I16 —

единичная матрица. Двухчастичная волновая функция

описывается спинором 16 ранга.

Для нахождения спектра и волновых функций пред-

положим, что расстояние d между квантовыми ямами

достаточно велико, так чтобы конфигурационное рас-

щепление уровней квантовых ям, обусловленное тунне-

лированием электронов между потенциальными ямами,

и электрон-электронное взаимодействие можно было

учесть по теории возмущений. При этом в качестве

базисных функций возьмем двухчастичные волновые

функции, составленные как антисимметризованные про-

изведения одночастичных волновых функций гамильто-

ниана изолированных квантовых ям (A и B).
Эти одночастичные волновые функции определяются

гамильтонианом

H0 = HTI + V (|r− RA,B |), (6)

в котором HTI — гамильтониан модели BHZ с включен-

ным в него СОВ (см. уравнение (2)) и V — потенциал

изолированных квантовых ям.

Уравнение Шредингера с гамильтонианом (6) решает-

ся по методике, представленной нами в работах [12,13].
Основным в этой методике является допущение, что

потенциал квантовой точки сильно локализован, так что

волновая функция в области локализации потенциала

изменяется мало. В результате удается аналитически

найти волновые функции электрона локализованного в

яме. Уровни энергии и волновые функции определяются

безразмерными параметрами ν , 3 и δ/|M|.
Параметр ν = |B |−1

∫

V (r)d2
r — определяет ампли-

туду потенциала квантовой ямы, а 3 =
√

|M/B |/l —

отношение характерной длины в модели BHZ к ширине l
области локализации потенциала. Кроме того энергия

состояний зависит от параметра гибридизации электрон-

ной и дырочной зон (a).
Так же как и в случае отсутствия СОВ, при каждом

знаке потенциала квантовой ямы в 2D ТИ могут воз-

никать два состояния — одно электронного, а другое

дырочного типов — с разными энергиями. Каждое из

этих состояний двукратно вырождено, так как в силу

симметрии обращения времени каждое такое состояние

представляет крамерсову пару. Таким образом, одно-

частичные волновые функции представляются четырех-

компонентными спинорами, которые характеризуются

индексом e или h, обозначающим электронный или

дырочный тип состояния, и индексом α или β, обознача-

ющим состояние крамерсовой пары.

Несложный анализ и сравнение с численными рас-

четами показывают, что теория возмущений при рас-

чете туннельного расщепления уровней квантовых ям

справедлива при достаточно большом расстоянии между

ямами, d > 6
√

|B/M| в широком диапазоне значений

параметра СОВ 1.

Двухчастичные базисные функции нулевого прибли-

жения, на которых строится теория возмущений для

электрон-электронного взаимодействия, формируются

одночастичными волновыми функциями 9nγ(r), найден-
ными по теории возмущений для двух туннельным

образом связанных ям

9
(0)
nγ,mγ′ (1, 2) =

1√
2

×
[

9nγ(1) ⊗9mγ′(2) −9mγ′(1) ⊗9nγ(2)
]

. (7)

Здесь индекс n(m) обозначает симметричные (s) или

антисимметричные (a) двухъямные волновые функции

для состояний электронного или дырочного типов, а

γ, γ ′ = (α, β) — индексы состояний крамерсовой пары.

Дальнейшее упрощение задачи возможно, если мы

ограничимся рассмотрением всего одной пары одно-

частичных уровней, образовавшейся при туннельном

расщеплении одного уровня в изолированной квантовой

яме. Такое упрощение оправдано, если квантовая яма

достаточно узкая и расстояние между ямами достаточно

велико. Условия для этих упрощений обсуждены в рабо-

те [8] и соответствуют приведенному выше неравенству

d > 6
√

|B/M|.
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В этом случае одночастичные состояния в связанных

ямах классифицируются только как симметричные (свя-
зывающие) и антисимметричные (антисвязывающие),
которые мы обозначим индексами s и a соответственно.

В результате имеем шесть базисных двухчастичных

волновых функций

(

9
(0)
sα,sβ, 9

(0)
sα,aβ), 9

(0)
aα,sβ, 9

(0)
sα,aα, 9

(0)
sβ,aβ , 9

(0)
aα,aβ

)T
. (8)

Далее для простоты они нумеруются одним индексом

j = (1, 6).
Волновая функция гамильтониана (5) представляется

в виде

9(1, 2) =

6
∑

j=1

C j9
(0)
j (1, 2). (9)

Используя уравнения (5) и (9), нетрудно получить

однородную систему уравнений для коэффициентов C j ,

детерминант которой определяет спектр. Матрицу де-

терминанта и матричные коэффициенты мы не приводим

из-за того, что они слишком громоздки. Результаты

расчета приведены далее.

3. Спектр и синглет-триплетный
переход

В топологической фазе 2D ТИ короткодействующий

потенциал V (r) создает два уровня при любом знаке

потенциала в отличие от тривиальной фазы, когда в

рамках модели BHZ имеется только один уровень для

потенциала любого знака [12,13].
Локализованные состояния, соответствующие этим

уровням, классифицируются как электроноподобные и

дырочноподобные. Они существенно различаются рас-

пределением электронной плотности и плотности ком-

понент спинорной волновой функции. В двойной кван-

товой яме эти уровни расщепляются на два вслед-

ствие конфигурационного взаимодействия ям. Мы рас-

сматриваем каждую пару образовавшихся уровней от-

дельно, полагая, что они достаточно разнесены по

энергии, а расщепление каждой пары, напротив, мало.

Свойства двухчастичных спектров, порождаемые каж-

дым из этих уровней, существенно отличаются. Так,

при положительном потенциале синглет-триплетный пе-

реход возможен только для дырочноподобных состо-

яний [8]. Поэтому только они и будут рассмотре-

ны далее.

Энергетический спектр имеет 6 уровней ε j . Мы изучи-

ли их зависимость от амплитуды потенциала электрон-

электронного взаимодействия u, нормированного как

и потенциал ям на |M|, и выяснили, какие эффекты

возникают благодаря СОВ и к чему приводит совмест-

ное действие СОВ и электрон-электронного взаимодей-

ствия. На рис. 1 представлен спектр, рассчитанный для

СОВ, обусловленного объемной асимметрией [10], с

параметром 1 = 0.2, определенным как в работе [10] и
нормированным на |M|.

uc0 5 10

u

1

2

3

4

5

6 S

T

2ea

e es a+

2es

e
Рис. 1. Двухчастичный спектр электронов в двойной симмет-

ричной квантовой яме при наличии СОВ. Расчеты проведены

для параметров ν = 20, 3 = 3, a = 2, 1 = 0.2, d = 8.

В задаче имеются три характерные энергии: 2εs ,

εa + εs и 2εa , которые определяют спектр при отсут-

ствии СОВ и электрон-электронного взаимодействия.

Здесь εs и εa — энергии симметричного и анти-

симметричного одночастичных состояний. В этом пре-

дельном случае уровни классифицируются обычным

образом: линия 1 — синглет |s ↑ s ↓〉; 2 и 3 —

поляризованные триплеты |s ↑ a ↑〉 и |s ↓ a ↓〉; 4 —

неполяризованный триплет, составленный из состоя-

ний |s ↑ a ↓〉 и |s ↓ a ↑〉; 5 — синглет, составлен-

ный из состояний |s ↑ a ↓〉 и |s ↓ a ↑〉; 6 — синглет

|a ↑ a ↑〉. В связи с такой привычной терминологией

необходимо заметить, что в рассматриваемом случае

она не вполне точна. Дело в том, что в модели

BHZ не сохраняется полный спин, так как опера-

тор S2 не коммутирует с гамильтонианом. Определен-

ное значение имеет только Sz . Поэтому при ненуле-

вом взаимодействии между электронами нет трехкратно

вырожденного по спину состояния. Имеется только

двукратно вырожденное, которое часто тоже называ-

ют триплетом.

При увеличении амплитуды взаимодействия u в отсут-

ствие СОВ происходит смешивание синглетных состоя-

ний |s ↑ s ↓〉 и |a ↑ a ↓〉, состояния |s ↑ a ↑〉 и |s ↓ a ↓〉
остаются вырожденными, а также изменяются составы

в смеси состояний |s ↑ a ↓〉 и |s ↓ a ↑〉, образующих

неполяризованный триплет и синглет. При этом синглет

|s ↑ s ↓〉, обозначенный линией 1, пересекает триплеты

(2 и 3), как это было показано ранее [8]. Поведение этих

термов показано пунктирами S и T на рис. 1. Нетриви-

альная особенность состоит в том, что при критическом

значении u = uc происходит пересечение синглетного и

триплетного термов. При u > uc триплетное состояние

становится основным и, таким образом, теорема Виг-

нера нарушается. Заметим, что такое поведение термов

Физика и техника полупроводников, 2019, том 53, вып. 9
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возможно только при инверсии зонного спектра, т. е.

только в топологической фазе, причем при небольших

значениях параметра гибридизации a (a < 10), когда

система достаточно далека от точки топологического

перехода.

Критическая для синглет-триплетного перехода вели-

чина uc зависит от потенциала ν квантовых ям, так

что пересечение термов и синглет-триплетный переход

могут быть реализованы путем изменения потенциала ν .

Эффект СОВ состоит прежде всего в том, что два-

жды вырожденный триплетный уровень (пунктир T )
расщепляется на два уровня (кривые 2 и 3). Вблизи

точки синглет-триплетного перехода происходит растал-

кивание (антикроссинг) синглетного уровня и верхнего

уровня расщепленного триплета.

Интересно, что все проекции спиновой плотности Si

в состояниях, образовавшихся при расщеплении дважды

вырожденного триплетного уровня (линии 2 и 3 на

рис. 1), равны нулю: 9+
j=2,3(r)Si9 j=2,3(r) = 0, т. е. образо-

вавшиеся двухэлектронные состояния не поляризованы.

4. О механизме перестройки
основного состояния

Ответ на вопрос о том, какое состояние двух элек-

тронов — с параллельными или противоположными

спинами — энергетически выгоднее, определяется со-

отношением между зависящими от спина компонентами

энергии, к которым в рассматриваемой системе прежде

всего относится обменная энергия и энергия прямого

кулоновского взаимодействия. Важны также и энергия

взаимодействия электрона с зарядами, формирующими

квантовую яму, и кинетическая энергия, но в случае

квантовых ям с сильно локализованным потенциалом,

находящихся на достаточно большом расстоянии друг от

друга, эти последние компоненты не так существенны.

Зависимость энергии взаимодействия электронов от

спина связана с наличием нескольких компонент спи-

нора, описывающего данное состояние, которые имеют

различные пространственные распределения для разных

спиновых конфигураций. В обычной ситуации, для ко-

торой установлена теорема Вигнера, рассматриваются

электроны в системе с однозонным спектром и состоя-

ния описываются спинором второго ранга. В этом слу-

чае спектр эволюционирует при увеличении амплитуды

потенциала электрон-электронного взаимодействия сле-

дующим образом. Энергия нижнего синглета возрастает

из-за увеличения энергии кулоновского отталкивания.

Энергия поляризованных триплетов растет значитель-

но медленнее из-за того, что энергия отталкивания в

значительной мере компенсируется обменным взаимо-

действием. Однако с ростом межэлектронного взаимо-

действия обменная энергия уменьшается и в пределе

u → ∞ перестает играть роль, так что синглетный и

триплетный термы асимптотически сближаются, но не

пересекаются [14].
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Рис. 2. Радиальное распределение компонент спинора ды-

рочноподобного состояния электрона, локализованного в изо-

лированной квантовой яме. Для компонент со спином (↓)
масштаб увеличен в 4 раза. Расчеты проведены для параметров:

a = 2, 3 = 4, 1 = 0.2, ν = 40. Энергия связанного состояния

ε = 0.3289.

В изучаемой нами системе одночастичные волновые

функции имеют четыре компоненты, соответствующие

двум направлениям спина и двум базисным орбиталям.

В модели BHZ базис образуется состояниями элек-

тронной и дырочной зон с разными угловыми момен-

тами: {|E, 1/2〉, |H, 3/2〉, |E,−1/2〉, |H,−3/2〉}. Энер-

гии прямого WC и обменного Wex взаимодей-

ствий электронов, описываемых волновыми функциями

9(r1) = (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4)
T и 8(r2) = (φ1, φ2, φ3, φ4)

T , име-

ют вид

WC =

∫∫

d2
r1d

2
r29

+(r1)9(r1)U(|r1 − r2|)8+(r2)8(r2),

Wex =

∫∫

d2
r1d

2
r29

+(r1)8(r1)U(|r1 − r2|)8+(r2)9(r2).

Очевидно, что наличие псевдоспиновых компонент

существенно изменяет величины как прямого, так и

обменного взаимодействия и их зависимость от спи-

нов, особенно если учесть, что величина обменных

интегралов определяется не только спиновыми, но и

псевдоспиновыми компонентами.

Вклад компонентов спинора волновой функции в

зарядовую и спиновую плотности, которые обычно ас-

социируются с прямым и обменным взаимодействием,

проще всего продемонстрировать на примере связанного

состояния в случае одной изолированной квантовой ямы.

На рис. 2 приведено радиальное распределение компо-

нентов |ψi=(1,4)(r)|2 для связанного состояния дырочного

типа. Распределение спиновой плотности приведено на

рис. 3. Компонента спиновой плотности Sz (рис. 3, a),
нормальная к плоскости системы, изменяется с расстоя-

нием немонотонно и при удалении от центра даже изме-

няет знак. Тангенциальная компонента намного меньше

по величине, но она все же имеется и изменяется с
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Рис. 3. Распределение Sz (a) и Sx (b) компонент спиновой

плотности электрона, локализованного в изолированной кван-

товой яме, в дырочноподобном состоянии. Для компоненты Sx

масштаб увеличен в 20 раз. Использованы те же параметры,

как и на рис. 2.

расстоянием совершенно необычным образом, как это

показано на рис. 3, b для компоненты Sx .

Очевидно, что необычные по сравнению с тривиаль-

ной системой распределения плотности заряда и плот-

ности спина могут привести к значительному изменению

величин как прямого, так и обменного взаимодействий

электронов в двух ямах, с чем и связано нарушение

теоремы Вигнера.

5. Заключение

Проведенные нами расчеты показывают, что с ро-

стом амплитуды электрон-электронного взаимодействия

синглетный и триплетный термы при определенных

условиях пересекаются, если СОВ отсутствует. При

слабом СОВ происходит расщепление триплета. При

этом один из расщепленных уровней пересекается с

синглетом, тогда как для другого имеет место анти-

кроссинг. Формально в расчетах, проведенных в на-

стоящей статье по теории возмущений, из-за наличия

псевдоспиновых компонент спинора обменное взаимо-

действие описывается тремя матричными элементами в

отсутствие СОВ и шестью при его наличии, а прямое

взаимодействие в обоих случаях — только тремя. Все

вместе они и определяют энергии разных спиновых

конфигураций.
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Abstract We study spectra and spin structure of quantum states

of two interacting electrons localized in a double quantum dot

in a two-dimensional topological insulator in the presence of spin-

orbit interaction. It was found that in such a system a singlet-triplet

transition in the ground state can be realized without any magnetic

field. The spin-orbit interaction leads to the splitting of polarized

triplet levels and to the avoided crossing of the singlet level and

one of triplets.
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